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PREFACIO

Este apunte contiene ejercicios resueltos para el curso de Algebra (MA11A) dictado en la Facultad
de Ciencias Fisicas y Matemaéticas de la Universidad de Chile. Ellos fueron tomados de los controles
y guias de estudio entregadas a los estudiantes desde 1989. Las respuestas muchos de los problemas
resueltos del apunte hacen referencia al apunte del curso de Algebra de los autores P. Dartnell y
A. Maass. Por este motivo recomendamos la lectura de dicho apunte de materia simultaneamente a
lalectura de estos problemas.






Capitulo 1

Elementos basicos de l6gica

1.1. Problemas resueltos.

P1) Demostrar que las siguientes proposiciones son tautologias:

Lip=9ANTVgAr=p

2. (prhg) S lpVa)Apeq)

Solucion:

1. Resolvamoslo usando tautalogias vistas en clases,



(p=DAFTFVYATl=D <[p=9ATVegAT]VD (taut.8)

Sp=9V{FVEVTVD (taut.3)

<[PV V(rAg VFIVD (taut.3 y 8)

SlpAV[(rVF)AGVF)VD (taut.7y 3)

SpAQVIVA@QVDVD (taut.1)
s lpAgV(@Vvrvp (taut.2)
SNV VTIVD (taut.6)
s llevar@valvrve (taut.7)
s [[pve AVIVTIVD (taut.1)
< [(pveVvrIVvp (taut.2)
< (pVvp)V(QVvT) (taut.6)
< VV(qVTF) (taut.1)
sV (taut.2)

Por lo tanto tenemos que :
(= AFTVa)Ar]=pleV
es decir, la proposiciéon dada es una tautologia.

2. Resolvamoslo usando tabla de verdad (usted como ejercicio resuélvalo usando tautologias
vistas en clases).
Hay que construir las tablas de verdad de las proposiciones A = (pAq) y B = (pVg)A\(p &
q) y luego ver si son iguales.

[A=prg[pVa]p Ap & q) |

Vv
|4
v
V
F

R3] Bes IR S
| <] | e

| | | S

La columna correspondiente a A (tercera) y la correspondiente a B (sexta) son iguales,
es decir A < B es una proposicion verdadera, que es lo que queriamos demostrar.
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P2) 1. Sean p, q, r tres proposiciones tales que r es falsa, (p < q) es verdadera y (¢ = r) es
verdadera. Deduzca el valor de verdad de p.

2. Determine el valor de verdad de las proposiciones p, q, r, s sabiendo que

(s=FTVvr)=(p=q9 AsAT)

es verdadera.

Solucion:

1. Sabemos que (¢ = r) es verdadera, por lo tanto hay tres situaciones posibles:

1)ges VyresV,
2)gesFyresF,
3)JgesFyresV;

pero también sabemos que r es falsa, por lo que so6lo es posible el segundo caso, es decir
q es falsa y r es falsa. Ademaés tenemos que (p < q) es verdadero, por lo tanto:

p y ¢ son verdaderas, es decir, p es verdadera y q es falsa
o
p v g son falsas, es decir, p es falsa y q es verdadera,;

pero sabemos, por lo que hicimos al inicio, que q es falsa, entonces estamos en el primer
caso, es decir, p es verdadera.

2. Desarrollemos la proposiciéon dada:
[(s=(TFVr)=(p=q) ANsAT) & [(s=V)=((p=q¢ AsAT)].

Pero

V=V es werdadero

F=V es wverdadero;

por lo tanto cualquiera sea el valor de s, (s = V') es verdadero, entonces la proposicion
queda:

(s=TVr)=(p=9AsAT)] & [V=I[p=q9AsAT]

y recordar que por hipotesis es verdadera. Pero (V' = F) es falso, entonces para que
lo anterior sea verdadero, debemos tener que [(p = q) A s A T] es verdadera, lo que es
equivalente a:



1)s es verdadera,
2)T es verdadera, es decir, r es falsa y
3)(p = q) es verdadera.

Desarrollemos la dltima proposicién :

=49 & (@EVeY < @@A]

Entonces por hipotesis tenemos que :

(pAg) V] & (pesV A qgesF)

Luego tenemos que s y p son verdaderas y r y q, falsas.

P3) Se detuvo a tres sospechosos de un crimen, a los que llamaremos S;, Sy y S3. Al declarar
dijeron lo siguiente :
S1: "S5 es culpable y S3 es inocente"
So: "si Sy es culpable, entonces S3 también lo es"
Ss: zo soy inocente, pero alguno de los otros dos es culpable"
Sabiendo que los culpables mintieron y los inocentes dijeron la verdad, determine quién es
culpable y quién no.

p & 57 es inocente
Solucién: Definamos las siguientes proposiciones: ¢ < S5 es inocente
r < S3 es inocente

Ahora escribamos lo que declar6 cada uno en términos de p, ¢ y 7:

S1 declar6 g AT
So declar6 p = T
Ss declaré r A (pV Q)

Construyamos la tabla de verdad de las declaraciones:

(plalrpla]7[PVa]Si:ghr]S:p=7T][Ss:rA(PVY |
VIVIVIF|F[F] F F Vv F
VIV |F|F|F|V F F 1% F
VIF|V|F|V|F 1% 14 1% 14
VI IF|F|F |V |V %4 F 1% F
FI\V |V |V |F|F 1% F F 14
(FIVIF[VIFI[VIV ] F | V | F |
F|F |V |V |V I|F %4 % F 1%
F|I|F|I|FVI]VIVv] V F Vv F
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Supongamos (sélo por un instante, para entender) que S es culpable, luego p es falsa. Ademas,
como S es culpable sabemos, por hipdtesis, que esta mintiendo, es decir, que (g A r) es falsa.
Concluimos que el valor de verdad de la inocencia de S; debe coincidir con el valor de verdad
de lo que declaro. Asi, lo que debemos buscar en la tabla de verdad es que coincidan:

el valor de verdad de p con el valor de verdad de lo que dijo 57,
el valor de verdad de ¢ con el valor de verdad de lo que dijo Sy y
el valor de verdad de r con el valor de verdad de lo que dijo S3
lo que soélo se da en la sexta fila, por lo tanto S; y S3 son culpables y Ss es inocente.

P4) Sean py ¢ proposiciones. Se define la proposicion que se lee "ni ¢ ni pz que denotamos mediante
el conectivo p | ¢, usando la siguiente tabla de verdad:

[rlq]

I SIS

q
v
F
v
F

<[ = =

1. Probar que p < (p{p) y que (pVq) < (plq).

2. Expresar las proposiciones p = ¢ y ¢ A p usando s6lo el conectivo | y el simbolo de
negacion.

Solucion:

1. Demostraremos ambas equivalencias usando una tabla de verdad:

qalpla]wveeplq]

7
=
%
-
F

<|<[=|=~
<|| | =<
<|<|<<

La quinta columna muetra que p < (p | p) es verdadera y la novena, que (pV¢q) < pl g
es verdadera.

2. Veamos como escribir p = ¢:



P5)

=9 = O®Vey < {@lq (parte(a))

Veamos como escribir g A p:

(ghnp) < (@Vvp) < (@L9 (parte(a))

1. Si ¢ y r son proposiciones, determine el valor de verdad de la proposicion:

[(gvr)AlgAr)]=T[pAs)V(5Vq)
2. Si la proposicion p = g es falsa. Cual es el valor de verdad de la proposicion:

(pV(gnr) e ((pVr)Ag)

1

3. Considere el conjunto A = {—1,—%707 5,1}, Diga si las siguientes proposiciones son

verdaderas o falsas (justifique):

VzeA)NVyeAd z+y<l1

(VreABycA) 22 <y
Escriba la negacion de las proposiciones anteriores.

Soluciéon:

[(gvr)n(gan)]=lprs)V(EVY] < [(@AT)A @A =[pAs)V(EVY] (3)
S l@rgnEan]=Iprs)vEVael (6)
S [FAF]=[pAs)V(5Vq) (1)
S F=(pnrs)V(5Va) (2)

Pero sabemos que F' = V y F' = F son verdaderas, por lo tanto la proposicién es verda-
dera.

2. Tenemos que p = ¢ (p V q) es falsa. Desarrollemos la proposicion:
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(pvigar) e ((pvr)ng < [VigAar)=((pVr)ADIA((pVT)Ag) = (pV(gAT))]
SeVgnr))VvieVvr)AgIA((pvr)Ag) = (pV(gAT))]
SleA@vr))Vvlpvr)AgdIn[((pVr)Ag) = (pV(gAT))

S[@EVEVr)AGVYAW(GVT)V (pVr)AN(GVT)Va)A
[((pVr)Ag) = (pV(gAT))]

S[VAFAVAVIA(pVT)AG) = (pV (gAT)))
S FA[((pvr)Ag) = (pV(gAT))]
s F

Es decir, la proposicién es falsa.

1

3. Tenemos el conjunto A = {—1, f%, 0,3,1}. Analicemos las proposiciones:

Ve e A)(Vye A) v +y <1
Esta proposicion es falsa, pues si tomams z =y = 1 tenemos que x +y = 2L 1.

(Vo € A)(Vy € A) 22 < y. Tenemos que verificar que si dado un x € A, encontramos un
y € A tal que 2% < y.

parax = —1 = sirve y =1
arar=—+ s sirveny=1ey=1
p =3 Yy=sey=
parax:O%sirveny:%eyzl
ara r = + — si =ley=1
paraxr =5 — sirven y = 5 ey =

parax =1 — sirve y =1
Por lo tanto la proposiciéon es verdadera.

Neguemos las proposiciones:

Ve A)(VyeA)z+y<1l o @GrecA)(VyecA)z+y<l1
S(FreA)Fyedae+y<l1

S (FreA)TyeAd) xz+y>1



VeeA)(FyeA)z2<y & (FrecA)Fyecd a2y
S (FreA)(Vye A) a2 <y

S @rec AWyl >y

P6) 1. Negar las siguientes proposiciones:

a) (FreR)(VyeR) z<y
b) Gz eR)(VyeR) 2 >1Ay<1
¢) (Ve € RT)(3ng € N)(Vn > ng) |an| <e€

2. Indique el valor de verdad de la siguiente proposicion cuantificada:

(3n € N)(Vx € R)(Ym € N) n(z? —mz) <0

Solucion:

a)

FrxeR)(VWweR)z<y) < VzeR)(VyeR)z<y)
< VzreR)(TyeR) (xz<y)

& VzreR)(FyeR) x>y

b)

FrzeR)(VWweR)z>1Ay<1l & WVreR)(WweR)z>1Ay<1
SWVreR)(FyeRz>1A y<1
S MVMreR)(FyeR)z>1vy<l1

s WVreR)(yeR)z<1Vy>1
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(Ve € RT)(Ing € N)(Vn > ng) |an| <e & (Fe € RT)(Ing € N)(Vn > n,) |an| < €

< (Je € RT)(Vng € N)(Vn > n,) |an| <€
< (Fe € RT)(Vng € N)(In > ng) |an| <€

& (Fe € RT)(Vng € N)(3n > ng) |a,| > €

2. Seanz € R y m € N, hay que estudiar si existe un natural n € N tal que n(x?—maz) < 0.
Notar que dicho n € N debe ser el mismo para cualquier par (x,m) con z € R y m € N.
Pero esto es directo tomando n = 0, pues:

(Vo € R)(Ym € N) 0(2* — max) =0

1.2. Problemas propuestos.

P1) Sean p, g y r proposiciones. Demostrar con y sin tablas de verdad que las siguientes proposi-
ciones son tautologias:

L (peqge@rgVEng
2. [(pAg)=Dl= (=19
3. (engl=lpVvaA(peq)

P2) 1. Sean p, ¢ y r proposiciones tales que ((pV q) = r) es falsa. Entregar el valor de verdad
de las siguientes proposiciones:

a) =D

b) r= (e (gVr))

2. Sean p, q y r proposiciones. Probar sin usar tabla de verdad que la siguiente proposicion
es una tautologia:

(p=gN(r=35)=(pAr)=(a/N5))
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P3) Sean las proposiciones p1, pa, p3, P4, D5, De tales que [(p1Vp2) = (ps = p4)] es falsa. Determinar
el valor de verdad de:

L. (ps = pes) V (p1V p2)
2. [(ps = p2) V1] = (P4 Vp3)
3. [(ps V p5) A (p1 Ap2)] & (P4 = p3)

(Recordar que pvVg < (pV q) A (pAq))

P4) 1. a) Construya la proposicion logica que es verdadera cuando exactamente una de las
proposiciones p, g, r es verdadera. Entregue una forma reducida de la proposicion.

b) Compare la proposicion obtenida en el punto anterior con la proposicion (pVq)Vr,donde
Vg (pVa) A (PAQ).

2. Suponga que las siguientes proposiciones son verdaderas:
(reA NyeB)=>ycA,
(x¢ AV yeAd=y¢B.

Probar que y ¢ B es verdadera.

P5) Sean p y ¢ proposiciones. Definamos la proposicion,
(ptq) & 3Ir, resproposicion y (p=1) A (r=q).

Pruebe que (ptq) < (p=q).

P6) 1. Negar la proposicion siguiente:
VMzeQ)(Ve>0)(TyeQ) e/3<|z—y|<e/2.

2. Indique el valor de verdad de la proposicion cuantificada siguiente:

(VrxeA)(3I>0) 22>, donde A={zeR|0<z<10}.

P7) Sea S un subconjunto de los nimeros reales. Se dice que z es un punto aislado de S si existe
un numero real positivo d tal que para todo punto y € S la distancia entre x e y es mayor o
igual que d.

1. Escribir la definicién de punto aislado usando cuantificadores.
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2. Demostrar que si z € S entonces = no es punto aislado de S.

3. Sea S ={1,1/2,1/3,1/4,..} = {z € R | 3n € N\ {0}, = = 1}. Probar que el origen no
es un punto aislado.



12



Capitulo 2

Elementos de teoria de conjuntos

2.1. Problemas resueltos.

P1) Sean A, B, C conjuntos. Probar que:

1. (A\B)N(A\C)=A\ (BUC)
2. B=(ANB)U(A°NB) & A=0
3. AAB=C= AAC =B

Soluciéon:

1. Seaz € (A\ B)N(A\ C), luego

ze(A\B)N(A\C) ©aze(A\B) A z€(A\C) (def.N)
S(@cAANzgB) A (EAN1¢C) (def.\)
S@eANzeA) AN(x¢gB AN x¢gC) (A conmuta)
szeAAN@EB V zel) (pAp < py Morgan)
srxcA AN (xeBUQC) (def.U)
sreANzg¢gBUC (def. &)
szeA\(BUC) (def.\)

Es decir, tenemos que z € (A\ B)N(A\C) & x € A\ (BUC) en cualquier elemento z,
luego (A\ B)N(A\C)= A\ (BUCQC).

13
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2. Hay que demostrar que [B= (AN B*)U(A°NB) & A=1{].
(<) Suponemos que A = (} es verdadero y hay que demostrar que B = (ANB¢)U(A°NB)
también es verdadero . Sea U nuestra referencia.

B =(AnB°)U(A°NB)

=0@nNnB)u@nB) (hipdtesis)

= (@)U (UnNB) (prop,2y3)
=UNB (prop,2)
=B (prop,3)

(=) Suponemos que B = (AN B¢) U (A°N B) es cierto y demostramos que A = {.
Tenemos que B = (AN B¢) U (A° N B), si intersectamos con B obtenemos:

BNB=[(ANB)U((A°NB)NB < B=(ANB°)NB U (A°NB)NB (prop,ly 6)

< B=AN(B°NB) U A°N(BNB) (prop,5)

& B=AN0O U A°NB (prop,9 y 1)
< B=0U A°NB (prop,2)

& B=A°NB (prop,2)

& B C A (prop,13)
< AC B¢ (prop,11)
S ANBc=A (prop,13)

Ahora intersectando con B¢:
BNB=[(ANB)U((A°NB)NB* & 0=(ANB)NB° U (A°“NB)NB¢ (prop,6 y9)
S0=ANB° U (prop,5,1 4 9)
s 0=AnNB¢ (prop,2)

Entonces, tenemos que AN B¢ = Ay AN B¢ = (), por lo tanto llegamos a que A =
AN B¢ =0, que es lo que queriamos demostrar.

3. Suponemos que AAB = C es verdadero y tenemos que demostrar que AAC = B:
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AAC = AA(AAB) (hipétesis)
— AU(AAB)\ AN (AAB) (prop,14)
=AU[AUB)N(ANB)I\AN[(AUB)N (AN B)] (prop,14 y 7)
=AU(AUB) N AU(ANB)*\AN(AUB)N (AN B)° (prop,6 y 5)
= (AUB) N AU(A°UB%)\ AN (AUB)N (AN B)° (prop,5yl)
=(AUB)NU\NAN(AUB)N (AN B)© (prop,5 y 9)
=(AUB)\AN(AUB)N (AN B)° (prop,3)
=(AUB)N[A°U(AUB)°U (AN B)] (prop,7,8 y 10)
=(AUB)NA° U (AUB)N(AUB)* U (AUB)N (AN B) (prop,6)
=(ANA9)U(BNAYU O U (AUB)N(ANB) (prop,6 y 9)
=0 U(BNA°)U(ANB) (prop,9,2 y 13)
=(BNA9)U(ANB) (prop,2)
= (AUA°)NB (prop,6)
-UNB (prop,9)
- B (prop,3)

O

P2) Sea A un subconjunto fijo del conjunto U. Probar que para todo par de subconjuntos X,Y de
U se tiene que:

(X=Y)e (XUA=YUA AN XNA=YNA)
Solucién:

(=) directo, pues es sblo un cambio de nombre.

(<) Suponemos que XUA=YUA A XNA=YNA.
Notemos que:
X=[(XUA)\4 U (XnA

En efecto:
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[(XUAN\NA U (XNA) =[(XUA)NA] U (XNA) (prop,7)

=[(XNAYUANA)U(XNA) (prop,6)

=X N(AUA°) (prop,9,2 y 6)
=XNU (prop,3)
=X

Entonces

X =[(XUA)\4] U (XnA4)
=[YUA)\A U YNA) (hipdtesis)

=Y

P3) Sea A un conjunto y P(A) el conjunto de las partes de A. Demuestre que:
1. ACB=P(A) CP(B)

2. P(AUB) 2 P(A) UP(B)
3. P(ANB) = P(A) N P(B)
4. P(A)=P(B)=A=B

Soluciéon:

1. Demostremos que A C B = P(A) C P(B): sea @ € P(A), entonces por definiciéon @ C A.
Ademés, como A C B, por transitividad tenemos que Q C B, lo que implica, por defini-
cion, que @ € P(B). Por lo tanto, tenemos que:

Qe P(A)=QeP(B)

que es lo que queriamos demostrar.

2. Veamos que P(AUB) D P(A) UP(B): sea C € P(A) UP(B), entonces
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CePAUPB) < CeP(A) Vv CeP(B)
&CCAvV CCB
=CCAUB

& CeP(AUB)

Es decir, C € P(A)UP(B) = C € P(AU B). Como es cierto en cada C € P(A) UP(B)
concluimos que P(AU B) 2 P(A) UP(B).

Notar que no tenemos una igualdad, dado que en el tercer paso no podemos usar, en
general, una equivalencia.

3. Demostremos que P(AN B) = P(A)N'P(B): sea C € P(AN B), luego

CeP(AnB) &©CCANB
s CCANCCB
= CeP(A)ANCeP(B)

& C e P(A)NP(B)

De donde se deduce el enunciado, pues lo anterior es cierto en cada C.
4. Veamos que P(A) =P(B) = A=DB:secax € A
reA & {z} CP(A)
< {z} CP(B) (hipdtesis)
SzeDB

Entonces A = B, pues lo anterior es cierto en cada x.

P4) Sea A un subconjunto fijo del conjunto E y sea M = {X € P(F) | AN X = (}. Probar que:
1.)eMyE\AeM.
2 AeMesA=0 M=P(E).
3. VXeM)VY eP(E) XNY eM.



4 [(XeM)AY e M) = [(X\Y)U(Y\X)] € M.

Solucion:

1. Por demostrar que ) € M y E\ A € M: por definiciéon ) € P(E) y AN = @ para
cualquier conjunto A. Por lo tanto ) € M.

Veamos que E'\ A € M: sabemos que £\ A C E, por lo tanto E \ A € P(E). Ademas,

AN(E\A) =An(ENA°
=(ANA°)NE
=0,
asi, E\ A € M.
2. Basta con demostrar que Ae M = A=0=M=P(E)= Aec M.

Primera implicancia: suponemos que A € M, entonces AN A = (), pero AN A= A, con
lo que concluimos que A = {.

Segunda implicancia: suponemos que A = (), luego

M ={zePE)|dnz =0}

={z e P(E)0=0}

es decir, no pedimos condicion adicional a z (sélo que pertenezca a P(E)), por lo tanto

M = P(E).

Tercera implicancia: suponemos que M = P(FE), entonces como A € P(E), tenemos que
Ae M.

3. Por demostrar que (V X € M)(VY € P(E)) XNY € M.

Sean X € MAY € P(E): primero notemos que XNY € P(FE) (ya que la interseccion entre
subconjuntos de F sigue siendo un subconjunto de E' ). Falta verificar que AN(XNY) = 0,

AN(XNY) =(ANX)NY

=0nY (ya que X € M)

Por lo tanto X NY € M.

4. Sean X,Y € M, debemos probar que [(X \Y)U (Y \ X)] € M. Verifiquemos primero que
(X\Y)U(Y\ X)] € P(E), sabemos que:
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X\Y CXCE

Y\X CYCE
Entonces

(X\Y)U(Y\X) CEe (X\Y)UY\X) CP(E)

Intersectemos con A:
AN[X\Y)U(Y\X)] =(AN(X\Y)) U (AN(Y\ X))
=AN(XNY9)) U (AN(Y NnX°))
=0NY*) U (0NXe)) (X,Y € M)

=0

P5) Un conjunto M C P(E) se llama Algebra de las partes de E si verifica las siguientes propie-
dades:

i) Ee M,
ii)(Vv A,Be M) AUB € M,
i) (VAeM)A e M.

Se pide:

Demostrar que @ € M.
Demostrar que (V A, Be M) ANB e M.
Demostrar que (V A,B € M) AAB € M.

Si E={1,2,3,4}, averiguar si M = {0, E, {1}, {2}, {1,2},{3,4}} C P(E) es un Algebra.
Si no lo es, agregar el menor nimero de conjuntos para que lo sea.

= W o=

Solucion:

1. Por (i), E € M, y por (iii), E° € M. Pero E° = {), por lo tanto () € M.

2. Sean A, B € M, veamos que AN B € M:
AeMANBeM =A°e€eMAB® €M (poriii)

= A°UB°eM (por 1)
= (A°UB)°eM (por iii)

S ANBeM



20

3. Sean A, B € M, demostremos que AAB € M:
AeMANBeM =AUBeM NANBeM (por ii y b)

=AUBeM N (ANB)*eM (por i)
= (AUB)N(ANnB)eM (por b)
< (AUB)\(ANB)e M

< AABe M

4. Verifiquemos (i), (ii) y (iii):
i) EeM
(ii) Sea A € M entonces )UA=Ae My FUA=F € M, por lo que basta revisar las
uniones entre los elementos de M \ {E, {0}}:

-{1ju{2t={1,2t e M
—{1}u{L,2} ={1,2} e M
—{1}u{3,4} ={1,3,4} ¢ M
—{2}u{L,2} ={1,2} e M
—{2}U{3,4}={2,3.4 ¢ M
—{1,2}U{3,4}={1,2,3,4 e M
Entonces, para que M sea un Algebra habria que agregar los conjuntos {1, 3,4} y {2, 3,4}.

Notar que la unién de cualquiera de estos conjuntos con un elemento de M da él mismo
o E, por lo que no hay que agregar mas conjuntos dado que agregamos éstos.

iii)Sea A € M, veamos que A € M :
—0=EecM
—E‘=0eM
—{1}¢={2,3,4y € M (lo acabamos agregar)
—{2}c={1,3,4} € M (lo acabamos agregar)
—{1,2}c={3,4t e M
34 ={1,2)eM

Conclusion: M no es un Algebra. Para que lo sea, hay que agregarle (como minimo) los
conjuntos {1,3,4} y {2, 3,4}.



Elementos de teoria de conjuntos 21

2.2. Problemas propuestos.

P1) Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1. Para cualquier par de conjuntos A y B siempre se tiene ANBC AC AUB.

Si A y B son conjuntos, entonces AAB C A.

Se tiene que BN (A\ B) = 0.

P0) =PH0}).

Si A es un conjunto con al menos un elemento y B C A, entonces nunca se tiene que
B\ A=B.

6. Para que AU B = A el conjunto B debe ser vacio.

G N

P2) Sean A, B, C conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar que:
.(ANB)\(ANC)=(ANB)\ (A°UC)

.(AUB=ANC)=(BCANACCQC)

.(ANC=0)=(A\B)\C=A4\(B\CO)

. (AUBUC)\(ANBNC(C)=(AAB)U(BAC)U (AAC)

=W N

P3) Sea B un subconjunto del conjunto U. Pruebe que:

1. [VACU)(AuB=A4)] = B=0.
2. Colocar el signo de inclusion, igualdad o ninguno entre P(U \ B) y P(U) \ P(A).

P4) Sea A C U, A # (), se define la familia:
Fa={BCUIBNAG#(0}.
Demuestre que:

1. @#fA,UE.FA,AG}—A.

2. AA\B#0 N Be Fy= Bce Fa.

3. BEF4s N CCU= (BUC) € Fa.
4. B.Cc F4 NBNC #0 = BAC ¢ F4.
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Capitulo 3

Funciones

3.1. Problemas resueltos.

P1) Sean f: E — Fy g: F — G funciones (no necesariamente biyectivas)

1. Sea A C G. Probar que (go f)~1(A) = f~1(g71(A)).
2. Sea B C F. Probar que f(f~1(B)) = BN f(E).

Solucion:

1. Como f: E— Fyg:F — G, entonces gof : E — G. Luego como A C G, (gof) " 1(A) =
{z € Elgo f(x) € A} esta bien definida. Sea x € F, entonces:

z€(gof)"H(A) e gof(z)eA
< g(f(z) € A
& f(z) € g7 (4)
“ae fHg7H(A)
Por lo tanto dado que la propiedad es cierta en todo x, (go f)~1(A) = f~1(g7(4)).
2. Por demostrar que f(f~1(B)) = BN f(E). Probaremos cada inclusién por separado.
1(\Ig())temos primero que como f~1(B) C E, entonces f(f 1(B)) C f(F). Luego solo falta

verificar que f(f~1(B)) C B:

Sea x € f(f~1(B)), entonces x = f(y) para cierto y € f~1(B). Pero

ye f7H(B) = fy) € B,

23
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y como = = f(y), tenemos que x € B. Por lo tanto f(f~1(B)) C BN f(E).

(2)

Sea x € f(E) N B, entonces

ref(E)NB waxzecf(E) NzeB
& Jdye Ftal quex=f(y) AN x€B
= fly)eB

=ye f1(B)

Entonces, tenemos que z = f(y) A y € f~1(B), por lo tanto = € f(f~(B)). Como esto
es cierto en cada x, concluimos la inclusion deseada.

P2) Sea f: E — F una funcion.

1. Pruebe que V A C F, f~1(A°) = (f~1(4))°.
2. Pruebe que V AC F,V BCF, f~Y(AAB) = f~Y(A)AfY(B).

Solucion:

1. Sea A C F, entonces

z€ f1(AY) & f(z) e A
& flz) ¢ A
o flr)e A
sae f71(4)
ead¢ (A
sz e (fH(A)"
Por lo tanto, como lo anterior es cierto en todo x, V A C F, f~1(A¢) = (f~1(A))°.

2. Sean A, B C F, entonces
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ze fTHAAfTHB) wxe(fTHAUVTB)NUTHANFTHB))C

szre fL(AUB)N(f~Y(ANnB))¢ (prop. preimagen)
ez e fTHAUB)N(fH((ANB)Y)) (parte (a))
srec f~H(AuB)N (AN B)°) (prop. preimagen)

& a e f1(AAB)

De donde concluimos la igualdad deseada.

P3) 1. Sea f: E — F una funciéon y A, B subconjuntos de E. Pruebe que
fBINf(A) =0 = f(AUB) = f(A).
2. Sea f: E — F una funcion que satisface la propiedad
VA BCE, (ACBANA+#B) = f(A) # f(B).

Probar que f es inyectiva.

Solucién

1. Suponemos que f(B)\ f(A) = 0, luego

FB\f(A) =0 = f(B)NfAX=0
= f(B) C f(A)
= f(A) U f(B) = f(A)

= f(AUB) = f(4)

2. Sean x1,z9 € E distintos y definamos los subconjuntos de E:
A={x1} y B={z1,22} = ACB AN A#B.
Entonces por hipotesis, tenemos que

fLAA)#F(B) & [f(z1) # f({zr,22}) & o) # f(z) U f(z2)

lo que implica que f(x1) # f(z2) (pues f(z1) U f(xz1) = f(z1)). Es decir, si tenemos
1,22 € F distintos, sus imagenes por f son distintas también, por lo tanto f es inyectiva.
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P4) 1. Considere las funciones f : N\ {0} — Q definida en cada n € N\ {0} por f(n) = 5= y
g :Q — Q definida en cada g € Q por g(q) = £.
a) Determine si f, g y go f son inyectivas, epiyectivas y biyectivas.
b) Determine los conjuntos preimagenes g~ 1(Z) y (go f)~1(Z).

2. SeaE={f:R— R| fesbiyectiva }. Esdecir F contiene a todas las funciones biyectivas
de R en R. Se define la funcién v : E — E tal que para cada f € E, ¥(f) = f~!, es decir
1 le asocia a cada funciéon en F su inversa.

a) Probar que 9 es biyectiva.
b) Sean f, g € E. Probar que ¥(f og) = 1(g) o ¢(f).

Soluciéon:

1. a) inyectividad:
e para f: sean ny,ne € N\ {0} tales que f(n1) = f(n2), luego

fm)=fn) & zr =5,

& 2ng = 2m

S ng = ne

= f es inyectiva.

e para g: sean ¢i, ¢2 tales que g(q1) = g(gz2), entonces

9@)=9(@) =% =%

= q=q2

= ¢ es inyectiva.

e para g o f: primero notemos que g o f estd bien definida, pues Rec(f) =
Dom(g) = Q. Ademaés, como g o f es composicion de dos funciones inyecti-
vas, entonces es inyectiva.

sobreyectividad:

e para f: tenemos que f : N\ {0} — Q, sea ¢ € Q tenemos que ver si existe
n € N\ {0} tal que f(n) = ¢, es decir, tal que % = q. Pero es directo que ¢ = 0
no tiene preimagen, pues no existe n € N'\ {0} tal que ﬁ =0.

Por lo tanto f no es sobreyectiva. Notar que ademas del 0 hay muchos racionales

que no tienen preimagen, pues en general i ¢ N\ {0} cuando ¢ € Q.
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e para g: sea ¢ € Q tenemos que ver si existe r € Q tal que g(r) = g, es decir,
T

5 =q. Siq € Q, entonces 2q € Q, por lo tanto para g € Q su preimagen es 2g,
con lo que concluimos que g es sobreyectiva.

e para go f: sea g € QQ, veamos si existe n € N\ {0} tal que g o f(n) = ¢. Se
tiene,

gof(n)=q < g(f(n)=q

Igual que en el caso de f, vemos que ¢ = 0 no tiene preimagen. Por lo tanto
g o f no es sobreyectiva.

b) e conjunto preimagen de g~!(Z)
9'Z) ={qcQyl@)eZ}

={q¢e€Q| §€Z}

={%lacZ beZ\{0} N 5 €Z}

={%acZ beZ\{0} A a=2bkconkeZ}

e conjunto preimagen de (go f)~!(Z)
(9o f)"1(Z) ={neN\{0}| (g0 f)(n) € Z}
={neN\{0}| & €7}
=0
pues Vn € N\ {0}, = € (0,%] y (0,3]NnZ=0.

2. a) Veamos que 1 es biyectiva

inyectividad: sean f,g € E tal que ¥(f) = 9(g), es decir f~1 = g1, luego f = g.
En efecto:

fTt=g" =flog=gloy
= flog=id (g es biyectiva)
~ fo(flog)=foid

=g=1 (asociatividad de o)
Por lo tanto ¢ es inyectiva.
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sobreyectividad: sea f € E, veamos que existe g € F tal que ¢(g) = f, es decir
-1
g =1
Para esto basta tomar g = f~!, ya que (f~!)™! = f (recordar que f~! existe,
pues f es biyectiva).

b) Sean f, g € E. Veamos que ¢¥(f o g) = 1¥(g) o ¥(f).
U(fog) =(fog)™!
=g ltof=t (problema 1)

=Y(g) o ¥(f)

P5) Sean f: A— By g: A" — B’ dos funciones biyectivas. Definimos
Faa ={h:A— A | hesunafuncion } y Fpp = {h: B— B’ | h es una funcién }.

Considere ademas la funcién 9 : Fa 4 — Fp, p tal que a cada h € F4, 4+ le asocia la funcién

Y(h) =goho [,
1. Probar que % es una biyeccién.

2. Probar que h es inyectiva si y solo si ¢(h) es inyectiva.

3. Probar que h es sobreyectiva si y solo si ¢(h) es sobreyectiva.
Solucién:
1. inyectividad: sean h,k € F4 4/ tales que ¢ (h) = ¢(k), luego
$(h) = (k) < gohofl=goko !

= (gohof™)of=(gokof)of
~go(hoflof)=go(kef o)
= go(hoid)=go(koid)
=goh=gok
=g lo(goh)=g to(gok) (g biyectiva)

=h=k
por lo tanto 1 es inyectiva.
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sobreyectividad: sea h € Fp,p, veamos que existe h € Fa 4/ tal que (h) = h, es
decir, go ho f~! = h. Haciendo un procedimiento anilogo al anterior, vemos que la
funcion h = g~ o h o f cumple con 1 (h) = h. Verifiquemos que esta funcion h esta
bien definida y que pertenece a F4 4.
Para que esté bien definida, debemos tener que:

Rec(f) € Dom(h) A Rec(h) C Dom(g™")

lo que se cumple.
Veamos por ultimo que pertenece a Fa 4 :

—gohof:Dom(f)— Rec(g~'oh)
— Rec(g™' o h) = Rec(g™")
y como Dom(f) = A A Rec(g~') = A’ obtenemos que v es sobreyectiva.

2. (=) Suponemos h inyectiva. Veamos que 1(h) es inyectiva:
(h) = gohof~! = (goh)o f~1. Ahora, como f es sobreyectiva, entonces f~! es sobreyec-
tiva y se concluye que f~! es inyectiva. Ademés go h es inyectiva, pues la composiciéon de
funciones inyectivas es inyectiva, de lo que concluimos que 1(h) es inyectiva (composicion
de inyectivas).
(<) Suponemos que t(h) es inyectiva. Veamos que h es inyectiva: como f y g~! son
inyectivas, entonces g~* o 1)(h) o f es inyectiva, pero:

g oo f=g ogohof T of=h

por lo tanto h es inyectiva.

3. Esta parte es exactamente igual a la parte anterior, pues la composicion de funciones
sobreyectivas es sobreyectiva y f,g, f ' ¥y ¢~' son funciones sobreyectivas.

P6) Sean f:N — Ny g:N — N definidas en cada n € N por f(n) =2n+1y g(n) =n?+ 1.

1. Determinar si f y g son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.
2. Determinar fogy go f.
3. Calcular go f(A) y (fog)~t(A), donde A = {1,2,3,4,5}.

Soluciéon:

1. inyectividad:

e para f: sean n,m € N tales que f(n) = f(m)
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fn)=f(m) ©2n+1=2m+1
& 2n=2m
Sn=1m

& f es inyectiva
e para g: sean n,m € N tales que g(n) = g(m)

gn)=gm) on?+l1=m?+1
& n?=m?

< n=m (notar que esta equivalencia no serBa cierta si nV m € 7Z)

& g es inyectiva
sobreyectividad:

e para f: sea n € N, veamos si existe m € N tal que 2m 4+ 1 = n. Nos serviria
m = "Tfl, pero queremos que m € N y para que esto se cumpla debemos tener

que n es impar. Por lo tanto sblo tienen preimagen los impares, lo que implica
que f no es sobreyectiva.

e para g: sea n € N, veamos si existe m € N tal que g(m) =n

gm)=n &m?+1=n
< m=+n—1¢N en general
= ¢ no es sobreyectiva

Entonces, dado que ni f ni g son sobreyectivas, ninguna es biyectiva.

2. fog:N— Nestal que: sean € N,

go f:N— Nestal que: sean € N,
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gofn) =g(f(n)
=g(2n+1)
=(@2n+1)%+1

=4n? +4n+2

gof(A) ={neN|JaeA, gofla)=n}
={neN|Ja € {1,2,3,4,5}, 4a® +4a + 2 = n}

= {10, 26, 50,82, 122}

(gof)"'(A) ={neN|gof(n)e{1,2,34,5}}

={neN|4n®+4n+2€{1,2,3,4,5}}

= {0}

3.2. Problemas propuestos.

Pl) Sea f: E — F una funciony A,B C E.
1. Demostrar que f(A)\ f(B) C f(A\ B).
2. A, Qué condicion debe cumplir f para que f(A)\ f(B) = f(A\ B) ?
3. A, Qué condicion debe cumplir f para que f(E\ B) = F\ f(B) ?

P2) Sea F el conjunto de las funciones de R en R. Se define la funcién ¢ : F — R que a cada f € F
le asocia ¢(f) = f(0). Demuestre que ¢ es una funciéon sobreyectiva.

P3) Sean f: E — Fy g: F — E dos funciones tales que g o f = idg. Probar que f es inyectiva y
que g es sobreyectiva.
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P4) Sea la funcion f : [3,+00) — [2,+00) tal que f(x) = 22 — 62 + 11 en cada x > 3. Demostrar
que f es biyectiva y determinar f~1!.

P5) Sean f : Z -+ Z, g : Z — Z y h : Z — Z tres funciones definidas en cada = € Z como
flz)=1—z,9(x)=—2x—1y h(z) =2+ 2.
1. Verificar que f, g y h son invertibles.
2. Probar que hogo f=go foh =1idy.
3. Deducir de (i) que f~tog™! = h.

P6) Sean E # 0y A C E (fijo). Se definen las funciones f y g de P(E) en P(E) tales que:
f(X)=AUXyg(X)=ANX para todo X C E.

Determinar f(0), f(A), f(A°) y f(E).

Demostrar que go f = fog.

Determinar si f y g son sobreyectivas.

Determinar un conjunto A para el cual f es biyectiva.

G o=

Determinar un conjunto A para el cual g es biyectiva.
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Relaciones

4.1. Problemas resueltos.

P1) 1. Sea R una relacion definida sobre el conjunto A. Decimos que ella es circular si satisface
la propiedad siguiente:

Ve,y,z € A, (tRy ANyRz = zRx).
Probar que si R es refleja y circular, entonces la relacién es de equivalencia.
2. Sea A =R y considere la relaciéon definida sobre A por
TRy <= +y=y’ 4z

a) Probar que R es una relacion de equivalencia.

b) Determinar la clase de equivalencia de un real cualquiera = = a.

Soluciéon:

1. Para probar que R es de equivalencia, debemos probar que es refleja, simétrica y transitiva.

refleja: lo es por hipotesis

simétrica: sean a,b € A y veamos que a R b = b R a. Sabemos que Vb € A, b R b,
pues R es refleja, por lo tanto, tenemos que:

aROANODROD=DRa (R circular)

transitiva: debemos demostrar que Va,b,c€ A, a RbAbR c=a R c
Suponemos cierto que a R b Ab R c. Luego,

aRWANDRc =cRa (R circular)

=aRc (R simétrica)

Por lo tanto R es una relacion de equivalencia.
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2. a) Veamos que R es una relacion de equivalencia.

refleja: sea a € R, hay que ver si a R a, pero esto es directo ya que Va €
R, ¢> +a=d?>+a.

simétrica: sean a,b € R tales que a R b, debemos demostrar que b R a.
aRb &ad*+b=b+a (def.)
Sb2+a=a’>+b (= essimétrico)
SbRa
transitiva: sean a,b,c € R talesquea R b A bR ¢, tenemos que probar que a R c.

aRbVANDRc & a>+b=b+a A b +c=c+b

restando las ecuaciones anteriores obtenemos que:
a?+b=bfaANb?+c=c2+b = (a®>+b)—(>+b)=(b>+a)— (b*+c)
sa?-ct=a-c
sal+c=cc+a
SaRec
b) clase de equivalencia de un real a:
[alg ={beR|aR b}

={beR|la®>+b=0*+a}

={beR|a®>—-b*=0a—1b}

={beR| (a+b)(a—>b)=a—1b}

={beRla+b=1}U{a} (recordar que no se puede dividir por 0)

={1-a,a}

P2) Sea E un conjunto no vacio. Sea P una relacion refleja y transitiva definida sobre E. Se define
una nueva relacion R sobre E por:

aRb <= aPb A bPa.

1. Probar que R es una relacién de equivalencia.
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2. Sea E/R ={lalgr | a € E} donde [a]g = {b € E | aRb}.
a) Probar que si @’ € [alg A U € [b]g, entonces aPb <= o'PV'.
b) Se define la relacion Q sobre E/R por:
[a]r Q[blr <= aPb.
Probar que Q es de orden sobre E/R.

Solucion:

1. Veamos que R es de equivalencia.
refleja: sea a € I, luego
aRa <aPaANaPa

S aPoa

es decir, R es refleja si y s6lo si P lo es y como P es refleja por hipotesis, tenemos
que R es refleja.

simétrica : sean a,b € F, luego
aRb <aPbAbPa
SbPa AN aPb (A simétrico)

SbRa
por lo tanto R es simétrica.

transitiva: sean a,b,c € E, luego
aRbANDRc ©aPbAbDbPaANbPcANcPb

S(@PbANDPc) A (cPbAbLPa)
<aPcANcPa (P es transitiva)

S aRc

por lo tanto R es transitiva (notar que en el tercer paso es una implicancia y no una
equivalencia, puesto que a P ¢ no implica que a P bAb P ¢, anadlogamente con ¢ P a).
Concluimos finalmente que R es una relacion de equivalencia.

2. a) Sean a’ € [a]g AV € [b]r, veamos que a P b<a’ P b
(=) suponemos que a P b. Tenemos que:

defaresd RasaPd ANdPa

Ve RbsbPY ANV PO

Entonces, en particular, tenemos que:

adPanaPb=d Pb (P transitiva)
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Analogamente (ocupando lo anterior y que b P ') obtenemos que a’ P b’ que es lo
que queriamos.

(<) suponemos cierto que a’ P V' y debemos demostrar que a P b. El procedimiento
es exactamente el mismo que ocupamos en la parte anterior (usando las relaciones
que no fueron usadas. Hacer como ejercicio).

b) Para ver que Q es de orden, debemos probar que es refleja, antisimétrica y transitiva.
refleja: directo, pues P es refleja.
antisimétrica: sean a,b € ¥ debemos probar que
[a]r Q [tlr A [b]r Q [a]r = [a]r = [b]r
En efecto,
[alg Q[blg A [bJr Qlalg < aPb AbPa
S aRb
< lalr = [b]r
por lo tanto Q es antisimétrica.
transitiva: sean a,b,c € F, luego
[a]RQ[b}R/\[b]RQ[C]R SaPbADLPc

=aPec (P trans.)

& [alr Q [c]r
luego Q es transitiva.
Concluimos finalmente que Q es una relaciéon de orden.

P3) Counsidere el conjunto N* = N x N x ... x N de n-tuplas con componentes en los nimeros
naturales.

Se define la relacion Ry en N™ por: Va,y € N

TRy <= 21 <Y1, 21 + T2 <Y1 F Y2, Doi g Ti < Doy Yie

1. Demuestre que R; es una relaciéon de orden parcial.

2. Sea R4 la relacién de orden usual de n-tuplas:
Vo, y € N, 2Roy < x; <y; Vi€ {1,2,....,n}.

Demuestre que 2Ry = R1y.

Verifique que la implicancia en el otro sentido es falsa. Para ello construya un contraejem-
plo.
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Solucion:

1. Verifiquemos primero que R es una relacién de orden:

refleja: hay que ver que Vo € N*, = R; x, lo que es directo pues

Vie{l,...,n}, z; <z; = Yme{2,..,n}, le < Z:rZ
i=1 i=1

antisimétrica: sean x,y € N” tales que ¢ Ry y Ay R1 z, lo que es equivalente a

n n
Ty Sy, T+ T2 S Y1 F Y2, Zﬁﬁz Szyi-

y n n
1 <21, Y1 +yY2 <21+ 22, .., Zy,S T;.
=1 =1
Luego
n n
r1 =Y, T1 + 22 = Y1 +y27'“7 Zx’b = Zyz
=1 =1

Por lo tanto
Vye{l,..,n}, z;=y; & x=uy.

Con lo que concluimos que R; es antisimétrica.

transitiva: sean z,y,z € N tales que x R1 y A y R1 z, esto es equivalente a

n n
r1 <y, o1+ 22 S Y1+ Y2, ZCEZ < Zyz
i=1 i=1

n n
Y1 <21, Y1+ Y2 <2tz Zyz < ZZZ
i=1 i=1

Entonces
n n n
1 <y1 < z1, T1 +x2 <Y1 +y2 < 21+ 22, .. sz SZyi Szzi-
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto
n n
1 <21, T1+ 22 < 21+ 29, ..., Zx, < Zzl < xRy oz
i=1 i=1

Asi, R; es transitiva y concluimos finalmente que es una relaciéon de orden. Veamos que
R1 es un orden parcial: debemos encontrar z,y € N™ tales que y R12 y « R1y. Sean:

x=(1,8,z3,..,2,) con xs,..,x, €N

y=1(2,4,y3,..,Yn) con yY3,....,y, €N

Entonces 1 = 1 < y; = 2, pero z1 + 22 = 94 y1 + y2 = 6, luego x R1y. Y como x1 < yy,
entonces y Riz. Por lo tanto Rq es un orden parcial.
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2. Sean z,y € N” tales que = R y.
xRy & Vie{l,..,n}, z; <y

S rr <y (1), 22 <y2 (2),s Tn <Yn ()
Queremos demostrar que x R ¥y, es decir que
n n
<y (), si o<y (2),,) 2 <Yy ()
i=1 i=1
Pero esto es directo, pues

Vm e {1,..,n}, > (k)= (m).

k=1

Veamos que la otra implicancia es falsa: sean x,y € N™ tales que

entonces  Rq y, pero z Ra y.

P4) Sea X un conjunto y P el conjunto de las particiones finitas de X. Es decir contiene a las

familias finitas de subconjuntos de X, (A4;)_; tal que U Ai=X, Ai# oy AinNA; =¢si
i=1
i # j. En P definimos la relacion:
(Ai)?zl <. (BJ)TZI & Ve {1,...,777,}, di € {1, ...,n}, Bj C A,.

1. Probar que <, es una relacion de orden.
2. Probar que el orden es parcial si X tiene al menos tres elementos.

3. Probar que si (A;)j; € Py (B;)jL; € P, entonces
(Ai)iey v (B ={AinB; |ie{l,..,n},j € {l,...,m},A; N B; # ¢} € P.
4. Probar que (A;)i; <« (Ai)ity V (By)jiy v (Bj)jLy <« (Ai)isy V (B))iLy.
Solucién:
1. Veamos que <, es una relacién de orden.

refleja: sea (A4;)!, € P, claramente esta relacion es refleja, ya que Vj € {1,...,n}, 4; C
Aj, es decir, dado un j € {1,...n} basta tomar ¢ = j.
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antisimétrica: sean (A;)i_; y (B;)7L; en P tales que (A;)i; <. (B;)7.;, lo que es
equivalente con
Vje{l,...,m}, Jie{l,..,n}, B; CA (1)

y

Vi € {17...7’”}, Jk € {1, ...,m}, A; C By (2)
Sea j € {1,...,m} y sea i el indice dado por (1), es decir, B; C A;. Ahora, por (2),
para este 7 existe un k tal que A; C Bj. Luego tenemos que B; C A; A A; C By. Por
transitividad concluimos que B; C By. Ademas j = k (ya que como (B;)}L; es una
particion B; N B; =0 sii # j ). Es decir, B; C A; C Bj y B; = A,.
Entonces, dado j € {1,...,m} existe i € {1,...,n} tal que B; = A;, lo que implica que
n>m.
Repitiendo el mismo argumento, pero ahora considerando (2) primero, llegamos a
que

Vi € {1, ...,TL}, dj € {1,...,m}, A= Bj

y concluimos que n < m. Esto prueba que m =ny
=Vie{l,..,n}, 3j € {1,...,n}, A, = B,.

Lo que implica que (4;);; = (B;)}—;.
Por lo tanto <, es antisimétrica.

transitiva: sean (A;)i_;, (B;)7L;, (Ck)p_, tales que
(Ai)?:l <« (Bj);'nzl A (Bj)Tzl < (Ck)izl
lo que es equivalente a:
Vj e {1, ...,m}, di € {17 ...,n}, B] C A; (1)

y

Vke{l,..,p}, 3je{1,...,m}, C € B; (2)
Sea k € {1,...,p}, entonces por (2) existe j € {1,...,m} tal que Cy C B,. Ahora,
por (1), para este j tenemos que existe ¢ € {1,...,n} tal que B; C A;. Resumiendo,
tenemos que

VEe{l,..,p}, 3j€{1,..,m}, Fie{l,..,n}, Cp C B; C A,.
Luego,
Vk e {1,...p}, Jie{l,...,n}, Cp C A,.

De lo que concluimos que (Ck)i_; <. (A;)7;. Por lo tanto <, es transitiva y <, es
una relacién de orden.

2. Supongamos que X = {a,b,c} UY con {a,b,c} NY = @ (esto es cierto, pues X tiene
almenos tres elementos). Para que el orden sea parcial debemos buscar dos elementos en
‘P que no sean comparables.
Tomemos las particiones (4;)7_; y (B;)3—, tales que

Ay ={a,b} UY B, ={a,c} UY
AQ = {C} BQ = {b}
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Bj no es subconjunto de A; ni de As y A; no es subconjunto de By ni de Bs, por lo tanto
(Ai)i=, y (Bj)j—; no son comparables con <,.

3. Sean (A;)i; vy (B;)L; en P, veamos que:
(Ai)?:l V (BJ);Wzl = {Al n Bj | i€ {1, ..,n},j S {]., ...,m},Ai N Bj 7é ¢} e P.

Sea (Ci)rer = (Ai)i=y V (B;)7L,, demostremos que cumple las propiedades de los ele-
mentos de P:

e [ finito:
I|={A;nNB; |ie{l,..,n},je{l,...,m}, A, NB; # ¢} <nm < oo

Notar que el cardinal de Y es < y no = a m, pues estamos dejando afuera las inter-
secciones que dan .
® UieI Ci=X:
Uk}EI Ck = U:‘L:]_ U;m:l(Al N B])
= UT:l(U;nzl AN Bj)
=U, A ((By) particién)
=X ((4;) particion)

o (VZ EI), C; 75@
Esto lo tenemos por definicién.

o CiﬁCjZ(Z)Sii#jZ
Sean Cj, C; con i, j € I distintos, entonces son de la forma

Ci=A,NB; conpe{l,...n}, ge{l,..,m}

C;=AxNB conked{l,...,n}, le{l,..,m}
donde no se tiene que p =k A ¢ = [, pues i # j. Entonces:
CiﬂC’j :ApﬂBqﬂAkﬂBl =0

pues p # k V ¢ # 1, lo que implica que: A, N Ay =0V B, N B; = 0.

4. debemos probar que (A;)i; <. (A:i)i; V (Bj)jLy v (BTt <« (A)is, vV (BT,
Probaremos la primera relacién, la segunda es analoga.
Sea (C;);cr como lo definimos antes, entonces todo conjunto en esta familia de conjuntos
es de la forma

A,NBy conpe{l,..,n} ge{l,..,m}

(Vp,q) A,N B, C A,

Por lo tanto Vk € I, Ip € {1,...,n}, Cr C A, con lo que concluimos la demostracion.
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P5) 1. Sea f: E — F una funcién. Se dice que A C E es estable si f~!(f(A4)) = A. Probar que
si A y B son subconjuntos estables de F, entonces AU B y AN B también lo son.

2. Sea F ={f: A — B f es funcion }, es decir, es el conjunto que contiene a todas las
funciones de A en B. Sea R una relaciéon de orden en B. Se define en F la relacion R*
por:

fR g & VYacA, f(a) R g(a).

Probar que R* es una relacion de orden en F. Probar que si A y B tienen al menos 2
elementos, entonces R* es una relacién de orden parcial.

Solucion:

1. Tenemos que f~1(f(A)) = Ay f~1(f(B)) = B, veamos que AUB y AN B son conjuntos

estables:
fTHfAuB) = fHf(A)Uf(B)) 0
=AU FHAB) 0
=AUB

es decir, AU B es estable.
Veamos qué pasa con AN B: sabemos que f~!(f(A’)) D A’ para todo A’ C E, por lo

que basta con verificar que f~*(f(ANB)) C ANB:

fHfANB)) C fAHAA) N f(B)) 0
=fHAA)NFHAB) )
=ANB

por lo tanto AN B es estable.

2. Veamos que R* es una relacién de orden.
refleja: directo, pues R es refleja.
antisimétrica: sean f y g en F, supongamos que fR*g A gR*f, lo que es equivalente a
Vae A, f(a) Rg(a) yVac A, g(a) R f(a)
pero como R es antisimétrica, lo anterior implica que
Va € A, g(a) = f(a)

y como [y g tienen el mismo dominio y recorrido, concluimos que f = g, y con esto,
que R* es antisimétrica.
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P6)

P7)

transitiva: sean f,g,h en F tales que fR*g y gR"h, es decir
Va € A, f(a) Rg(a) y Ya€ A, g(a) R h(a)
entonces, como R es transitiva, tenemos que
Vae A, f(a) R h(a)
es decir, fR*h; con lo que concluimos que R* es transitiva.

Supongamos que A y B tienen al menos 2 elementos y verifiquemos que entonces R* es una
relacion de orden parcial. Tomemos A = {a,b} UA’ con {a,b}NA"' =0y B={c,d}UDB’
con {c,d}NB' =0 (a#byc#d).

Debemos buscar f y g en F tales que

fl@) R gla) v f(b)R g(b).
Tomemos f y g tales que
fla) =g(b)=c A f(b) =g(a) =d,

entonces si fR*g tendriamos, por la antisimetria de R, que f(a) = f(b) lo que seria una
contradiccion.

Demuestre que el cardinal de los ntimeros racionales es igual al cardinal de los nameros racio-
nales contenidos en el intervalo [0, 1]. Es decir, demostrar que:

Q= QN 0,1]|

Solucién: Como QN|0, 1] C Q tenemos que |Q| > |QNJ0, 1]
para esto definamos la siguiente funcion:

. Demostremos la otra desigualdad,
1

f:N—=QnIo0,1] tal que f(n) = -

Ahora, como f es una funcion inyectiva tenemos que |N| < |Q N [0,1]|. Pero sabemos que

IN| = |QJ, de donde obtenemos la desigualdad deseada.

O

1. Muestre que el conjunto
A={(m,n) € ZxZ | m <n} es numerable.

2. Sean C, D conjuntos no vacios, con C' finito y D numerable.
Sea
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F(C,D)={f:C — D | f es funcion }.

Muestre que F(C, D) es numerable.
Indicacion. Puede usar la siguiente propiedad: Si Ay, Ao, ..., A, son conjuntos numera-
bles, entonces A = A; x As X ... X A, es numerable.

Soluciéon:

1. Sea B = {(0,n)| n € N}. Construyamos la siguiente biyeccion entre B y N (verificar como
ejercicio que efectivamente es una biyeccio):

¥ :B — N tal que ¥((0,n)) =n

Por lo tanto dado que 1 es una biyeccion y que N es numerable, B es numerable. Ademas,
como (Vn € N), 0 < n tenemos que B C A, luego |B| = |N| < |A]. Pero por definicion,
A CZXZyZxZ es numerable (ya que Z lo es), luego tenemos que |A| < |NJ|. Asi,
concluimos que |A| = |NJ, es decir, A es numerable.

2. Como C' es finito, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que |C| = n y que
C ={cy,ca,...,cp }. Definamos:

G=DyxDyx..xD, dondeVie{l,..,n}, D;=D

entonces por la indicacién tenemos que G es numerable.
Definamos la siguiente funcion:

p: F(C,D) = G tal que o(f) = (f(c1), ..., f(cn))-

Es directo que @ es una biyeccion (verificarlo), con lo que concluimos que |F(C, D)| = |G|
y por lo tanto que F(C, D) es numerable.

P8) Sea A un conjunto finito. Demuestre que:

P(a)] =24

Solucién: Dado que A es finito podemos suponer que A = {ay,...,a,} para cierto n € N.
Definamos la siguiente funcion:

f:P(A) = {0,114 es decirf : P(A) — {0,1}"
tal que dado B C AAi € {l,..,n},

1 siaq; €B
f(B)i_{ 0 sia; ¢ B

Es decir, la componente i-ésima de f(B) es uno si a; esta en B y es cero si no. Por lo tanto f
es claramente una biyeccién, luego

P(4)] = [{0,1}]! 4] = 214

que es lo que queriamos demostrar.
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4.2. Problemas propuestos.
P1) Sea E un conjunto no vacio y A C E. Se define sobre P(FE) la relacion:
XRY<=XNA=YNA

Demuestre que R es relacién de equivalencia.

P2) Sea R una relacion sobre R? definida por:
(a,b)R(c,d) <= a—c=2(b—d).

Demuestre que R es relacién de equivalencia.

P3) Sea f :Z — Z una funcion con la propiedad siguiente: f(n+m) = f(n)+ f(m) para cada par
de enteros n y m.

1. Se define la relacion R en Z por: n R m < f(n) = f(m). Probar que R es una relacion
de equivalencia.

2. Probar que f(0) = 0, recuerde para ello que 0+ 0 = 0.
3. Probar que f(—m) = —f(m) para cada m € Z. Indicacion: use que m —m = 0.

4. Pruebe que f es inyectiva si y solo si f=1({0}) = {0}.

P4) Sea H el conjunto de todos los hombres y M el conjunto de todas las mujeres. Se define
E C H x M por:

E ={(h,m) € Hx M | h esta casado con m}.

Es decir, E es el conjunto de todos los matrimonios.

1. Sea R; la relacion definida en E por:

(h1,m1) Ry (he,ms) <= Algtin miembro del matrimonio 1 es hermano(a) de algin
miembro del matrimonio 2.

Estudie si la relacion R; es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva (justifique ade-
cuadamente su respuesta).

2. Se define en F la relaciéon Ry por:

(h1,m1) Ra (ha,mg) <= hy es hermano(a) de hy .
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Demuestre que Rs es relacion de equivalencia y describa la clase de equivalencia de un
elemento cualquiera (h,m) € E.
Nota: Considere que toda persona es hermana de ella misma.

P5) Sean X, Y conjuntos y f: X — Y una funcion.

1. Sea R una relaciéon de equivalencia definida sobre Y. Se define en X la relacién preimagen
de R que notamos f~!(R) por:

z fTY(R) T & f(x) R f(2).
a) Probar que f~1(R) es una relacion de equivalencia en X.
b) Probar que [2]p-1(gy = [ ([f(2)]r) para cada z € X.

2. Suponga ahora que R’ es una relacion de equivalencia en X y que f es sobreyectiva.
Definimos en Y la relacién imagen por:
yf(R)y & Fza’' eX, fla)=yAf@)=y
a) Probar que si f es inyectiva entonces f(R') es de equivalencia y ademés
R = f7Y(f(R)

b) Construya un ejemplo donde f no sea inyectiva y f(R’) no sea de equivalencia. Qué
propiedad es la que no se mantiene en general.

P6) 1. Pruebe que si A es un conjunto infinito no numerable y B C A es numerable, entonces
A\ B es infinito no numerable.

2. Sea § = {(a;)ien | ai € {0,...,9}}, es decir el conjunto de las sucesiones de digitos, y
So = {(a;)ien € S| Jip e NV i > iy a; = 0}, es decir las sucesiones en S que son nulas a
partir de un momento.

a) Pruebe que Sy es numerable.
b) Pruebe que S es infinito no numerable.
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Capitulo 5

Principio de induccién, Recurrencia

5.1. Problemas resueltos.

P1) 1. Sea F # () y < un orden total sobre E. Probar por induccién que si A es un subconjunto
no vacio de E, entonces 3a € A, Vb€ A, a < b.

2. Probar por inducciéon que V n > 1,

2n 1 2n _1)k:+l
> =y
k=n+1 k=1

3. Probar por induccién que Vn € N, 327+1 4 2742 g divisible por 7.

Soluciéon:

1. Como A es finito, suponemos que A = {ay, as, ...,a,} y resolveremos el problema usando
induccién sobre el nimero de elementos de A, es decir sobre n.
a) n=1: A= {a1}
Como < es un orden, entonces es refleja y por lo tanto a; < a1, con lo que se cumple
lo pedido.
b) HI: suponemos la hipétesis cierta para n, es decir que para A = {ay,...a,} C F se

cumple que
Jae A, Vbe A, akb

¢) Demostremos que es cierto para n + 1:
Tenemos que A = {ay,....,an,an41} = {a1,...;an}t U {ans1}. Sea B = {ay,...an},
entonces le podemos aplicar la hipétesis de inducciéon, pues B C E'y tiene n elementos,
por lo tanto

Ja € B, Vie{l,..,n}, a < a;.

Ahora, como < es un orden total en F y a,a,4+1 € E tenemos que

a<L apy1 Vo oapp1 K a

47
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esiaK a1 =>Vie{l,..,nn+1}, a<ka;.

e siant <a=Vie{l,..,n,n+1}, any1 < a; (por transitividad de <).

Por lo tanto, en cualquier caso, tenemos un elemento de A que cumple con lo pedido
(recordar que a € B C A), con lo que hemos probado que la hipotesis de induccion
se cumple para n + 1.

2. a)n=1
v loyll
k:n+1k k:2k 2
2n k+1 k+1 3
1 -1 -1 1 1
LU SN 1
k k 2 2 2
k=1 k=1

por lo tanto se cumple para n = 1.

b) HIL: lo suponemos cierto para n, es decir suponemos que

2271 1 B 2n (_1)k+1
ko k
k=n+1 k=1

¢) Demostrémoslo para n + 1:
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2(§1) ﬂ - 2n (_1)k+1 . (_1)2n+2 . (_1)2n+3
pt k Pt k 2n+1 2n + 2

1 1 1 1
“nt1 §2E+2n+1_2n+2

2n

1 1 1 1

-3 bt
k:n+2k 2n+1 n+1 2n+2

B Zl+ 1o 2-1
B Sk 2n+1 0 2(n+1)

con lo que lo hemos demostrado para n + 1.
3. a) n=_0:
32l 4 on+2 — 31 1 922 — 7 por lo que es cierto para n =0

b) HI: lo suponemos cierto para n, es decir

327+l L on*2 — 7k para cierto k € N.
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¢) Demostrémoslo para n + 1:

32(n+1)+1 + 2n+1+2 — 32n+3 + 2n+3
— 32 . 32n+1 + 21 . 2n+2
=(8+1)-3"H 4 (1+1)-2nF2

_ 32n+1 + 2n+2 + 8. 32n+1 + 2n+2

=Tk +(7+1). 32+ 4 on+2 (HI)

=Tk + 73"t 4 320+l 4 gnt2

=Tk+7-3*"" 4+ 7k (HI)

= 7(2k + 32n+1)

— 7k (k = 2k + 32"+ € N)
con lo que concluimos que 32(*+D+1 1 97 +142 o5 divisible por 7.

P2) 1. Probar que Vn e N, Vk <n,
n+1 n n+1\ (n+2
k+1 k) \k+1

2. Probar por induccién que V n > 1,

n

}:ﬂ41@kﬁi<211>ﬁ

k=0 k=0
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Solucion:

n+1 n+1\ (n+1)! (n+1)!
(k+1>+< k ) TG+ T R

B (n+ D (n+1-k) N (n+1)Yk+1)

S n=K)n+1-k)k+1)! " (n+1-k)kl(k+1)

_ (n+D(n+2)
C(n+1-k)(k+1)!

B (n+2)!
S (n+1-k)(k+1)!

_(n+2
S \k+1

2. a) n=1:

n

1
S+a)f=> (1+a)f=1+1+r=2+2
k=0 k=0
n 1

S (e -2 (2= (1)« ()2

es decir, se cumple para n = 1.

b) HI: lo suponemos cierto para n.

¢) Demostrémoslo para n + 1:

o1



92

n+1 n
d(t+a)f = (1+2)+ 1+
k=0 k=0

" n+2 n+1 jlasy n+1
) - () @
— k+1 k = J
n n n+1
3 n+2> . <n+1) . i(n+1) ;
= " — x .
ko(k+1 k=0 k j= J
_n n-+2 kin n+1\ . = (n+1 j n+1\ ..
Z(k—l—l)m ( k )w +Z( j >m )t

(e}

-3 (1) ()=

con lo que concluimos la demostracién.

P3) 1. La sucesion infinita de ntmeros reales positivos ag, a1, ..., @y, ... €s tal que
2= aoxfl ag = a% —agp, a1 = a% —ay, ay = a% — asg, ...etc.

a) Definir {a, },en por recurrencia.

b) Usar la definicion anterior para probar por induccién que
VneN, a, > V2

2. Para cadan € Ny k € {0,...,n} se definen enteros a(n, k) por la recurencia:

a(0,0) =1
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a(n,0) =2-a(n—1,0) paran e N\ {0}
a(n,n) =a(n—1,n—1) paran e N\ {0}
aln,k)=aln—1,k—1)+2-a(n—1,k) paraneN\{0}yke{l,..,n—1}

Probar por induccion que a(n, k) = (Z) nk,

Solucién:

1. a)2:a0ﬁ = ag=+2
ap=ar—ay = 20a9=a} = a1 =+2a = a=12V2
alzagfal = 2a1:a§ = ax=+2a; = ay=1/2 2v/2

Definimos por recurrencia

ap =2
Yn>1, ap =+ 2an_1
b) Probemos por induccién que V n € N, a, > V2.
1) n=0:
ap=v2>2
2) HI: suponemos que a,, > /2

3) Demostrémoslo para n + 1:
Notemos primero lo siguiente:

por HI: a, > V2 = 24, >2V2 = V2a, >\/2V2 (1)

V2>1 = 2V/2>2 = 2v2>VvV2  (2)

Entonces
an4+1 = \/E
>1/2v2 (por 1)
> V2 (por 2)

2. Probemos por induccion que a(n, k) = (Z) on—k,

33
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a) n=0:
Como k € {0,...,n}, n=0= k=0, es decir solo debemos probarlo para k = 0:

a(0,0) =1

(e

b) HI:V ke {O,...7n} a(n, k) = (2)271—/@

¢) Demostrémoslo para n + 1:

e para k =0:

e parak=n+ 1:

aln+1,n+1) =a(n,n) (def.)

G
<

n+ 1\ i)
n+1

e para k € {1,...,n}:

aln+1,k) =a(n,k—1)+2a(n, k) (def.)

- (k " 1) gn—(k=1) 4 2(;‘) on=k  (HT)
o))
_ gntl—k (n —]: 1>
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P4) Calcular las siguientes sumatorias

1. n,m € N\ {0}

2. neN\ {0}

3. neN\ {0}

4. paran > 1,2,y € R\ {0},z #y

Solucion:

|
~.

_ m(m+ 1) ZZ




o6

. n . 1 9
9i+1 ! _ gi+1
> TR SR Ve

i=1

n 727L+1 2.2i+1
Z(H—l R )

i=1
n /92 gitl
=2 (z Y2 it 1)
i=1
2n+2 22
=32 2 (telescopica)
2n+2
T n+2
2n
3. (1) ri= (=)' 4+ (-1)%2+ (-1)°3 + .. + (-1)*"2n,
i=1

es decir, lo que estamos haciendo es sumar los pares entre 1 y 2n, y restarle los impares
del mismo intervalo, por lo tanto:

2n 2n 2n
YD o= Y = Y
=1 1=1,7 par i=1,2 impar

Z 2j—1) (cambio de variables)

=

Il
mms

<.

n

i j+Zl

I
I M:

|

<
Il
—

I
S
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n—1
§ xn—l—zyz
=0

o7
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P5) Sin usar induccion:

1. Calcular N

1
— Jk(k+ 1) (VE+1+VE)

2. Calcular la siguiente sumatoria

zn:(kQ + 1)k!

k

—

3. Probar que para todo n > 1 se tiene que

n

> ()=

=0

Solucién: Esta pregunta es para que vean el uso de algunas técnicas.

1.

& 1 _z”: 1 VEF1-VE

=k D(VEFL+VE) 2 VEETD(WVEFL+VE) VE+RL-VE
_E”: VE+1-Vk
=k D(WEF L VE(WVE L - VE)
S VE+1-VEk
2 VEE+D(k+1—k)
_Z": k+1-Vk
= k)

()

= \VE VE+1

1 1 (tel spica)
= — elescépica
ARV |
B vn+1

2. Sabemos que (k+1)2=k*+2k+1 = k*+1=(k+1)? — 2k, entonces:
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(k2 + 1)k = ((k+1)% — 2k)k!
= k!(k +1)? — 2kk!
= (k+1)(k+ 1)k! — 2kk!

= (k+1)(k+1)! — kk! — kk!

Ademas:
kk! = kk! + k! — k! = (B + DE! — k(k — 1)!

Por lo tanto

(B2 4+ Dk = (k+1)(k+1)! = kk! — ((k + Dk — k(k — 1)1

Asi,
SR+ DR = [+ 1)k + 1) = kR =Y [(k+ k! — k(k — 1)]
k=1 k=1 k=1

=[n+1n+1]-11-[(n+1)n!—1-0 (telescopica)
=n+)n+D)—-1—(n+1)!+1
=n+1n+1-1)

=n(n+1)!

3. Por el Teorema del Binomio tenemos que

(142" + (1= 2 —2(2[‘) +Z(2”) (12~ ()’

I
no
3
N\
)
S
N———
RN
—~
—
_|_
|
—
S~—
\_j

Pero

; 0 siiesimpar
i 7y —
(L+(=1)" {2 siies par
Ahora, tomando x = 1 en lo que acabamos de hacer, nos queda que

om n 2n
2= - (Z)2

i=0(% par)
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Luego

2n m
22n71 — Z ( . >

1=0(¢ par)
B i (271)
=0 N2
O
5.2. Problemas propuestos.
P1) Probar por induccion que:
1. Vn € N, 6 divide a n3 + 5n.
2n
2. Vn e N, Z(—l)k(Qk + 1) = an, y determine el valor de la constante o.
k=1

3.VneN 1+ 3+5+..+72<2—1

4. Vn € N*, el producto de n nimeros naturales mayores estrictos que uno y no necesaria-
mente consecutivos es mayor estricto que n.

P2) 1. Probar que dado n > 1, para cualquier j > 0 se cumple que > -, Cfﬂ_l = C’fm_ﬁ

2. Concluya de la parte (i) que

ni no Ni—1 Ng—1

_ k=1
>y S S1=0k
nao=1nsz=1 n;=1 ni=1

P3) 1. Pruebe sin usar induccion que paran > 1, 0 < k < n, se tiene que (Z) < %T y deduzca

que
1\" 1
(3) <X
k=0
2. Calcular las sumatorias siguientes.

- 1
a) ,; log(1 + E)’ donde n < m.
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n—1
1
b) ; ERCESIR donde n > 1.
=1

3. Sea S = 1+ (1+b)g+(1+b+b%)g*+.....
Escribir S como una expresion de dos sumatorias y calciilela.

a) Sea p € N un numero natural fijo. Probar por induccion que V n € N\ {0},

61

4.
p! (p+1)!+(p—|-2)!Jr +(p+n—1)!7 1 (p+n)
0! 1! 2! n—1!  (p+1)(n—1)
Use la propiedad anterior para deducir las formulas para calcular ZZ:l ky ZZ:l k
b) Calcular para m > 1,
m(m+1)
2
> (@2i-1)
7:771(71;71)_"_1

P4) Calcular las sumatorias siguientes:

1.
n—1

[\.}
3
3

+(14+b+...4b0™)¢",donde n € N, ¢,b € R, ¢q,b # 1.

2
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Capitulo 6

Estructuras Algebraicas

6.1. Problemas resueltos.

P1) 1. Para la ley de composicién interna (lci) en R? dada por
(a,b) * (¢,d) = (ac, bd)

estudiar conmutatividad, asociatividad y existencia de: neutro, inversos, elementos absor-
bentes y elementos idempotentes.

2. Sea (A, *) una estructura algebraica asociativa con neutro e € A y tal que
VaeA, axa=c¢e

Demostrar que * es conmutativa.

Solucion:

1. Sean (a,b), (c,d), (e, f) € R? elementos cualquiera,

conmutatividad:

(a,b) x (¢,d) = (ac,bd)
= (ca, db)

= (¢,d) % (a,b)

= * conmuta.

asociatividad:
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((a,0) x (¢, d)) (e, f) = (ac,bd) * (e, f)
= ((ac)e, (bd) f)
= (a(ce), b(df))
= (a,b) * (ce, df)

= (a,0) x ((¢,d) * (e, f))

= * es asociativa.

existencia de neutro:
Queremos encontrar (z,y) € R? tal que:

¥ (a,b) € R?, (a,b) * (2,) = (a,b) A (,y) * (a,b) = (a,b)

pero como * conmuta, basta con probar s6lo una de las igualdades anteriores. Veamos:

V (a,b) € R?, (a,b) * (z,y) = (a,b) &V (a,b) € R?) (ax,by) = (a,b)
SVaeR ar=a €R AVbLER, by=>
sSr=y=1
Por lo tanto el elemento neutro es (1,1).

existencia de inversos: - -
Sea (a,b) € R? queremos ver si existe (a,b), tal que (a,b) x (a,b) = (1,1) (recordar
que * conmuta)

(a,b)*(d, ):(131) @(adabé):(lvl)
Saa=1Abb=1

Por lo tanto (a,b) tendra inverso si y solo si a y b son distintos de cero y éste sera
(a=%,b71), donde 27! es el inverso multiplicativo de = en R.

existencia de elemento absorbente:
Buscamos un elemento (z,y) € R? tal que V (a,b) € R?, (a,b) x (z,y) = (z,y)
V (a,b) €R?, (a,b)* (z,9) = (z,y) &V (a,b) €R?, (az,by) = (2,y)
SVaeR, az=2 N VDeR, by=y

Sr=y=0
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Por lo tanto (0,0) es el tnico elemnto absorbente.

existencia de elemento idempotente:
Buscamos (a, b) € R? tal que (a,b) x (a,b) = (a,b)

(a,b) * (a,b) = (a,b) < (a?,b*) = (a,b)
sSat=a N =b

<aec{0,1} AN be{0,1}

Por lo tanto los elementos idempotentes son {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1)}.
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2. Tenemos que probar que (V a,b € A), axb=>b=xa. Sea z = a b, luego

axz =ax(axb)
=(axa)*b (*x asoc.)
=exb (hipdtesis)

entonces (a * z) * z = (e * b) * z, pero

(axz)xz=(exb)xz =ax(zxz)=bxz (*x asoc.)
=axe=bxz (hipdtesis)
=a=bxz

=bxa=>bx(bxz)
=bkxa=exz
=>bkxa=z
=bxa=axb

es decir, * conmuta.

P2) Sea U un conjunto no vacio cualquiera y sea Y (U, Z5) el conjunto de las funciones de U en Zs.
A todo subconjunto X C U le asociamos la funcion lly : U — Zs tal que

_f0 sixz¢ X
nX(m)_{l stxeX

que se denomina la indicatriz del conjunto X.

1. Probar que si f € Y(U, Zs), entonces existe X C U tal que f = 1 x.
2. Sobre Y(U,Z2) se definen las siguientes operaciones:
(]lA S>) ]IB)(JJ) = ]lA(QS) +2 ﬂB(:ZZ)
(Laoelp)(x)=1a(z) 2 Lp(x)
donde A, BCUyaxeU.
Demuestre que (Y(U,Zs), ®, ®) es un anillo conmutativo con unidad.
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Solucioén:

1. Dado f € Y(U,Zs), como Rec(f) =Zs =V weU, f(u)=0V f(u) =1. Definimos
X C U de la siguiente manera:

reX & f(z)=1 (es decir, X = f~1(1)).

Por lo tanto

0 sicré¢ X< flr)=0
1 sireX & flx)=1

ﬂx(x) :{
de aqui que (Vz € U),1x(z) = f(x), con lo que Il x = f.

2. Como vimos en la parte anterior que toda funcion en Y(U,Zsy) se puede representar por
una indicatriz (y toda indicatriz esta en Y(U, Zs)), en lo que sigue so6lo trabajaremos con
indicatrices. Veamos que (Y (U, Z2),®, ®) es un anillo conmutativo con unidad.

Primero notemos lo siguiente: cuando evaluamos las indicatrices y operamos con +5 y
-2, en realidad estamos trabajando en (Zs, +2, -2) que es un anillo, por lo tanto podemos
ocupar sus propiedades. Cuando hagamos uso de estas propiedades habra una nota al
margen que dira (Zg, +2, -2) anillo.

Sean A, B,C C U.

pdq e distribuye con respecto a ©¢:
Sea x en U un elemento cualquiera.

ﬂA.(ﬂB@ﬂc)(ﬂf) :]114(.’13) 2 (]13@]10)(&3)
=1a(x) 2 (Ip(x) 42 Lo(x))
— (La@) 2 Lp(@)) +2 (@) 2 1o(@))  (Za,+2,-2) anillo)

= (lgelp)(z)+2 (1s0lo)(z)

= (laellp)® (1sele)(x)

Por lo tanto e distribuye con respecto a @, pues la igualdad se cumple en cada x y
tienen mismo dominio y recorrido.

pdq (Y(U,Zs),®) es grupo abeliano:

a) pdq @ es asociativa: Sea x en U cualquiera,




68

Ia®(Ap@le)(x) =1la(z)+2(1p®lo)(x)
= 1a(z) +2 (1p(2) +2 Le(2))
= (La(z) +2 1p(2)) 42 Le(x)  ((Z2,+a,-2) anillo)
= (Ma® 1p)(x) +2 Le(x)

=g 1lp)dlc(x)

Por lo tanto @ es asociativa, pues la igualdad se cumple en cada x y tienen mismo
dominio y recorrido.

b) pdq @ conmuta: Sea x en U un elemento cualquiera,

(Ta @ Up)(x) =Na(z)+2 Lp(z)
=1p(x) 42 Ma(x) ((Za,+2,-2) anillo)

=(Ipela)(z)

Por lo tanto @& conmuta, pues la igualdad se cumple en cada z y tienen mismo
dominio y recorrido.

¢) pdq @ tiene neutro: Queremos encontrar X C U talque VA CU, Vu e U, 14 ®
Ix(u) = La(u) (recordar, de aqui en adelante, que @ conmuta), es decir tal que:

VACUVYueU, IlA(u) +2 ﬂx(u) = llA(u)

pero es directo que X = (} satisface lo anterior (puesto que Vu € U, Lg(x) = 0)),
por lo tanto el neutro para @ es 1.

d) pdq todo elemento de Y(U, Z) tiene inverso para @: Dado A C U, buscamos X C
U tal que (V u € U),

Ia® Ly (u)=1lp(u) & La(u) +2 Lx(u) = Lp(u)
Notemos que:

0+20=0 siug A
ﬂA(u)+2]lA(u):{l+21:0 szuiA

por lo tanto 1 4 +2 14 = 1. Asi, dado A C U el inverso de 1 4 es él mismo.

En conclusion, (Y (U, Z2), ®) es grupo abeliano.

pdq e es asociativa: Sea x un elemento en U cualquiera,



Estructuras Algebraicas 69

laoe(lpelp)(z) =1A(z) 2 (lpels)(x)
= Ta(z) -2 (Ip(2) 2 Lo(x))
= (La(x) 2 Lp(x)) 2 lc(z) ((Za,+2,2) anillo)
=(lgelp)(x) 2 le(x)
=(Lpelp)ells(x)
Por lo tanto e es asociativa, pues la igualdad se cumple en cada z y tienen mismo
dominio y recorrido.

pdq e conmuta: Sea x un elemento en U cualquiera,
(Laelp)(z) =Na(z)-2lp(z)
=1p(x) o Ma(x) ((Za,+2,2) anillo)

=(llpelly)(x)

Por lo tanto e es conmutativa, pues la igualdad se cumple en cada x y tienen mismo
dominio y recorrido.

pdq e tiene neutro:
Buscamos X C U talque VA CU, Vu e U, 14 e Lx(u) = L4(u) (e conmuta), es
decir tal que
VACU, VueULa(u) 2 lx(u)=14(u)

Notamos directamente que basta tomar X = U, es decir el neutro de e es 1.

Asi, finalmente, tenemos que (Y (U, Zs3), ®, ) es un anillo conmutativo con unidad.

P3) 1. Sea (A,x*) una estructura algebraica con elemento neutro e € A y asociativa. Se define el
conjunto
B={zcAlJyecA zxy=y*xz=ce}

es decir, x € B si y solo si x tiene inverso para * en A. Probar que (B, *) es un grupo.

2. Considere el conjunto
Z13=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}
con la operacion -13 de multiplicacion médulo 13. Sean

A ={1,12}, Ay ={1,2,4,6,8,10,12}, A3 = {1,5,8,12}
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Indique cuél de los conjuntos anteriores con la operacién -13 es un grupo y cual no.

Solucion:

1. Para ver que (B, *) es un grupo, primero tenemos que verificar que * es una l.c.i. : sean
a,b € B, entonces existen a’, b’ € A tales que

axa =ad xa=e AN bxb =bxb=c¢

Veamos que a*b tiene inverso para * en A: proponemos b’ xa’ (€ A pues * es por hipotesis
una l.c.i. en A). Verifiquémoslo

(axb)x (b xa') = (ax(bxb)xa) (* asoc.)

=a*xex*xa (hipdtesis)
=axa
=e (hipdtesis)

Que (b’ xa') * (a % b) = e es analoga. Por lo tanto, dados a,b € B, (a = b) tiene inverso
en A,y éste es (b xa’) (con a’ y b’ como los definimos antes).
Verifiquemos ahora las propiedades de grupo:

pdq * es asociativa:
Como * es asociativa en A, entonces como B C A tenemos que * es asociativa en B.

pdq * tiene neutro en B:
También es directo, pues exe = e, por lo que e € B 'y como e es neutro en A, también
lo es en B.

pdq todo elemento de B tiene inverso para x:
Sea b € B, entonces existe b’ € A tal que bx b = b xb = e. Luego, b € B por
definicién de B y también, por definicion (de inverso), b’ es inverso de b.

Por lo tanto (B, *) es un grupo.

2. Sea i € {1,2,3}, si A; es un grupo, entonces es un subgrupo de (Z13 \ {0}, -13) que es un
grupo abeliano finito, por lo tanto, por el Teorema de Lagrange, deberiamos tener que
|A;| divide a |Zy3 \ {0} = 12 (notar que el teorema de Lagrange solo pide que el grupo
sea finito, si no fuera abeliano igual podriamos ocuparlo).

Por lo tanto, como |As| = 7, Az queda descartado (|A;] = 2 y |As| = 4, por lo que no
podemos decir nada ain).

Veamos Aj:
Como 1 € A; y 1 es el neutro para -3, entonces (Aj, *) tiene neutro. Ademés, como -13
es asociativa en Zi3 y A1 C Zq3, 13 sigue siendo asociativa en A;.



Estructuras Algebraicas 71

Asi, solo faltaria verificar que -13 es cerrada en A; y la existencia de inverso para todos
los elementos de A;:

lggl=1€ A3 N 12331 =12€ A7 AN 19312=12€ A; A 124312=1€ A,
Por lo tanto -13 es cerrada en A;. Veamos los inversos:
129512=1 A 1931l=1 =127t A 17t =1
Asi, (A1, +13) es un grupo.

Veamos As:
Anéalogamente al caso anterior, solo falta verificar que 13 es cerrada en A3 y la existencia
de inversos: veamos la cerradura en la siguiente tabla

3|1 5 8 12
11 5 8 12
515 12 1 8
8 |8 1 12 5
12112 8 5 1

Con respecto a los inversos, ya vimos que los inversos de 1 y 12 eran ellos mismos, nos
faltan los inversos de 5 y 8, pero de la tabla anterior notamos que el inverso de 5 es 8 y
el de 8 es 5.

Por lo tanto (Ags, -13) es un grupo.

O
P4) Sea (G,®) un grupo y (H,®) un subgrupo de (G, ®). Se define paraa € Gy b € G:
a® H={a®hlh € H}
Probar que:
1.Sige H=g® H=H.
2.S51a@HNV@H#A)=—a@H=bx H.
Solucién:
1. Seage Hypdqg® H=H
(S)
Seabeg®H = b=g®h conhe H
=beH (pues como H es subgrupo ® es cerrada en H X H)

=g HCH
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P5)

2)

Sea h € H tenemos que buscar h € H tal que h = g ® h. -

Como H es subgrupo, exite g~! € H inverso de g, tomemos h = g~' ® h (€ H), veamos
que cumple con lo que queremos:

gOh =g (g t@h)
=(g®g)®h (pues H es subgrupo)

=h

que es lo que buscdbamos, luego H C g ® H.

. Suponemos que a @ HNb® H # () y veamos que a @ H = b® H.

Por hipoétesis tenemos que existe f € a ® H Nb® H, entonces
f=a®h A f=b®h

para ciertos h,h € H, es decir existen h,h € H tales que a ® h = b ® h.
(S)
Sea g € a® H, luego g = a ® g para cierto g € H.
Sean h™! € H el inverso de h para ® (existe pues H es subgrupo) y e el neutro de G (que
es el mismo de H), entonces:

como H es un subgrupo y h,h™',§ € H tenemos que m = h®@h~' ® g € H. Asi, tenemos
que

g=b®m conmeH = gecbe®H

con lo que concluimos esta inclusion.

(2)

Es analoga a la anterior (usando h™'® h = e € H).

. Sea f: (Zm,+m) — (Z,+) un homomorfismo cualquiera, donde m > 1. Demuestre que

f es la funcién constante 0.
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2. Sea (G,*) un grupoy f : G — G la funcién definida por f(g) = ¢~ ! para cada g € G
(recordar que g~ ! es el inverso de g para la operacioén *). Probar que

f es un isomorfismo < G es un grupo Abeliano.

Solucién:

1. Como f es un homomorfismo, tenemos que
Va,b€Zm, flatmbd)=f(a)+f(b)

entonces para ¢ =1+, 1.... +,, 1 (m veces) se tiene f(c¢) = mf(1). Pero ¢ =, 0, por
lo tanto f(c) = f(0), con lo que obtenemos que

f(0) =mf(1).

Pero como (Z, +) es un grupo, (Z,,, +m,) es una estructura algebraica y f es un morfismo
de (Zym,+m) en (Z,+), tenemos que f del neutro de (Z,, +,,) es igual a f del neutro de
(Z,+), y como el neutro de ambos es al cero, tenemos que

0=mf(1).

Ahora, como m # 0, lo anterior implica que f(1) = 0.

Ademaés, cualquier elemento de Z,, se puede escribir como una suma finita de unos, por lo
tanto su imagen por f serd de la forma Y., f(1) para algin n < m, pero esta sumatoria
es siempre cero (ya que f(1) es cero).

Por lo tanto tenemos que f evaluado en cualquier elemento de Z,, es cero, de donde
concluimos que f = 0.

2. (=)
Como f es un isomorfismo, tenemos que

Vg,heG, flgxh)=flg)*f(h)(& (gxh)~ =g ")

G es un grupo,entonces para ver que es grupo abeliano soélo falta varificar que * conmuta:
sean a,b € G y e el neutro para G

axb =(axb)*e
= (a*b)x (bxa)" x (bxa)
— (axb)x (b~ xa 1) * (b*a)
—axexa 'k (bxa) (G es grupo)
—axa'x(bxa)
=bx*xa

Por lo tanto * conmuta.
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(<)

Suponemos que (G, *) es grupo abeliano, veamos que f es un isomorfismo

f homomorfismo:

flaxb) = (axb)!
=blxal (G es grupo)
=alxb"! (% conmuta)
= f(a) x f(b)

Por lo tanto f es un homomorfismo.

f biyectiva:

inyectiva: sean a,b € G tal que f(a) = f(b), es decir a~! = b~!. Pero como G es grupo,
a es el inverso de a~! y b es el inverso de b~ !, entonces como los inversos son tnicos y
a~! =b"", tenemos que a = b.

- sobreyectiva: sea a € G, veamos que existe b € G tal que f(b) = a, es decir tal que
b= = a. Como G es grupo (a~1)~! = a, por lo tanto basta tomar b = a~".

Asi, f es un homomorfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo.

6.2. Problemas propuestos.

P1) Sea (E,x*) una estructura algebraica y sea R una relacion de equivalencia en E que satisface
la siguiente propiedad:

Va1, 22,y1,92 € E) z1Rxo AN y1 Rys = (21 * y1)R(x2 * y2).

Definimos una nueva l.c.i. ® en el conjunto cuociente E/R mediante:

[z] @ [y] = [z x y].

1. Justifique que ® esta bien definida, es decir pruebe que la clase de = * y no depende de
los representantes de [x] y de [y] que se escojan.

2. Muestre que si (E, %) es un grupo, entonces (E/R,®) también es un grupo.
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P2) 1. Sea f: (A, x) — (B,A) un morfismo.
a) Probar que A es una ley de composicién interna en f(A).
b) Probar que (f(A),A) es un grupo si (4, *) es un grupo.

2. Considere la operacion definida en Z por n xm = n + m — 1. Pruebe que (Z,*) y (Z,+)
son isomorfos.

P3) 1. Sea (G, *) un grupo Abeliano y H, K C G subgrupos de G. Se define el conjunto
HxK={hxk|he HkeK}

Probar que H * K es un subgrupo de G.

2. Sea (@G, ) un grupo tal que para cada g € G existe n > 1 tal que g" = g *... x g (n-veces)
= e (el neutro de G). Probar que el tnico homomorfismo F : (G, *) — (Z,+) es la funcién
constante F'(g) =0 en cada g € G.

P4) Considere en R? las siguientes operaciones (a, b)®(c, d) = (a+c,b+d) y (a,b)®(c,d) = (a-c, b-d).

1. Pruebe que (R?,®,®) es una anillo conmutativo con unidad.
2. Pruebe que (R?,®,®) posee divisores del cero.

3. Se dice que (Ra,+2,-A) Y (Re,+o,¢) son isomorfos si existe ¢ : Ra — R biyeccion
tal que

Vo,y € Ra, o(x+ay)=0) +o0Yy) v o(@-ay)=p) ¢ @y)

Demuestre que (R?, @, ®) no es isomorfo a (C, +, -).

P5) Sea (G, *) un grupo con neutro e € G y
A={F:G — G| F es un isomorfismo de (G, x) en (G, *)}.

1. Probar que (A4,0) es un grupo (o es la composiciéon de funciones).

1

2. Para cada g € G se define la funcién F, : G — G tal que Fy(z) = g*x* g~ ' en cada

z € G. Pruebe que:
a) Fy es un homomorfismo de (G, *) en (G, *).
b) Fyup, = Fyo Fy, para todo g, h € G.
¢) F. =1d (Id es la funcion identidad en G).
Concluya que Fy es un isomorfismo y que (Fy)~* = F,-1 para todo g € G.

3. Pruebe que B = {F, | g € G} es un subgrupo de (4, o).
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Capitulo 7

Numeros Complejos

7.1. Problemas resueltos.

P1) 1. Determine todos los nimeros complejos tales que |z — 2| = 1.
2. Resuelva la ecuacion en C, 2° = 1.

Soluciéon:

1. Supongamos z de la forma z = a 4 ib con a,b € R, entonces

|z —2|=l]a+ib—2| = +/(a—2)2+ b2

z—2l=1 & (a—22+b=1
S (a-22+02=1
Sb=1-(a—2)?

b= VT (@=27 V b= —/I—(@a=27
Pero b € R, por lo que debemos tener que 1— (a—2)? > 0, desarrollemos esta desigualdad
1-(a—2?>0 & (a—2)0*<1 & ac]l3
Por lo tanto las soluciones son

{a+iv/1—-(a—2)2|1<a<3}U{a—iy/1—-(a—2)?]|1<a<3}

5

. . 1 . .
2. Tenemos que resolver la ecuacion z° =i < z = 5, para esto escribamos ¢ en forma polar:

. i(m
r=1i=1 A Arg(i)zg = i=¢G) e ke Z

7
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1
Luego i5 toma los valores

wg = 15¢i(5 5+7%%) para k=0,1,2,3,4

(sabemos que para los otros k € Z obtendremos los mismos w)
Es decir, z puede tomar los valores:

k=0 wo = e(70)

k=1 wy = et FH+E) = ¢i(35) = ¢i(3)
k=2 wo = et(FH+E) = i(55)

k=3 w3 = el (FH+F) = eil4F

k=4 wy = el FH+E) = i(5F)

P2) 1. Demuestre que para n > 2 la suma de las raices n-ésimas de la unidad es igual a cero.

2. Demuestre que las raices n-ésimas de un ntumero complejo cualquiera Z € C, son el
producto se una raiz particular zg € C por una raiz n-ésima de la unidad.

3. Concluya que la suma de las raices n-ésimas de un complejo cualquiera, es igual a cero.

Solucion:

1. Paraz =1, r = |z] = 1y Arg(z) = 8 = 0, entonces como las raices n-ésimes de un
. L (L4 2km) .
complejo z # 0 son wy, = r=e\nT7n ) para k = 0,...,n — 1, obtenemos que las raices
n-ésimas de la unidad son:

para k=0,1,...n—1

Asi, la suma de las raices n-ésimas de la unidad es
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n—1 n—1

Z wk‘ = 67;(21:;\')

k=0

Il
3 Ed
M I |
— o
—
(4]
-
~
Bl
N—
S—
B

1 761-2#
T 1

1 —cos(2m) — isen(2m)
B 1—ei3)

1-1-0
1— (3

=0

Notar que en el desarrollo anterior usamos que n > 2, pues si n pudiera tomar el valor 1,
no podriamos haber usado la férmula

m
>k
17
k=0

que es la que usamos en el segundo paso, pues ésta es valida para r # 1.

2. - z = 0: directo, pues la tnica raiz n-ésima del cero es el cero.

- 2 # 0: entonces z es de la forma z = re? con r # 0 y sus raices n-ésimas son

1 0 2k 1 0 i2k
wk*r"e(?Jr w) =punene n k=0,...,n—1

1 6 . s .
Como wy = rnen, tenemos que las raices n-ésimas de z son:
i2km
Wy = Woe k=0,..

12k
v =¢€ » k=0,...,n—1

Asi, las raices n-ésimas de z son:
wr =wevr k=0,...,n—1

Es decir, las raices n-ésimas de un complejo z son las raices n-ésimas de la unidad multi-
plicadas por su raiz n-ésima correspondiente a evaluar en k = 0.
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3. Sea z =re? € C, wy con k € {0,...,n — 1} sus raices n-ésimas y v, con k € {0, ..

las raices n-ésimas de la unidad. Entonces

n—1 n—1

1 o0
Zwk = Zrnenvk (por (b))
k=0 k=0

P3) 1. Calcule (1 +4/3)36

2. Calculando (1 — %)™ demuestre que

(V2)"cos (%”) > . (22)(1)k

10
1+iv/3
3. Calcular (1—1’\/5)

Solucion:

1. Sea z = 1 + iv/3 calculemos su forma polar:

r=zl=v1+3=2
tg(0) = ? y 2 esta en el primer cuadrante = Arg(z) =0 = %

im
3

Luego z = 2e7s, por lo tanto

236 — (26%')36
= 2366%
— 236€i7r12
— 236(62i7r>6
— 23616

— 236

wn—1}
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2. Por el Teorema del binomio, tenemos que

(=" =3 () (=)
= (6) + (D) + (5) (=07 + (5) (=) + (D (=) + (5) (=) + . + (1) (=)

1) = ()4 + () i) - () i) e ()"

Antes de seguir notemos lo siguiente, como (—i)* = 1 tenemos que:

Haciendo k = 21 : (—i)? =
Haciendo k = 21 +1: (—i)?

Por lo tanto los términos que acompanan a los coeficientes combinatoriales se van repi-
tiendo (repite la serie 1,—i,—1,7). Asi, sabemos cuales son los signos de cada término
y si va multiplicado por una i o no. Ahora que tenemos claro el comportamiento de los
coeficientes, escribamos (1 — ¢)" separando la parte real e imaginaria:

b+ (- )+ Jeal0)-6)+0)- )+

= > (Wevren X (40 e

kEN k<% keENk< 2L

Para entender la altima igualdad, notemos que si n es par, entonces (—i)™ es real (ver
(*)), por lo tanto el ultimo término pertenece a la parte real, lo que concuerda con la
igualdad en cuestion, ya que si n es par entonces 5 € Z, por lo que el tltimo término
aparecera en la parte real (el razonamiento es analogo si n es impar).

Calculemos ahora (1 —¢)™ usando su forma polar. Sea z = (1 — 1)

r=lzl=V1i+1=12

iy

tg(d) = —1 y z esta en el cuarto cuadrante = 6 = =F

(1—i"=2" = (V2=

Asi, tenemos dos expresiones para (1 — 7). Luego sus partes reales e imaginarias deben
coincidir, con lo que obtenemos que
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V()= % ()

keNk< st

) 10
3. Para calcular (%) , veamos la forma polar de z = 1+ iv3 yz =1- iv3

Il

o

S

@
7N
N
wl|§
~~

+

o~

»

Q

S
7 N
N

w |y
N~

2 2
_ —1+4V3
2
O
P4) 1. Sea z € C tal que |z| # 1 y considere n > 1. Probar que
1 " 1
1427 14+ (2)"
(donde Z es el conjugado de z) es un nimero real.
2. Sean z1 y z2 complejos tales que |z1] = |z2| = 1. Pruebe que |21 + 22| = |z1]| + |22] si y

solo si z1 = 29.

Solucion:
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1. De las propiedades de los conjugados tenemos que:

Por lo tanto

1 1 1 1 1
1+ 140 1+z”+<1+z"> e(l—i—z”)

Notar que 14 2™ # 0, ya que estamos trabajando con z € C tal que |z| # 1, por lo que
no hay problema de indefinicion.

2. Probemos las dos implicancias
(«=) Suponemos z; = 23

|21 + 22| =22
= 2|z
= |z1] + |z
= |z1] + [2]
Por lo tanto 21 = 20 = |21 + 22| = |z1] + |22]
(=) Suponemos que |z1 + 22| = |21| + |22]

21+ 222 = (21 +22) (21 + 22)
= (214 22)(Z1 + 22)
= 2121 + 2122 + 2921 + 2922
= |z1]? + 2122 + 2271 + |22
= |z1]? + |22]* + (2122 + 2122)
= 2+ 2Re(2122)
Por otro lado, (|z1| + |22])2 = (1 +1)2 =4

Ahora,
21+ 22| = [21] + |22 = |21+ 2 = (|21] + |22])°

Por lo tanto

4=2+ 2R€(2122) S2=1+ R@(Zlfg)

1= R6(2122)
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Asi, llegamos a que 1 = Re(z1Z2). Ademas, notemos que
|2122] = |21]|22| = |21][22] =1-1=1
Veamos ahora que 1 = Re(z122) y |2122| = 1 implican que 2125 = 1:

Re(z122) =1 = 217 = 1+ ib para cierto b € R. Pero también tenemos que |z122| = 1,
luego

L+ib|=V1+02=1 & 1+b*=1 & b=0

Por lo tanto tenemos que z1z2o =1 +i0 =1

- —1, = —1 -1 .
z21Z20=1 = 2] 21Z2 =2 z1 = existe pues z1 # 0
1 1 1

= Zy = 2]
= 2=
=Z =2 (|zal =1)
= 22 =21
Resumiendo, tenemos que |21 + 23| = |z1] + |22] = 21 = 22 que es lo que queriamos

demostrar.

P5) 1. Sea z € C un ntimero complejo que satisface las propiedades: |z| =1y |z 41| = 1. Pruebe
que z es una raiz cibica de la unidad.

2. Sean 21,25 € C

a) Probar que
11— Z120)* — |21 — 22> = (1 — |21 ?) (1 — |22]?)

b) Deducir que si |z1| < 1y |22| < 1, entonces

|21 — 22|
|]. — 5122|

Solucién:

1. Sea z € C, entonces z = a + b para ciertos a,b € R
lzl=1 = |22=1 = a>+b* =1 (1)
lz+1=1 = z2+1?=1 = (a+1)?+b?’=1 = a®>+b?>+2a=2

Luego, combinando ambas ecuaciones
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14+2a=2 = a= 5. Reemplazando a en (1),

oS

Vb= -3

1402 =1= b=
Analicemos ambos casos:

V3

2
—1 3 i2x
—7"‘2% = z=€3
=23 =(eF)3
=23 = (cos (2{) + isen (27”))3
= 23 = cos(27) + isen(2m)
=23=1
—v3
V3
2
—1_ V3 == 3
2= == —i— =
2 2

=23 = (cos (%ﬂ) —isen (2?”))3

= 28

= cos(2m) — isen(2m)
=23=1

Asi, en ambos casos tenemos que 22 = 1 que es lo que queriamos.

2. a)

1=z — 21— 22> = (1-Z12)(1 - Z122) — (21 — 22) (21 — 22)
=(1—Z122)(1 — :1%2) — (21 — 22) (21 — 22)
= (1 - 2172 — Ziz + |2122)?) — (|21]* — 2122 — Z122 + | 22/?)
=1—[af =2 + |2z

=1 =]z - |2
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b) Como |21] <1 = |21/ <1 = (1 —z]?) > 0. Por lo tanto tenemos que
0< 1=z A 0<(1—|z?

Luego
0<(1—]a’) ]zl
y por la parte anterior, tenemos que

0< |1 7212’2|2 — |Zl — Z2 2
o equivalentemente

0< (|1 — 2122| — |Zl 7Z2|) (|1 — 2122| + |Zl 7Z2|)

A B

Ahora, como B >0y AB > 0, entonces A > 0. Por lo tanto

1= Z1za] — |21 — 22| >0 = [1—Z120] > |21 — 20| = |
|1—2122|

Notar que no hay problema en dividir por |1 — Z723|, pues |1 — Z722| > 0. En efecto:
[z1] < 1A |22l <1 = [Zi| Az <1 = |Z1z2| <1 = —|zZ122| > —1

Ahora, usando la propiedad de desigualdad triangular y el hecho que |1| = 1, obte-
nemos que

1= |1_7122 +7122| < ‘1_7122|+|EZQ| = |1—7122| 21—|7122‘ >1—-1=0.

d

7.2. Problemas propuestos.

P1) 1. Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacion 2z = —1 para n > 2.

2. Pruebe que la suma de las soluciones obtenidas en la parte i es cero.

3. Pruebe que ngzj =—4

P2) Sea a una raiz séptima cualquiera de la unidad, distinta de 1. Pruebe que :

l.1+a+a?+ad+a*+a®+ab=0.

(o3 O¢2 O(g
2. 1+a2 + 1+a% + 1+ -2

ab T
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P3) 1. Calcule las raices de 22 = —i y expréselas de la forma a + bi.

1
2. Si z4+ — = 2cos(a), calcule los posibles valores de z € C y muestre que
z

1
2"+ = 2 cos(na).

3. Pruecbe que VneN, (1—-49)"+(1+49)" R

P4) Considere los ntimeros reales

1. Probar la siguiente igualdad de nimeros complejos
S +1iS" = (1+ cos(a) + isen(a))"
2. Escriba el namero complejo 1 + cos(a) + isen(a) en forma polar y deduzca que
S = 2"(cos(a/2))"cos(na/2) y S =2"(cos(a/2))"sen(na/2)

Indicacién: recuerde que sen(2a) = 2sen(a)cos(a) y cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

P5) Sean > 2, sea a = cos (25) +i - sen (25) y sean X,Y € M,,,(C) las matrices definidas por
(X)js = aG-DE=D  (¥), = q=G=D0=1),
1. Calcular X2

2. Calcular XY.
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Capitulo 8

Polinomios

8.1. Problemas resueltos.

P1) Dado un polinomio p(z) = >, _, axz”, se define

L(p(x)) =Y kayz*~"  (E)
k=1

1. Si p(z) = (x — ¢)" demuestre que L(p(z)) = n(x — )"~ *

2. Demostrar que si p(z), ¢(x) € P,(R), entonces
L(p-q(z)) = L(p(x))q(z) + L(q(z))p(x)
Solucién:

1. Desarrollemos p(x)

Por lo tanto

89
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=0
_ n—1 ) n! —c (”*U*ixz
= ZZO(Z+1)(n_(Z+1))'(Z+1)‘( )

n—1

=0
= n(x _ C)n—l
n n
2. Sean p(z) = Zakxk y q(z) = Zbkxk
k=0 =0

Anilogamente

S (0 ey e

i=k—1)
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P2)

Por lo tanto

L(p(x))a(@) + Lig(@)p(e) = 3 3 iaibya =1+ 373 jasbjat+i~!

=0 j=0 i=0 j=0
n n
3" et
i=0 j=0
Veamos ahora como es L(p - ¢(z))
n n ) ) n n
pra@) =Y aiba = Lip-q(x) = (i + )asbja™™ ™1 (%)
i=0 j7=0 i=0 7=0

L(p - q(v)) = L(p(x))q(x) + L(gq(z))p(z)

(*)Notar que aqui se usé que L(pi(x)) + p2(x)) = L(p1(x) + L(pa(x)) (ejerciciol!), pues-
to que la suma Y77 370 (i + j)abjz"t " no tiene la forma del enunciado (E), hay

potencias de x repetidas en distintos sumandos.

. Divida el polinomio p(x) = 2° + 323 — 522 + 32 + 2 por ¢(v) = 2% + 22 + 1.
. Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales distinto del polinomio nulo. Se sabe que
1,1,2,3 son raices de p(x).
a) Diga el grado minimo de dicho polinomio.
b) Dé un polinomio moénico a coeficientes reales de dicho grado que tenga a i, 1, 2, 3 como
raices.

Solucion:

(2% =323 =522 + 32 +2)+ (23 + 22+ 1) =22 -z +4
. S
—xt + 323 — 622 + 3z + 2

— —zt—2d—x

473 — 622 + 4z + 2

— 4z 4422+ 4
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—1022 + 4z — 2

Como gr(—1022 + 4x — 2) = 2 < gr(z + 2% + 1) = 3 ya no podemos seguir dividiendo,
luego

25 =323 522 + 324+ 2= (2® + 2 + 1)(2* — 2 +4) — 102% + 42 — 2

2. a) Como p(z) € R[x], si i es raiz entonces —i también lo es. Asi, tenemos que 4, —i,1,2,3
son raices del polinomio p(z), por lo tanto

(z =z =2)(z = 3)(z —i)(x +i)|p(z)

Como gr((z — 1)(z — 2)(z — 3)(x — i)(z + i)) = 5, para que lo anterior sea posible,
debemos tener que gr(p(z)) > 5.

b) Un polinomio moénico es aquel en el cual el coeficiente que acompana a la mayor
potencia es 1, entonces para encontrar un polinomio moénico a coeficientes reales que
tenga como raices a i,1,2,3 (y por lo tanto a —i también) basta multiplicar los
polinomios de la forma (x — k) con k =i, —i,1,2,3 ya que la mayor potencia se va a
producir cuando multipliquemos las x de cada polinomio. Luego, un polinomio que
satisface con lo pedido es

h(z) = (z —1)(z —2)(z — 3)(z —i)(z +14) = (x — 1)(z — 2)(z — 3)(z* + 1)

5

P3) Dado el polinomio p(x) = az® — 23 — ax? + 1 con p(z) € R[z], se pide

1. Determinar el valor de a sabiendo que 1 es raiz doble de p(z).

2. Determinar todas las raices de p(z) para el valor de a encontrado en (a).
Solucion:

1. Que 1 sea raiz doble implica que (z —1)(z — 1)|p(z), por lo tanto (z — 1)?|p(z). Hagamos
esta ultima division.
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(ax® — 2% —ax? +1) + (22 = 22 + 1) = az® + 2a2® + 2(3a — 1) + (3a — 2)

— az® — 2az* + aax?

20zt — 23 (a+1) —ax® + 1

— 2az* — dax® + 2aa?

(3a — 1)z3 — 3az? + 1

— (Ba—1)2®+22%3a— 1) — 2(3a — 1)

(B3a—2)z? +2(3a—1)+1

— (Ba—2)2% —22(3a — 2) — (3a — 2)

(3a —3)x —3a+3

Como (x — 1)?|p(z) deberiamos tener que el resto es cero, es decir

3a—3=0 AN -3a+3=0 < a=1

2. Demostramos en la parte anterior que ¢ = 1 y que (reemplazando a = 1 en la division
que hicimos):

(2% —2® =2+ 1)+ (2 =22+ 1) =2 +22% + 22+ 1
Luego para encontrar las otras raices de 2 — 23 — 22 + 1 hay que buscar las raices de
23 4 222 4 22 + 1. Normalmente dividiriamos este tltimo polinomio por (z —7) en busca
de la raiz r, pero por simple inspeccién notamos que —1 es una raiz. Hagamos la divisién
para seguir buscando las otras raices:

(@ +222 422 +1)+(x+1) =24z +1
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Por tltimo, debemos encontrar las raices de 22 + 2 + 1. Pero para este tipo de polinomios
(segundo grado) tenemos una formula para encontrar sus raices, las que son

—1+vV1I—4 —1+iV3 . “1-V1-4 —-1-iV/3
= = 2: =
2 2 2 2

T

Resumiendo, las raices de p(z) = 2® — 2% — 2% + 1 son {1, -1, _1%‘/5, A_T“/g}

P4) Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales tal que para ciertos a,b € R el resto de la division
entre p(z) y (r —a) es igual a A € Ry el resto de la division entre p(z) y (r — b) es igual a
B eR.
Encuentre el resto de dividir p(z) por (z — a)(x — b).

Solucion:

Sea r(z) el resto de dividir p(z) por (x — a)(x — b). Por el Teorema de la Division,
p(x) = q(z)(x — a)(z = b) +r(z) con gr(r(z)) < gr((z—a)(z —b)) =2

Por otra parte, notemos que A es también el resto de dividir r(z) por (z —a) y B, el de dividir
r(z) por (z —b). En efecto, por el Teorema de la Division:

r(r) =q - (r—a)+a (x) cona=r(a)=cte.
Introduciendo esto en la division de p(x) por r(z)

p(z) = q(@)(x —a)(z =)+ q- (- a) + a=[g@)(z —b) + q](r —a) + o

Como « es de grado < 0 < gr(z — a), por la unicidad el Teorema de la Division, « es el resto
de dividir p(z) por (z — a), es decir, @« = A, luego A resulta ser el resto de dividir r(z) por
(z — a). Anélogamente para B.

Notar que por (*), que ahora es r(z) = ¢; - (x — a) + A, solo nos falta conocer ¢, que, dado
que el grado de r(z) es < 1, debera ser de grado < 0, es decir, una constante.
Pero el resto de dividir 7(z) por (z — b) es r(b) (por lo tanto B = r(b)), luego evaluando (¥*)

en b B_a
B=r()=q (b-a)t4 = ="
Asi,
r(x):B;:::l(x—a)—i—A
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P5) En este problema demostraremos el llamado Teorema de Interpolacion.

Sea K cuerpo (R o C), n € N\ {0}, z1, ..., Tn, Y1, ... Yn € K, con x; # xy, si j # k. Entonces

existe un unico polinomio de grado menor oigualan—1en K[z]tq (Vj=1,...,n) p(z;) =
Yj-
Llamemos a este polinomio, polinomio de interpolacion de la familia ({z;}7—, , {y;}7-,)

1. Suponiendo la existencia de p(x), demuestre la unicidad.

2. Para cada j =1, ...,n definimos:

_ R (k;ﬁj)(l’ — Tk)
T (k;éj)(zj — )

li(z)

€ Klx]

a) Determine el grado de j(x) y pruebe que :

1 j=r )
l](xr):(sj’!:{ 0 z#r VJ,T::L...,TL

b) Demuestre que p(z) = > 7_, y;l;(z) € K[z] es polinomio de interpolacion para la
familia ({;}7—; , {yi}j=1)-
Solucién:
1. Sipi(x) y pa(x) son polinomios de interpolacion, luego
Vi=1,...n, pi(z;)=y; N Vi=1,..,n, pa(x;) =y;

Entonces
Vi = 17 ey T pl(x’i) = pQ(xZ)

Es decir, tenemos dos polinomios de grado < n — 1 < n que coninciden en los n puntos
distintos 1, ..., Z,, por lo tanto p1(z) = pa2(z).

2. a) El denominador de /;(z) es una constante, asi que para ver el grado de [;(z) hay que
analizar el numerador, que es

Vemos que el numerador es la multiplicacién (n — 1) veces de polinomios de la forma
(x — a) cuyo grado es 1, por lo tanto el grado de [;(z) es (n —1) -1 = (n —1).

Sea i € {1,...,n}, evaluemos [;(z) en x;

_ - (k;éj)(xi — k)
[T (k;éj)(xj — k)

Li(@:)

e i #* j: como k va a tomar el valor 7, el numerador va a contener el factor
(x; — x;) = 0, por lo que [;(x;) sera cero.
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e | = j: vemos directamente al evaluar que lj(x;) = 1 (numerador=denominador).

Por lo tanto
1 j=1 ..
l](xl):(sjl:{ 0 ‘?7&2 V]7Z:17“'7n

b) Para ver que p(x) es un polinomio de interpolacion hay que verificar que:
1) grip(z))<n-—1:

gr(p(a)) = gr(>_yli(@) < Mazjeqr, mp{gr(l(@))}
j=1
Pero vimos que
gr(lj(x))=n—-1(je{l,..,n}) = gr(p(xz)) <n-1

2) Vie{l,..,n}, p(z;) =y;:

p(xi) =Y yils(as)
j=1

Pero
1 =1 .
lj(zi)éji{ 0 j#i Vii=1.,n
Luego, el tnico término que sobrevive de la sumatoria es y;l;(x;) = y;. Asi,

Vie {13 "'an}a p(xl) =Yi-
Como p(x) verifica A y B, es un polinomio de interpolacién.

8.2. Problemas propuestos.

P1) Sean p(z) € Clz], gr(p(z)) >4, a,b,c € R, con b # 0. Se sabe que :

e El resto de dividir p(z) por (22 — b?) es cx.

e El resto 7(x), de dividir p(x) por (2% — b?)(x — a) es un polinomio “ménico”; es decir, el
coeficiente asociado a z", donde n = gr(r(zx)), es igual a 1.

1. Determine los valores p(b) y p(—=b).

2. Justifique que gr(r(z)) < 2.

3. Determine r(x)
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P2) 1.
2
P3) 1.
2
3

Sea p € K|[z] un polinomio de grado 2 6 3. Demuestre que p es irreducible en K[z]si y
s6lo si p no tiene raices en K.

n

. Sea p(z) € Clz] y a € C una raiz de p(z). Si p(z) = >;_,a;z", se define el polinomio

D(p) tal que D(p)(z) = >_i_, ia;z"~!. Se sabe que si p,q € C[z] entonces D(p - q)(z) =
D(p)(x)q(z) + p(x)D(q)(x). Probar que D(p)(a) =0 si y solo si (z — a)? divide a p(z).

Se sabe que 1+ es una raiz de p(z) = 2% + 2% + 22 — 42 + 10. Determine las otras raices
de p(x).

. Sea p(x) = apz™ + a1z '+ ... 4 an_1T + a,. Sean z; con i = 1,2, ....n las raices del

polinomio p(x). Determine las raices del polinomio g(z) = agu"z™ + ajp™ ta" 1 4 ... +
Ap—11% + a, con p € R\{0}.

. Determine las raices del polinomio :

162* 4+ 822 + 422 — 8z + 10

P4) Realice las siguientes divisiones :

o (2" —a")+ (z —a).
o (z"+a") + (x —a).

o [i- 23+ (3+84) 224+ (—-1+19-i)-2+3-2-i—40] = (i-2+4+5-1).

2

P5) Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales. Se sabe que al dividir p(x) por z(z* —9) el resto
es (222 — 3). Calcular el resto de dividir p(x) por (2 — 9).



