Escuela de Ingenieria Universidad de Chile
ALGEBRA MA-11A
Guia de Problemas No 1, 2003

Légica y Conjuntos

P1.— Sean p, ¢ y r proposiciones. Demostrar con y sin tablas de verdad que las siguientes proposiciones
son tautologias:

Hp=@Va

(i) pe e @A V(vpA~q)
(iii) [pe A (g )= (peT)
(iv) [(p A~q) =~p]= (p=q)

V) ~pege(~peq

(Vi) [(p=~ @A (~vrVg Arl=~p
E b AP = q] = ¢

(ix

P2.— Sean p y ¢ proposiciones. Se define la proposicién “ni ¢ ni p”, la que denotamos por p | ¢, por la
siguiente tabla de verdad:

P|gq|plg
VIV] F
VI F| F
F|IV] F
FIF| V

(i) Probar que ~p < (p | p)yque (pVq) & ~(p|q).
(ii) Expresar las proposiciones p = ¢ y ¢ A p usando sélo | y ~.

P3.— Sean p y ¢ proposiciones. Definamos la proposicién,
(pt¢q) & (Existe una proposicién r tal que (p = r) A (r = q)).

Pruebe que pkq¢ < p=q.

P4.— Sean p, ¢, 7 tres proposiciones tales que r es falsa, (p &~ ¢) es verdadera y (¢ = r) es verdadera.
Deduzca el valor de verdad de p.

P5.— Negar las siguientes proposiciones:

()FzeR)(VyeR)z<y

(i) Ve eR) VyeR)z >y

(i) 3zeR)VyeR)z>1 A y<1

(iv) (Ve e RT) (T ng € N)(V n > ng) |an| <€

P6.— Probar que toda proposicién compuesta formada a partir de disyunciones, conjunciones y negaciones
de proposiciones simples es equivalente con una proposiciéon donde sélo aparecen los conectivos légicos
de implicancia (=) y negacién (~).

P7.— Sean A, B,C conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar que:

(i) (A\NC)U(B\C)=(AUB)\C
(i) (A\B)N(A\C)=A\(BUC)
(i) (A\C)\ (B\C) = (A\ B)\ C
(iv )y ACBCC = C\(B\A)=AU(C\B)

(v) B=(ANB)U(A°NB) & A=10

(vi) (ANBNC=0) = [(A\B)U(B\C)U(C\A) =AUBUC(]
(vil) ACB & P(A) CP(B
(viii) (ANB)\ (ANC)=(AnNB)\ (A°UC)
(ix) [A\ (B\ A)JU[(B\ A)\ A] = AUB



(x) (AUB=ANC)= (BCANACC)

(xi) (ANC =0)= (A\B)\C=A\ (B\C)

(xii) AAB = C = AAC = B

(xiii) (AUBUC)\ (ANBNC) = (AAB) U (BAC) U (AAC)

P8.— Sea A un subconjunto fijo del conjunto U. Probar que para todo par de subconjuntos X, Y de U
se tiene,

X=Y & XUA=YUA AN XNA=YNA

P9.— Sea B un subconjunto del conjunto U. Pruebe que,

(VACU)AUB=A4)] = B=0.

P10.— Sean A C U dos conjuntos. Colocar el signo de inclusién, igualdad o ninguno de ellos segin
corresponda entre los conjuntos siguientes:

(i) P(AUB) y P(A) UP(B)
(i) P(AN B) y P(A) NP(B)
(iii) U\ A) y PU)\ P(4)

P11.— Dar los elementos del conjunto P(P(P(0))).

P12.— Sean p, q, r proposiciones.

(i) Construya la proposicién légica que es verdadera cuando exactamente una de las proposiciones p,
q, v es verdadera. Entregue una forma reducida de la proposicién.

(ii) Compare la proposicién obtenida en el punto anterior con la proposicién (pVq)Vr, donde pVq <
(pVa) AN ~(pAq).

P13.— Sean A, B, C conjuntos.

(i) Suponga que las siguientes proposiciones son verdaderas:
(xeANyeB)=ycA (¢ AV ycA=y¢B.
Probar que y ¢ B es verdadera.

(ii) Probar que C C AUB < (A\B)NnC =C\ B.

(iii) Probar que ACC = A\B=C\[BU(C\ A4).

P14.— Sea A un subconjunto fijo del conjunto E y sea M = {X € P(E) / AN X = (}. Probar que:

i)leMyE\Ae M.
(ii)AeM e A=0& M="P(E).

(ili)) VX e M)VY e P(E)) XNY € E.

W) [(XeMAY eM)]=[(X\YYUI\X) eM.

P15.— Sean p, q, r proposiciones.
(i) Construir la proposicién compuesta “s” (en funcién de p, g, r) cuya tabla de verdad es:

P|q|r |s
VI VIVv]Vv
V|V I|F |V
V |F |V [F
VI|F |F |V
F |V ]|V ][F
F [V ]|F [F
F |[F |V [F
F |F |F [V

(ii) Probar que s = (r = p) es una tautologia.

P16.— (i) Negar la proposicién siguiente:

VzeQ)We>0)(TyeQ)e/3<|z—y|l <e/2.



(ii) Indique el valor de verdad de las proposiciones cuantificadas siguientes,
(a) 3neN)(VzeR)(VmeN) n(z2 —mzx) <O0.
(b) (Ve A)(F6>0) 22>0,donde A={zeR /0<x<10}.

P17.— Sean las proposiciones p1, pa, 3, P4, D5, D6 tales que [(p1Vp2) = (p3 = pa)] es falsa. Determinar el
valor de verdad de:

(i) (ps = ps) V (p1 V p2)
(ii) [(ps = p2)V ~ p1] = (pa V p3)
(iil) ~ [(ps V ps) A (p1 A p2)] < (pa = p3)

P18.— Sea S un conjunto de ntimeros reales. Se dice que x es un punto aislado de S si existe un ntimero
real positivo d tal que para todo punto y € S la distancia entre x e y es mayor o igual que d.

(1) Escribir la definicién de punto aislado usando cuantificadores.
(ii) Demostrar que si ¢ € S entonces x no es punto aislado de S.
(iii) Sea S ={1,1/2,1/3,1/4,...}. Probar que el origen no es un punto aislado de S.

P19.— (a) Si ¢ y r son proposiciones no equivalentes. Determine el valor de verdad de la proposicién:
[~ (@Vvr)n(gnar))=I[pAs)V(~sVa)

(b) Si la proposicién p = q es falsa. Cual es el valor de verdad de la proposicién pV (gAr) < (pVr) Ag.
(c) Considere el conjunto A = {—1, —%, 0, %, 1}. Diga si las siguientes proposiciones son verdaderas o
falsas (justifique):

(Vo,yed) (a+y<1)

(VeeA)@Pyed) (2*<y)

Escriba la negacién de las proposiciones anteriores.

P20.— Un conjunto M C P(FE) se llama Algebra de las partes de F si verifica las siguientes propiedades:
(i) Ee M
(i) VA, Be M) AUBe M
(i) (VAe M) Ae M

Se pide:

(a) Demostrar que § € M

(b) Demostrar que (V A, Be M) AnNBeM

(c) Demostrar que (V A,B € M) AABe M

(d) Si E =1{1,2,3,4}, averiguar si M = {0, E, {1}, {2},{1,2},{3,4}} C P(E) es un Algebra. Si no lo es,
agregar el menor nimero de conjuntos para que lo sea.

P21.— (a) Sean A y X conjuntos. Demostrar que {[(AUX)\ (AAX)JU[(AUX)\ A]} =X

(b) Dados A, B, C conjuntos, aprovechar el resultado entregado en (a) para determinar un conjunto X
tal que (AAX =B)y (AUX =C).

(¢) Probar que en el caso B = C el conjunto X es disjunto con A.

P22.—
(i) Sean p, ¢ y r proposiciones tales que ((~ pV q) = 7r) es falsa. Entregar el valor de verdad de las
siguientes proposiciones (justifique su respuesta): (a) ~q = ~p

(by r = (p & ~ (¢Vr)) (il) Sean p, ¢ y r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la

siguiente proposicién es una tautologia:

(p = A = s)) = ((pAT) = (gN9))

P23.—
(a) Sean p, ¢, proposiciones. Averiguar si la equivalencia pV (g A1) < (pV 1) A q puede ser verdadera
sin que lo sea la implicancia p = q.

(b) Sean p,q,r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la siguiente proposicién es una
tautologia
(Ve & pAr) = ((a=pAp=r1)).



(c) Sean p,q,r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la siguiente proposicién es una
tautologia
p=AN(r=4q = p=7).

P24.— (a) Determine el valor de verdad de las proposiciones p, ¢, r, s sabiendo que la proposicién

(s=(FVr)=((p=q¢ ANsSAT)

es verdadera.

(b) Sean A, B,C, D subconjuntos de un mismo universo U. Probar que
(B\ACC = (D\C)C(D\B)u4
(¢) Sean A, B subconjuntos de un mismo universo U. Probar que
ANB=0&PA)NPB)={0}

Funciones
Pl.—Sean f: E — Fyg: F — E dos funciones tales que g o f = idg. Probar que f es inyectiva y

que g es sobreyectiva. P2.— Sean f : N — Ny ¢g: N — N definidas en cada n € N por f(n) =2n+1y

g(n) =n?+1.

(i) Determinar si f y g son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

(ii) Determinar fogy go f.

(iii) Calcular go f(A) y (fog)~*(A), donde A = {1,2,3,4,5}. P3.— Sea la funcién f : [3,+00) — [2, +00)

tal que f(x) = 2% — 62 + 11 en cada x > 3. Demostrar que f es biyectiva y determinar f~1.

P4—Sea ACR, A#0,y f: A— R la funcién tal que f(z) = §$2 —x,en cada x € A.
(i) Demostrar que si A C Q entonces f es inyectiva.
(ii)) Si A = R determinar f(A). P5.— Sea f : F — F una funcién. Probar que f es biyectiva s{ y sélo si

[(V BCE) f(B° = (f(B))]. P6.— Sea F el conjunto de las funciones de R en R. Se define la funcién
¢:F — R queacada f € F le asocia ¢(f) = f(0). Demuestre que ¢ es una funcién sobreyectiva.

P7.— Sea f : E — F una funcién. Se dice que un subconjunto A de E es estable si f~1(f(A)) = A.
(i) Probar que si A y B son subconjuntos estables de E entonces A°, AU By AN B también lo son.
(ii) Probar que f es inyectiva si y sélo si todo subconjunto de E es estable.

P8.—Sean f: A— By g: A — B’ dos funciones biyectivas. Definimos Fa4 4 ={h: A— A" / h es una
funcién } y Fp g = {h: B — B’ / h es una funcién }. Considere ademas la funcién ¢ : Fa 4 — Fp p
tal que a cada h € Fa 4 le asocia la funcién ¢(h) = goho f~1

(i) Probar que 1 es una biyeccién.

(ii) Probar que h es inyectiva si y sélo si ¢(h) es inyectiva.

(iii) Probar que h es sobreyectiva si y sélo si ¢)(h) es sobreyectiva.

P9.— Sea f: R — R una funcién que verifica para cada x € R, fo f(z) =2 + 1.
(i) Probar que f es una funcién biyectiva.
(ii) Probar que no es cierto que f(z +y) = f(z) + f(y), para cualquier par de reales z e y.

P10—Sean f:Z —7Z,g9:Z — Zy h:Z — Z tres funciones definidas en cada x € Z como f(z) =1—z,
g(z)=—z—1yh(z)=x+2.

(i) Verificar que f, g y h son invertibles.

(ii) Probar que hogo f =go foh =idy.

(iii) Deducir de (i) que f~1og™t = h.

P11l.—Sean E # 0y A C E (fijo). Se definen las funciones fy g de P(E) en P(E) tales que: f(X)= AUX
y g(X) = AN X, para todo X C E.

(i) Determinar f(0), f(A), f(A°)y f(E).

(ii) Demostrar que go f = fog.

(iii) Determinar si f y g son sobreyectivas.

(iv) Determinar un conjunto A para el cual f es biyectiva.

(v) Determinar un conjunto A para el cual g es biyectiva.



P12.— Sea E un conjunto y f : P(E) — P(E) la funcién que a todo X C E le asigna f(X) = E\ X.
(i) Estudiar la inyectividad y sobreyectividad de f.

(ii) Determinar fo fy f~! si existen.

(iii) Suponga que F = {0,1,2}. Si A = {{0},{1,2}} y B ={0,{1}}, calcular f(A)y f~(B).

P13.— Sea f: F — F una funcién y A, B C E.

(i) Demostrar que f(A)\ f(B) C f(A\ B).

(ii) Qué condicién debe cumplir f para que f(A)\ f(B) = f(A\ B) ?
(iii) Qué condicién debe cumplir f para que f(E\ B)=F\ f(B) ?

P14.— Para todo a,b € R se define la funcién f,; : R — R por la férmula f, ,(z) = ax+b en cada = € R.
i) Demuestre que f15© fa,0 = fab-

(i
(ii) Para a # 0, demuestre que f,; es biyectiva.
. 1
Em) Para a # 0 determine f_ ;.

iv) Para a # 0 determine p, ¢ € R tales que fo 0 fp.q = fo.a-

P15.— Considere A = {1,...,n}. Sea B C A, B # A, un subconjunto estricto de A. Defina Gg = {f :
A — A/ fesbiyeccidn y f(i) =14, Vi € B} el conjunto de todas las biyecciones que dejan invariante B.
(i) Pruebe que Gp # 0.

(ii) Pruebe que si f € Gp y g € Gp entonces go f € Gp.

(iii) Pruebe que si f € G entonces f~! € Gp.

P16.— Sea f : Z — Z una funcién con la propiedad siguiente: f(n+m) = f(n)+ f(m) para cada par de
enteros n y m.

(i) Probar que f(0) = 0.

(ii) Probar que f(—m) = —f(m) para cada m € Z.

(iii) Pruebe que f es inyectiva sf y sélo sf f=1({0}) = {0}.

P17.— Sea f : E — F una funcién. (a) Pruebe que VA C F, f~1(A°) = (f~1(A4))°. (b) Pruebe que
VACF, VBCF, f'(AAB) = f~Y(A)Af~1(B).

P18.— (i) Considere las funciones f : N\ {0} — Q definida en cadan € N\{0} por f(n) =5-yg:Q —Q
definida en cada ¢ € Q por g(¢q) = £. (a) Determine si f, g y go f son inyectivas, epiyectivas y biyectivas.

(b) Determine los conjuntos preimagenes g~ 1(Z) y (g o f)~*(Z).

(ii) Sea E = { f: R — R / f es biyectiva }. Es decir E contiene a todas las funciones biyectivas
de R en R. Se define la funcién ¢ : E — FE tal que para cada f € E, ¥(f) = f~!, es decir ¥ le
asocia a cada funcién en E su inversa. (a) Probar que ¢ es biyectiva. (b) Sean f, g € E. Probar que

¥(fog)=1(g) ().

P19.— (a) Probar que para todo A, B,C conjuntos se tiene,
(a.1) AAB = AAC = B=C,

(a2) AAB=C = B=AAC,

(b) Sea E un conjunto y A un subconjunto de E. Se define la funcién f : P(E) — P(E) como f(X) =
XAA para cada X C E. Probar que f es biyectiva y determine la funcién inversa de f.

P20.— (a) Sea f : E — F una funcién y A, B subconjuntos de E. Pruebe que
FB)\f(A) =0 = f(AUB) = f(A).

(b) Sea f : F — F una funcién que satisface la propiedad

VA BCE, (ACBANA#B = f(A)+# f(B)).
Probar que f es inyectiva (Indicacién: utilice la propiedad de f con A y B adecuados).
(c) Sean g: R — Ry f: R — R funciones. Determine explicitamente f y g sabiendo que

3x + 2
922 + 12z + 5

-2
vy flix) = , VzeR.

go f(z)= 3



P21.—Sean f: E — Fyg: F — G funciones (no necesariamente biyectivas). (a) Sea A C G. Probar
que
(go )™ (A) = g7 (4)
(b) Sea B C F. Probar que
F(f7H(B)) = BN f(E)

observacion: notar que son propiedades de pre-iméagenes e imégenes.

P22.—(a) Sean f: A — Ay g: A— A funciones. Probar que si g es biyectiva entonces se tiene,
(a.1) f es inyectiva < f o g es inyectiva.

(a.2) f es sobreyectiva < g o f es sobreyectiva.

b) Sea f: R\ {2} — R la funcién definida en cada z € R\ {2} por f(z) = 22tL,

b.1) Demostrar que f(R\ {2}) =R\ {2}.

b.2) Demostrar que f es inyectiva.

b.3) Se define una nueva funcién g : R\ {2} — R\ {2} tal que en cada = € R\ {2} se tiene g(z) = f(x).
Pruebe que g es biyectiva y calcule su inversa.
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