Capitulo 14

Ecuaciones de Maxwell

14.1. Corriente de Desplazamiento

Habiamos visto anteriormente que si un conductor con corriente posee cierta simetria fa-
vorable, el campo magnético se podia obtener facilmente mediante la [ElCHAMIPEIe

Esta ecuacién indica que la circulacion del campo magnético sobre cualquier curva cerrada
es siempre figle,e, donde I.,. es la corriente que atraviesa una superficie cuyo contorno es la
curva de integracion.

Ahora, en un medio material la ley de Ampere es
55 di - H(Z) =1
r
Esta ley se puede llevar a su forma diferencial mediante el teorema de Stokes
V x H(Z) = J(T)
Sin embargo, esta ley es inconsistente en algunas ocasiones y encontraremos entonces una
generalizacién valida, que fue propuesta por Maxwell. Consideremos el circuito eléctrico de

la figura, que consiste de un condensador de placas paralelas, que se esta cargando con una
corriente de magnitud constante [/
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Utilizando la ley de Ampere al contorno C'y a la superficie S,

550 iz A (7) = //S (@) - T
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Si, por otra parte, se utiliza la ley de Ampere al contorno C' y a la superficie Ss, entonces
J(Z) es cero para todo T € Sy

y{dxﬂ //dS ) - J(Z)
Sa

Vemos que existe entonces una ambiguedad fundamental en la ley de Ampere al escoger dos
superficies de integracion distintas. El error es facil de ver al mirar su forma diferencial

V x H(Z) = J(T)

Utilizamos ahora el hecho de que la divergencia de un rotor es nulo

situacion, por que d . .~ hay un dp/0t

distinto de cero ( se estd acumulando carga en el condensador).

De la primera ecuacién de Maxwell

V- D(Z) = p(7)
y sustituyendo en la ecuacién de continuidad

o oo Do o= = o D)
V- (x)—i—EV'D(x)—V'((x)Jr T

) =0

de manera que la correccién de Maxwell esta en agregar el término %—? a la forma diferencial

de la ley de Ampere, y entonces FElGDiicHCNENCTRICNATIDETCNIESE

es evidente que en el caso de campos que no dependen del tiempo, esta ley es igual a la ley de
Ampere. La introduccién del segundo término , llamado densidad de corriente de desplazamien-
to, representa una de las mas grandes contribuciones de Maxwell a la teoria electromagnética.
Veremos que al modificar ésta ley, las ecuaciones de Maxwell predicen la propagacion de ondas
electromagnéticas.

Por 1ltimo, la forma integral de la ley de Ampere-Maxwell queda de la forma

yﬁdxH //S(Fde J( // dS(z) - D(Z)

En el ejemplo, al integrar en la superficie S5, el segundo término no es nulo, debido a que
hay un flujo del campo D a través de S, que esta variando en el tiempo, de hecho la magnitud
del campo crece cuando se acumula carga en el condensador.











14.2. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell resumen toda la teoria electromagnética. Estas establecen la
relacién entre las fuentes (densidad de carga p(t,Z), y densidad de corriente J(t,)) con los
campos E(t, ), B(t, %), D(t, %), H(t, T)

La primera ecuacion _ cuya forma integral es
fase- o= [ wwes
s V(S)

La ecuacién , ésta
dice que un ca ;

integral

monopolos magn . , las lineas de campo magnético son

cerradas, consecuencia de esto es que el flujo magnético sobre una superficie cerrada es siempre
cero. En su forma integral
# d3(#) - B(t,7) = 0
S

Por ultimo, la ecuacion W, mencionada
anteriormente. Hay que no :

Es claro que las ecuaciones de Maxwell representan expresiones matematicas de ciertos re-
sultados experimentales. Resulta evidente entonces que no pueden demostrarse, sin embargo,
la aplicabilidad para cualquier situacion puede verificarse.

Junto con la ecuacién de la fuerza de Lorentz, F = q(E + U X é), que describe la accién de

los campos sobre particulas cargadas, este conjunto de leyes nos da una descripcion clasica
completa de las particulas que actian electromagnéticamente.



















14.2.1. Vector de Poynting- Conservacion de la Energia

Las ecuaciones de Maxwell son consistentes con la ley de conservaciéon de la carga eléctrica

= Tl = 8p(tuf)
V- J(t,Z) + 5

ﬁi " ds(z) - J(z) = —% ///V d*xp(T)

intentemos establecer una ley equivalente para la Conservaciéon de la energia. Podemos
comenzar el analisis definiendo una densidad de energia electromagnética €(t, ). Del mismo
modo, definimos el vector de Poynting S(¢, ), donde

=0

o, en su forma integral

S(t, @) - dS(7)
es la energia electromagnética de campo cruzando una superficie ds (Z) por unidad de tiem-

po. Notar que nuestras definiciones de €(t,Z) y S(t,T) estdn claramente inspiradas en p(t, Z)
y J(t,Z). Uno podria pensar entonces que la ley de conservacién de la energia se escribe en la

forma
d 3 — o = o —
—— d°ze(t, @) = ds(¥) - S(t, )
dt JJ)v S(V)

Sin embargo, esto no esta correcto, pues falta incluir un término que involucre el trabajo
realizado por los campos sobre las cargas presentes en la regiéon V' (por unidad de tiempo). La
fuerza neta que actia sobre un elemento de carga por unidad de volumen es (de acuerdo a la
fuerza de Lorentz)

f=pE+JxB=p(E+7xB)

de forma que el trabajo realizado sobre las cargas por unidad de tiempo es
W= /// Brf 7= /// &z p(3) (E /// &z J(7) - EB(7)
1% 1%

Luego, la ley de conservacion de la energia debe ser como sigue

—%///‘/d?’:w(t,f) :}%m d§(£)~§(t,f>+///vd3$j(f)'5@

La interpretacion es bien clara: la disminucién de energia por unidad de tiempo en un
volumen V' es igual al flujo de energia electromagnética por unidad de tiempo a través del
contorno de V' mas el trabajo reaizado sobre las cargas en V' por unidad de tiempo. En su
forma diferencial

a t T = g =g —
659;@ V-S43 = —J,7) - Et,7)
Veamos que una expresion de este tipo se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell
S OE(t, T
T 19w Bt 7 — 220D
Lo ot
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o m = = L OE(,7)
= J{0,8) B(t,3) =~ (7). (v X B(t,x)) + B ()
Ademés .
E(t = —
¥ x B(t, 7) .
y

~T B =5 {16052@, B+ 5Bt f>} +V- (E(t,a?) B I)>
0

Ho

Comparando con nuestra expresion anterior, obtenemos férmulas explicitas para € y .S

1 - 1 -
€(t, ) = §eOE2(t,f) + ﬂB%t,f)
0





14.3. Ecuaciones de Maxwell en un Medio Lineal, Ho-
mogéneo e Isotrépico

Es bien sabido que la relacion entre los campos D y E en general estd dada por

m-e linealmente del campo eléctrico

donde € es la permitividad del medio, y no depende de ¥ para medios homogéneos e isotropi-
COS.

Sin embargo, en ciertos medi
(medios lineales), de forma que

Del mismo modo, en este tipo de medios simples, el campo H esta relacionado con B

mediante —

donde p es la permeabilidad del medio. De esta forma las ecuaciones de Maxwell se pueden
escribir como

Es un sistema de ecuaciones diferenciales acoplado para E y B , donde propiedades del medio
se incluyen en € y p











Capitulo 15

Ondas Planas Monocromaticas

Una de las consecuencias importantes de las ecuaciones de Maxwell, es la prediccion de la
existencia de ondas electromagnéticas que se propagan a la velocidad de la luz (La luz es, en
efecto, una onda electromagnética)

—

Vi

La razén es que un campo eléctrico variable en el tiempo produce un campo magnético y vice
versa. El acoplamiento entre estos dos campos lleva a la generacion de ondas electromagnéticas.
Esta prediccion fue confirmada por Hertz en 1887

Fig. 15.1: Heinrich Hertz

Heinrich Hertz (1857-1894) Fisico Alemén. Clarificé y expandié la teoria electromagnética
de la luz que fue propuesta por Maxwell. Fue el primero en demostrar de forma satisfactoria la
existencia de ondas electromagnéticas al construir un aparato para producir y detectar ondas
de radio.

15.1. Ondas electromagnéticas planas en medios no con-
ductores y libres de fuentes

Sabemos que cargas y corrientes son fuentes de campos electromagnéticos. Mds adelante
veremos exactamente como son creados estos campos a partir de cierta distribucién de fuentes.
Por el momento, mostraremos algunas soluciones particulares a las ecuaciones de Maxwell, en
primer lugar, las ondas planas. Supongamos que se quiere estudiar el comportamiento de los
campos en una regién del espacio libre de fuentes (Es evidente que para que existan campos,
deben existir fuentes en algun lugar del espacio). Lo que quiero decir con esto es que encon-
traremos un tipo de solucién para regiones que estan lejos de las fuentes (es decir p(t,Z) = 0 en
la zona de interés). También asumiremos que el medio en el cual se propagan las ondas no es
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buen conductor, en ese caso tampoco existirda una densidad de corriente J(t, Z) en respuesta

al campo eléctrico. En este caso las ecuaciones de Maxwell son

Utilizaremos ahora la conocida identidad
V¥ x =V (Ff) -

De esta forma

pero en regiones libre de fuentes
V-Et,7)=0

como indica la primera ecuacién de Maxwell. Asi

por otro lado

— — — R 8 — N a = ~ —
Vx Vx E(t,8) = =V x S B(t.#) = - (v X B(t,x))
- = = 0 0 =, 0? o
VXV xEtZ)= ~ 5 (MﬁaE(@l’)) = —ueﬁE(t,x)
de forma que
definiendo )
CcC =

Esta es la conocida ECHaCIONNACRORAS! Fs decir, hemos llegado a que en un medio libre
de cargas y no conductor, SGEMPONCIECIHCONSARSICENANCEIACIONIGEIONAR Las soluciones

son ondas que se propagan a velocidad c¢. Es facil verificar que el campo magnético satisface

exactamente la misma ecuacién, en efecto

— =

V x V x B(t,7) =V (ﬁ : é(t,f)) ~V2B(t, @) = —V2B(t, )
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por otro lado

En resumen

VB (t, ) — %%.(t, F) =0

son las ecuaciones desacopladas para los campos E (t,7) y B (t, 7).

Ecuacién de Onda en una dimensién
La forma general de la ecuacion de onda en una dimension es

0? 1 9
— - 5= t)=0
(8x2 2 8t2> vlat)

Resulta inmediato verificar que cualquier funcién de la forma i (z £ ct) satisface la ecuacion
de onda en una dimension. La demostracion es la siguiente: Sea 2’ = = + ct, con esto %—g =1y
aa—”i/ = *c. Usando la regla de la cadena

() _ D) o' _ D)

oxr  0r Oz ox’
o) 0 (a@w(azo) Py dr_ GPu(a)

02z’ ox ox’ ox?  Ox' ox'?
Similarmente, las derivadas parciales con respecto a t son

O _oyport | W
ot or ot Cox

oy 0 oY O ox’ 0%
ot <i%> B iaxaﬁ ~C an

o2 ot -

Luego
Op P 0%
02~ 0x2 0P
lo cual muestra que 1 (z %+ ct) es solucién de la ecuaciéon de onda en una dimensién. La
ecuacién de onda es un ecuacién diferencial lineal, lo que impica que si 1 (x,t) y 1a(x,t) son
soluciones de la ecuacién de onda, entonces v (x,t) 4 19(x, ) también es solucién .vLas ondas

electromagnéticas obedecen entonces el principio de superposicion
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Solucién a la ecuacién de Onda
Para resolver la ecuacion de onda que satisfacen los campos electromagnéticos, supondremos que
la variacién temporal de éstos es de la forma e™? ( es decir, tienen una dependencia oscilatoria
en el tiempo a una frecuencia bien determinada, w). A este tipo de ondas las llamaremos
monocromaticas

de forma que

Entonces la parte espacial E(Z) satisface

V E(Z) + EE(t,m) =0

busquemos una solucién de la forma

donde - y Ey es un vector constante

625(5) _ ﬁQE_’Oe—i(km:c—I—kyy—l—kzz) _ _kQE'w’Oef.f
donde k =| k |, de forma que

2
- 7o W = 7=
—k*Epe™ 7 + — Ege™ T =0
c

Finalmente, hemos encontrado que una solucién de la ecuacién de onda en medios no con-
ductores y libres de cargas son campos de la forma

con | k |= *%. Sin embargo, los campos deben tener divergencia nula, de forma que

En efecto, es solucién si

-

V-Et,Z)=0—Fk -Ey=0

del mismo modo

V-B(t,?)=0—k-By=0
Ambos campos deben ser transversales (perpendiculares a la direccién de propagacion)
Propagacion en el eje z

Supongamos ahora que la direccién de propagacion de los campos es en la direccion del eje z,
es decir













k-7=8z

entonces '
E(t,z) = Ejet(wt=52)

é(t, z) = Byelwt=52)

ademas, ambos campos deben ser perpendiculares al eje z. Por ejemplo, si escogemos

E(t, z) = Eye'=r2);

de la ecuacién

—

ﬁxE@@:—%B@@

se obtiene

0

Dz

~

Eoei(wt—ﬁz)j _ _iﬁEoei(wt—ﬁz)j _ _iwgoei(wt—ﬂz)

entonces

iﬁEoei(wt_ﬁz)j _ iwéoei(wt—ﬁz)

y se desprende que

Finalmente

Vemos que E y B estdn siempre en fase, es decir, alcanzan sus maximos y minimos al mismo
tiempo.
Nota
Por supuesto que los campos fisicos se obtienen al tomar la parte real de las soluciones encon-

tradas
E(t,z) = Egcos (wt — [Bz)1

— E ~
B(t,z) = =2 cos (wt — Bz) ]
c
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1. Las ondas son transversales ya que tanto E y B son perpendiculares a la direccién de

propagacion, que c01nc1de con la direccion del producto E x B

2. Los campos E y B son perpendiculares entre si. Es decir E-B=0

3. La razon entre las magnitudes de los campos es
Ey

1
= C =

w
By B o4 v/ Ho€o

4. La velocidad de propagacién es igual a la velocidad de la luz en el medio ¢ = —=

V/IvE
5. Las ondas electromagnéticas obedecen el principio de superposicién

En general, el fluyjo de Energia por unidad de area (y tiempo) estd descrito por el vector de

Poynting

Debido a que los campos son perpendiculares

— —

S 1 = o 1 . .

En el caso de las ondas planas monocromaticas recién visto

R 1 E,B
St,7) = -2

cos? (wt — fz) k
v

Como es de esperar, el vector de Poynting apunta en la direcciéon de propagacion

X

=

=2
wy
ta

y

La intensidad de la onda I, definida como el promedio temporal de | S | es

EyB EyB E?2 B2
° 0<COS (wt — Bz)) = 070 _ 2o _ &2

20 2cu 21

I =

donde hemos usado
(cos® (wt — Bz)) = 1/2

Notar que la magnitud de la intensidad es constante. Por supuesto que esto no es muy real-
ista, pues es bien sabido de la vida diaria que la energia de la radiacion decae con la distancia.
Veremos méas adelante que los campos electromagnéticos tienen en general la forma de ondas
esféricas, cuya amplitud decae como el inverso de la distancia 1/r, de forma que la magnitud
del vector poynting decae como 1/72. Por supuesto que las ondas planas, si bien son soluciones
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de las ecuaciones de Maxwell, constituyen sélo un estudio aproximado de los campos electro-
magnéticos muy distantes de las fuentes. (Por ejemplo, de la radiacién producida por el Sol en
la tierra, se puede suponer que la magnitud de los campos es constante). Veremos también que
es posible generar ondas planas teéricamente, pero en la practica no
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