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Prélogo

El Electromagnetismo es posiblemente una de las ramas mas bonitas de las fisica, la cual tiene muchas
aplicaciones cotidianas de las cuales no nos damos cuenta: prender la luz, llamar por celular o usar
el computador. El estudio de esta area en el altimo siglo ha provocado un avance considerable en la
tecnologia y nos entregan un mayor bienestar diariamente.

El apunte aqui presente, nace como una recopilacién de problemas propuestos y resueltos durante el
tiempo que he sido Profesor Auxiliar en la Universidad de Chile y mi breve paso por la Universidad
de los Andes. La mayoria de los problemas disponibles han sido extraidos de evaluaciones (controles,
ejercicios, tareas, etc) y de guias de problemas propuestos que elaboré para que mis alumnos estudia-
ran. Aclaro que la mayoria de los problemas presentes no son de mi autoria sino de los profesores con
los que he trabajado y de algunos libros de la bibliografia.

Mi principal objetivo con este apunte es entregar un buen material de estudio para las personas que
necesiten estudiar y/o que simplemente quieran aprender. Ademas, el hecho de reunir el material
que confeccioné durante varios semestres en un solo lugar hace que el trabajo sea mucho mas atil y
duradero para las personas que quieran utilizarlo.

Este compilado posee dos tipos de problemas: algunos con su solucién completa y otros que solamente
poseen su respuesta final. Como siempre es recomendado, es importante que al momento de usar este
apunte se den el tiempo de pensar el problema antes de mirar su solucién (si es que la posee). Un rol
activo en la resolucién de problemas les traera muy buenos resultados durante este curso.

He querido ser detallista en la seleccién de problemas, de modo que en la mayoria de los capitulos he
intentado plasmar un espectro representativo de los de problemas que suelen ser preguntados en la
FCFM (aunque hay profesores que su ingenio siempre puede mas).

Dado lo reciente de esta recopilacién, probablemente existan errores de los cuales han pasado des-
apercibidos. Les pido por favor a los estudiantes que los encuentren que me los notifiquen, asi ganaran
buen karma y otros futuros estudiantes se los agradeceran ©.

Finalmente, quiero agradecer a las personas que han hecho posible realizar este proyecto, a los profe-
sores Pablo Zegers, Daniel Escaff, Simén Casassus, Carlos Cartes, Takeshi Asahi, Matias Montesinos
y en particular, a Marcel Clerc y Claudio Romero. También a mis compafieros auxiliares que aportaron
con problemas y soluciones: Susana Marquez y Luis Mateluna.

iMucho Exito!




II

Notas sobre la Versiéon o 1.2

La presente versién cuenta con 18 capitulos, donde existen 201 problemas propuestos de los
cuales 86 tienen solucién.

Los problemas tienen una simbologia de acuerdo a su dificultad:

. ® significa que un problema es sencillo y deberia ser resuelto en forma rapida.
«® significa que el problema intermedio y requiere un mayor analisis o trabajo algebraico.
«® significa que es un problema dificil, que requiere un analisis prolongado.

Todos los problemas del apunte cuentan con su respectiva respuesta al final del documento. Se
puede llegar facilmente a su respuesta presionando el simbolo .

En el enunciado de cada problema se detalla si este tiene solucion mediante el simbolo S si
se presiona el simbolo se puede llegar rapidamente a su solucién.

He dejado el capitulo de Campo Eléctrico/Magnético en Medios Materiales al final del apunte,
ya que siempre me ha gustado mas esa forma de ver los contenidos del curso.
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Ley de Coulomb y Distribuciones Discretas de
Cargas

I. Problemas Propuestos

Problema 1.1 @®

Suponga que en lugar de la Ley de Coulomb, uno hubiera
encontrado experimentalmente que la fuerza entre dos
cargas puntales fuera

ﬁl o q192 (1 Y Oé|7?2 _F1|)(—» —»)

o 47T€0 |F2 — ,':‘1’3 f2m

donde « es una constante.

a) Escriba el campo eléctrico a una carga puntual.
Coloque el origen de coordenadas en la carga pun-
tual.

b) Elija una trayectoria cerrada alrededor de la carga
y calcule la integral ¢ E'-dl. Compare el resultado
obtenido con la Ley de Coulomb.

c) Encuentre en valor de la integral ¢p E - dS sobre
una superficie esférica centrada en la carga. Com-
pare el resultado obtenido con la Ley de Coulomb.

SN
/ \
/ \

Problema 1.2 @

En los vértices de un triangulo equilatero de lado L se

han situado tres cargas negativas —e. Si en el centro de L L

gravedad del triangulo se sitia una carga de magnitud O

Q, determine el valor que debe poseer esa carga para Q0 \

mantener el sistema en equilibrio. O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O
—e L —e



4 CAPITULO 1. LEY DE COULOMB Y DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Problema 1.3 @®

Ocho particulas puntuales con carga ¢ estan ubicadas en
los vértices de un cubo de lado a como se muestra en
la figura. Llamaremos P al punto ubicado en el centro
de la cara del cubo que yace sobre el plano y = a (ver
figura).

a) Determine el campo eléctrico producido en el pun-

to P por las cuatro cargas que se ubican en y = a.

b) Encuentre el campo eléctrico en P producido por
la carga ubicada en el origen.

c) Calcule el campo eléctrico total en el punto P.

Problema 1.4 @ +q —q

Considere seis cargas puntuales ubicadas en los vértices
de un hexagono regular de lado a. Existen tres cargas
positivas ¢ y tres cargas negativas —¢q distribuidas como
se muestra en la figura. Determine el campo eléctrico y
el potencial eléctrico en el centro de hexagono.

Problema 1.5 @® +q(5],

Dos cargas puntuales positivas +¢q estan separadas por p

una distancia 2a. Por el punto medio del segmento que !

las une se traza un plano perpendicular al mismo. El o :
Plano Divisor

lugar de los puntos en que la fuerza sobre una carga de —a

prueba situada en el plano es maxima es, por razén de ‘

simetria, una circunferencia. Encuentre su radio. !

Problema 1.6 &

La cohesion en los cristales iénicos se debe a las fuerzas
eléctricas de atraccién entre los iones positivos y nega-
tivos. Considere un modelo unidimensional de un cristal
de Cloruro de Sodio (NaCl) que consiste en una linea
recta infinita en que estan colocados los iones, alternan-
dose los iones positivos de Na y los iones negativos de
Cl. La distancia entre iones vecinos es a. Los iones posi-
tivos tienen carga +e y los iones negativos —e. Calcule
la energia que hay que entregarle a un ion positivo de
Na para sacarlo de su lugar y llevarlo a una distancia R
muy grande respecto a a.




II. SOLUCIONES 5

Soluciones

Solucién

a)

Colocando la carga ¢ en el origen se obtiene ¥} = 0. Luego llamando ¢; = ¢q y recordando que
F = ¢ F, se puede obtener que

= @q (1—+/alf]) = q (I—+/alf])
F= : = rg — F = : = 72
dmeg |73 dmeg |73

Como la direccién de la fuerza y el campo es radial podemos decir que 7 = r7. Finalmente

Fo 4 (1-+ar)

. &
4meg r2

Basta tomar una trayectoria cerrada I', por ejemplo, una circunferencia de radio R alrededor de
la carga. En ese caso se tiene que la curva queda parametrizada como:

27
%E-di—/yﬁ\fﬁdaé—o
r
0

Para el caso de la ley de Coulomb se tiene que el campo es siempre conservativo, es decir
V x E =0, por lo cual %E - dl = 0 para cualquier camino cerrado I". Se concluye que la ley

r
de Coulomb y la ley encontrada experimentalmente entregan el mismo resultado.

Para este caso hay que calcular una integral de flujo. Por simplicidad se elige una esfera de radio
R centrada en el origen. Luego el flujo sobre su superficie es

2r

ﬁ E-dS = // a4 A=VaR) . o 0dbder = L(1— VaR)
0 4dmeg
0 0

R2 €0
Para el caso de la ley de Coulomb, se sabe que esa integral es conocida ya que coincide con la

Ley de Gauss, es decir
# F.d5=1
€0

Para la nueva ley se tiene que difiere en un factor (1 — v aR) , ademas el flujo no es constante
como en la Ley de Gauss y depende de la superficie esférica que se tome.




CAPITULO 1. LEY DE COULOMB Y DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE CARGAS

Solucién

En este problema se aprecia una simetria con respecto a la carga (), ya que todas las cargas
negativas sienten la misma fuerza de atraccién/repulsiéon. Por ejemplo, haciendo el DCL a la
carga superior se obtiene lo siguiente

Figura 1.1: DCL Sobre la Carga Superior

Las fuerzas Fy y Fb son repulsivas (generadas por las otras cargas negativas), mientras que la
fuerza F3 generada por la carga @) positiva es atractiva. Usando el sistema de referencia de la
Figura y la Ley de Coulomb, es posible descomponer las fuerzas de la siguiente forma

2 2
- e T s - e s T - eQ
F:7<_A ™ A.i)y F:7(A m A.i)’ Ao .
L= Treor2 P8 g Hysing 2= T \POS g Tysing 37T Tareod2”?

donde d es la distancia desde cualquier vértice al centro del triangulo. Usando el Teorema del
Coseno, es posible despejar d como

2 L?

L2 =d®+d —QdQCosg ==

por lo tanto la fuerza total vale

7 e2 . 3e@ R
= Sin — —
"=\ 272 ™3~ dmer? )Y

Dado que se desea el sistema en equilibrio se impone Fir = 0, obteniéndose que

e? .m 3eQ

2meqL? Sty dmeqL?




Distribuciones Continuas de Carga

I. Problemas Propuestos

P roblema 2 . 1 @ Casquete Semiesférico

Un disco de radio a completa un casquete semiesférico
de radio a. Ambas superficies tienen densidad de carga
uniforme o . Calcule el campo eléctrico en un punto §

sobre el eje Z.

Hint: Y
d r — zcos(x) } B (z —rcosx)sinz
dx | 22\/r2 — 2rzcosx + 22 (r2sin®z 4 (2 —rcos2)2)?  pisco

ol

Problema 2.2 @ A l

Considere una barra infinita de densidad de carga lineal

A. Sobre esta barra se cuelga un péndulo ideal de largo /

'y una masa puntual m y carga ¢, bajo la influencia del

campo gravitatorio como se ilustra en la figura. Encuen-

tre el angulo de equilibrio del péndulo y determine cual m,q
es angulo limite cuando el valor de ¢ crece infinitamen-

te.

Problema 2.3 @® 0

Un anillo de radio Ry tiene una carga @ positiva, la cual
esta distribuida de manera uniforme sobre el anillo, co-

mo se ilustra en la figura. Considere una carga puntual Ry

de carga negativa ¢ (¢ < 0) y masa m, la cual es de-

positada en reposo sobre el eje central del anillo cerca ko

del centro representado por el punto A, ademas la carr T AT VIO

ga esta soldada a un resorte ideal de constante elastica
ko y largo natural cero con extremo fijo en el punto A.
Calcule la frecuencia de oscilacion particula puntual. In-
dicacion: Considere que la particula se mueve sobre el
eje central del anillo.



8 CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGA

Problema 2.4 @

Una densidad de carga lineal \ estad repartida de for-
ma homogénea a lo largo de un semicircunferencia BD
centrada en C y de radio R. Una carga puntual ¢ es-
tad ubicada en punto A como se indica en la Figura.
(T4 = R).

a) Calcule el potencial eléctrico en el punto C, V(C).

b) Por argumentos de simetria, determine la direc-
cion del campo eléctrico E(C'). Calcule E(C).

c) Determine la relacién entre Ay ¢ tal que E(C) =
0

Problema 2.5 @

Se tienen dos anillos coaxiales del mismo radio a, con-
tenidos en planos paralelos y separados entre si una dis-
tancia L. Uno de los anillos tiene densidad de carga
uniforme +\ y el otro —\.

a) Calcule el campo eléctrico en el eje coman de los
anillos, o sea en el eje O’O en la figura.

b) Calcule la diferencia de potencial entre los centros
O’ y O de los anillos.

Problema 2.6 @

Un alambre semi-infinito cargado yace sobre el semieje
positivo x. El alambre posee una densidad lineal homo-
génea Ag.

a) Determine el valor del campo eléctrico en el punto
A de la figura el cual esta ubicado sobre el eje y
a una distancia a del origen.

b) Determine el valor del campo eléctrico en el punto
B de la figura el cual esta ubicado sobre el eje
a una distancia a del origen.

Problema 2.7 *®

Considere un alambre muy delgado como el de la figura,
éste esta compuesto por dos rectas infinitas y una arco
de circulo de 135°. El alambre tiene una densidad lineal
de carga A constante. Encuentre el campo producido en
el punto P.

A

|
|
|
|
|
-6
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

\J
|
I
I
I
I
I
I
I

Q
Q



|. PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 2.8 @®

Dos barras delgadas e iguales de longitud L y carga total
Q distribuida uniformemente, estan situadas sobre el eje
x, separadas una distancia d como se indica en la figura.

a) Calcule el campo eléctrico producido por la carga
de la izquierda para un punto situado sobre el eje
x, es decir E(z).

b) Calcule la fuerza que ejerce la carga de la izquierda
sobre la carga de la derecha.

c) Pruebe que si d > L la fuerza entre las barras
equivale a la de dos cargas puntuales de carga Q.
Puede ser atil la aproximacién In(1+z) ~ x — %2
si o] < 1.

Problema 2.9 @®

Considere un plano infinito con carga superficial o > 0.
El plano contiene un orificio circular de radio R en su
superficie.

a) Calcule el campo eléctrico en cualquier punto del
eje z.

b) A lo largo del eje del orificio se coloca una linea
de carga de largo a, densidad lineal A > 0y cuyo
punto mas préximo se encuentra a una distancia
d del centro del orificio. Calcule la fuerza de re-
pulsién que experimenta la linea de carga.

Problema 2.10 @

Calcular el campo electrostatico que genera un casquete
esférico de centro O y radio R que porta una densidad
superficial de carga 0 = o cosf (en coordenadas esfé-
ricas) en su mismo centro.
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V?

Problema 2.11 &* 0

Considere un cono de altura h y radio basal h. La su-
perficie (manto) del cono estd cargada uniformemente
con una densidad og. Calcule el potencial en el centro
de la base del cono.

Problema 2.12 @®

La contaminacién por compuestos quimicos de un lago
de forma circular ha dejado su densidad superficial de
carga que, expresada en coordenadas polares se puede
escribir como

3

olr) =~ (r2 + GQ)%

de coordenadas es el centro del lago. Se pide:

a) Determine el campo eléctrico que afectara la vida
en el lago. Suponga que los peces sélo viven en las
cercanias del centro del lago (eje z) y a profundi-
dades mucho menores que la extensién del lago, a

4
donde “a” y o son constantes conocidas. Aqui el origen G(r) \
por lo cual éste puede considerarse infinito. :

b) Suponga que debido a esta contaminacién, un pez o
adquiere una carga ). Determine el trabajo elec- R
trostatico que debe efectuar el pez para llegar al
centro del lago si se encontraba nadando a una !
distancia “a” profundidad sobre el eje z de la Fi-

gura.

Hint:
(@ + )2+ 1))

d l —(a? +2r? + 2?)
ar @ =2 @ ot

Problema 2.13 @®

Calcule el campo eléctrico creado por un cono macizo de
altura h y semi angulo «, uniformemente cargado con
una densidad volumétrica de carga pg en su vértice.
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11

Problema 2.14 &*

En una primera aproximacién, una montafia puede ser
modelada como un cono de altura h y semi angulo « de
masa total M distribuida uniformemente. Geofisicos han
determinado que la gravedad en su cima tiene un valor
J1 = —¢1% la cual esta a una distancia h sobre el nivel
suelo. Los mismos cientificos saben que si la montafia
no existiese el campo gravitacional terrestre en el mismo
punto seria go = —goZ . Determine AG = g1 —go. (Hint:
Puede ser atil el Problema 2.13)

Problema 2.15 @

Considere un cilindro macizo de radio Ry largo L como
se muestra en la Figura. El cilindro posee una densidad
de carga volumétrica pg. Determine

a) El médulo del campo eléctrico en un punto P
ubicado una distancia h sobre su base superior y
sobre el eje del cilindro.

b) El médulo del campo eléctrico en un punto P»
ubicado una distancia h > R del eje cilindro, justo
a la mitad de la altura del cilindro.

Problema 2.16 @

Un bloque infinito posee una densidad de carga unifor-

me p que ha sido localizado entre = —a y z = a.
Este bloque es infinito en la direccién y y z (saliendo de
pagina). Dos planos infinitos son localizados en © = —b

y = b, los cuales poseen una densidad de carga o
y o9, respectivamente. Al medir el campo eléctrico se
observa que:

0 < —b
+Eyz —b<z<-—a
—FEoz a<x<b

0 x>b

E:

a) Calcule la densidad de carga p del bloque infinito.

b) Calcule las densidades de carga superficiales oy
y oo de los planos a la izquierda y derecha del
bloque respectivamente.

(9]

(¢7]
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Il. Soluciones

Solucién

Todos los problemas donde se pida determinar el campo eléctrico se pueden abordar mediante la defi-
nicién. Sin embargo, no en todos los problemas siempre sera facil usar esta técnica (ya que se pueden
llegar a integrales bastante complejas). En general en todos los problemas donde se pida determinar
el campo eléctrico en un punto o en un eje (y no en todo el espacio) se pueden abordar por definiciéon.

Dado que este problema cumple con esa caracteristica, se debe tener claro como parametrizar la
superficie para poder usar la definicién. Sin embargo, no es claro que haya una férmula matematica
con que se pueda representar de una sola vez a la unién casquete-disco. La parametrizacién anterior
se ve solucionada usando el principio de superposicién; primero se calcula el campo eléctrico generado
por el disco y luego el del casquete semiesférico, para luego sumar ambos resultados y obtener el
campo final en el punto.

= Campo generado por el disco.

Usando definicién:

Se debe tener claro que:

e 7 : Es el vector que sefiala dénde se quiere conocer el campo eléctrico (puede ser un punto
en especifico, un eje, un superficie, etc.).

e 7' : Es el vector que sefiala dénde esta lo que genera el campo eléctrico. Este vector es
variable y no representa un punto por si solo en distribuciones continuas de carga
ya que parametriza una linea/superficie/volumen.

e dq : Es el diferencial de carga, y puede valer dg = \dl = 0dS = pdV, eventualmente las
densidades de carga \,o y p no necesariamente son constantes y podrian depender del
vector 7 (ie. depende de alguna variable de integracion).

e ) : Es el espacio de integracién de la linea/area/volumen de lo que estd generando el
campo eléctrico. Establece los limites de todas las integrales.

Luego, aplicado lo anterior al disco de radio a se tiene que (en coordenadas cilindricas):

7= (0,0,a) = gz
P = rp
dqg = odS

Donde los limites de integracion seran r € [0,a] , 0 € [0,27] (jqué es la parametrizacién del
disco!).
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Trozo infinitesimal de disco

NI =R

)

—7

=

X

Figura 2.1: Campo Eléctrico generado por un disco.

Calculando la integral:

(cos 0% + sen 0y)
(§)2+72)2

rdrdf

Il

5
a Q
—
—
NI
N>
\
~ =

En este caso se separard por cada componente del vector E, de modo que

2r a
|| = 2 // T80 drds
wo | | ()

21 a

2
:—40 /COS@dQ-/a;dir
mo J RSt

——
=0

Dado que la integral del coseno en un periodo es nula, se tiene que el campo eléctrico no tiene

componente segin x. Andlogamente, sucede lo mismo al momento de calcular ‘Ey‘ por lo que
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tampoco existe una coordenada segin y. Luego

E=_C //2 —rdrdf
dmeg ((%)2+r2)5

I
oo
3|32
8 N>
O\
.
D
O\g
—~
—
ols
N—
(Y]
_l_ =
ﬁw
re®
.
3

Notese que d 1 ! por lo tanto
e | = _
e VEPE] (924
r=a
= oaz 1

B a2 2
4deg (57 +7r% _,
_oaz 1 1
4eo (5% +a> 5

= Campo generado por el semicasquete

Al igual que el caso anterior debe procederse a calcular los vectores 7, 7/ y dq, en este caso se
tiene que (en coordenadas esféricas):

dq = 0dS = oa®sen 0dfdyp

Donde los limites de integracioén seran ¢ € [0,27] , 0 € [0, 5.

E = // rr JdS
4meg |T—T

27 2 as 7
/ / 227102 en dfdyp
47‘1’60 ‘ — ar‘
2 s
//2 52 — a(sen f cos pT + sen f sen g + cos 62) a sen Odfdyp
47750 / 52 — a(sen 0 cos pT + sen 0 sen @y + cos 02 ‘
2 us
//2 52 — a(sen 0 cos oI + sen O sen 7 + cos 02) a? sen 0dOdy
3
~ 47eg (a?sen? 6 + (§ — acosf)?)2
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En este caso vuelve a ocurrir lo mismo que pasé cuando se calculé el campo que genera un
disco, ya que se anulan las componentes en = e y debido a que aparecen un cosy y sen @
integrados en un periodo.

En general, uno también puede argumentar por simetria que algunas componentes del campo
eléctrico son nulas, no siempre es necesario el calculo (siempre se llegara a funciones sinuosoidales
integradas en un periodo).

Por lo tanto el valor del campo generado por el semicasquete es:

NJE]

2

L o2 5 geosd

Fe 7% / / g — 4008 a2 sen §dfdy
4meo ’ (a%sen? 6 + (§ — acosf)?)?2

2m g
_ ca?s /dcp/2 (3 —acost)sent 0
dmeo , , (a%sen? 6 + (§ — acosf)?)?2

==
ca’s 5 a— §cost 2
— 2T .
TR CYEN 3 Py SR
202 5

20 < 2 1) .
=—|—=-1)2
€0 \v5
Dado los resultados anteriores, se procede a sumarlos para encontrar el campo final en el punto
~ o 1 20 ( 2 o 7
Bl = — (1— — )2+ 22 (2 —1)s="2(-"—-3)2
o 2eo< ﬁ)Z% <\/5 ) 260 <\/S )

Solucién

Para encontrar el angulo de equilibrio, se debe considerar que la suma de fuerzas que acttan sobre la
masa m deben anularse, por consiguiente se hace un DCL para deducir las ecuaciones de movimiento.

Figura 2.2: DCL para masa m.
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Con lo anterior las ecuaciones de movimiento son:
mi=1F,—Tsinf =0
.. m
miy=Tcos —mg=0=1T = g
cosf

Como F. = qE, se calculara el campo E a una distancia d = [sin 6 producido por la barra infinita

de densidad de carga lineal \. Considerando que

FE =
1
= zZ

Donde 7 = di = Isin 02 correspondiente a la posicién donde se quiere calcular el campo, 7’
correspondiente a quien genera el campo, y dg = Adz dénde z € (—o0, +00). Ademas se considera

que por la simetria del problema, el campo sera el mismo independiente de la posicién en % de la
masa, por lo que E sélo tiene componente en &. Con lo anterior la ecuacién anterior queda:
+00

o 1 / [sin 6%
E = .
meo J ((Isinf)? + 22)2

o

_|_
Alsinf . / dz
pry €T 3
dmeg ((Isin )2 + 22)2

Se hace el cambio de variable z = (Isin)tan ¢, lo cual implica que dz = (Isin @) sec? ¢pdo, y los
de z € (=00, +00) = ¢ € (=5, +75). Luego:

limites de integracion cambian

+z
o Al sin 9:% i (Isin 0) sec? ¢pdd
Ameo ) ((Isin6)? + (Isin )2 tan? )3
—3
3
~ Alsin 9:% (Isin 6) sec? pdep
Ameo ) (Isin)3(1 + tan? )3
—3
t3
B A 5 sec? pdo
 4meg(Isinf) sec? ¢
-3
t3

~ 4re (Isin @)

 4meg(lsind)
A R
= ——FX
27ep (I sin h)
2. Dicho valor en las ecuaciones de movimiento

Como ya se conoce el campo, luego F, = ¢——r
27ep(lsin 0)

y despejando T, se llega a:
A in? 0 A
g silr119:O:>Sln S =qK
cosf  2meplmg

P Teing — B
me c i q27reo(l sinf) cosf
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Se usa la identidad trigonométrica sin? @ = 1 — cos? 6:

1 —cos?0

cos 0

—qK +\/(¢K)?+4
2

=qK = cos’0 +qK cos —1 =0 = cosf =

Como se espera que 0 € (0,7/2) (el péndulo no dara la vuelta completa), cos @ > 0, luego se escoge
la solucién positiva. Finalmente si ¢ — oo, se cumple que /(¢K)? + 4 ~ K, entonces

—qK +qK

0
2

cosf =

El resultado anterior implica que 6§ = 7, esto es esperable ya que al ser una carga positiva se alejara
lo mas posible de quién genere el campo y eso de logra a la mayor distancia, es decir, con el angulo
encontrado.

Solucién

La fuerza sobre la carga ¢ es I, = F, + F; donde F; corresponde a la fuerza que el anillo ejerce sobre
q, y F;, la fuerza que ejerce el resorte.

La fuerza que ejerce el campo eléctrico que genera el anillo sobre la carga ¢ esta dada por
Fe = qEA
Entonces el campo eléctrico que genera el anillo en su eje es:

- 1 r—r!
Ey

_ "
dmeo ) jr—op

Donde 7= zZ, 7/ = Ro# (en coordenadas cilindricas) y dg = ARydf con 6 € (0,27). Ademas, dado
que la carga total en e anillo es Q y se distribuye homogéneamente, A se puede calcular como:

L 27Ry
con lo anterior:
) 2r R 1 2m N 27 Rof
Ba= / 227 0 \Rodf) = / S ARydf — / — 0 \Rdo
o ) (22 + RY)> Ameo \y (22 + R)* ) (4 RY)

Nétese que por la simetria del anillo la segunda integral se anulara. También se puede justificar
notando que 7 = sin 0§ + cos #y, y como la integral de sinf y cosf se anulan en un intervalo entre
(0,27), el segundo sumando se anula. Luego:

2

= ARyz2

I ARyzz

= 3 /d9 = 3
dmeo (22 + R3)3 2e0(2% + R{)®

Finalmente, sustituyendo A, se concluye el valor de F’;:

= - RyzZz = zZ
Fe:qEA:q262R 0 3:>Fe: qQ
Tho 280(22 + R%)§ 471'60(2’2 + R%)

3
2
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Nétese que como g < 0 esta fuerza apunta en en la direccién —3.

Por otro lado, la fuerza elastica para una distancia z (notar que el resorte se mueve sélo en el eje),
es la que genera el resorte de constante kg, la cual esta dada por

Fr = —kozﬁ

Dado los calculos anteriores, la fuerza total sobre ¢ es:

FZI = d 3 k‘o 2z
2 2
dreg(z2 + R)2

Por otra parte, la fuerza en el eje % esta dada por:

—

Fy=mzz

Si se desea encontrar la frecuencia para pequeiias oscilaciones, consideramos que los valores que toma
2z < 1, con lo que z? =~ 0. Finalmente:

méz( 9Q —k:0>z:>2—|—1< ng+k‘o>z:O

4megR3 m \ 4regR3

y como la ecuacién de la frecuencia en pequefias oscilaciones cumple % + w?z = 0

1 q9Q
=4/— (- k
v \/m < 4regRY * O)

Solucién

a) Es necesario calcular el potencial generado por la semicircunferencia y el creado por la carga
puntual. Para el caso de la semicircunferencia se puede calcular usando la expresion

1 dq
V pu—
() 4%60/|F—F’|

eneste caso ¥ =0y 7' = Ri con 0 € [0, 7] y dg = A\dl = ARdf. Luego

A [ Ri® A
dmeg ) | — RF| 4e
0

Valambre (0)

Adicionalmente es sabido que el potencial que genera una carga puntual esta dado por

_ q
dmegR

‘/carga (O)

Por lo tanto el potencial pedido es la superposicion de los resultados anteriores

q A
= 4+
dmegR  4eg

V(C©)
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b) Por simetria las componentes en horizontales se anulan en el punto C, por ende en ese punto
s6lo existe la superposicién de de componentes verticales. El campo generado por el alambre
vale

1 (7 —7")
E(r) = d
() 47760/|F—F’|3 1
nuevamente se tiene que 7 =0y 7' = Rf con 0 € [0, 7| y dg = A\dl = ARd#, por lo que

m m

B} A\ — R#)RdY Y
/ (0= RA)RdG _ / [cos 02 + sin 0] d = —

A
Ea ambre NE - ]
tambre(0) | — R7|3 4dmegR
0

27T60Ry

 dweo
0

al igual que la parte anterior el campo eléctrico generado por la carga esta dado por

_ q .
Ecarga(o) = 47T60R2y

Finalmente el campo total es

o q A R
BC) = -
() (47T60R2 27T60R) 4

c) Imponiendo E(C) = 0, se tiene que

q

= = 2R\
dmegR? 2megR — 1 k

Solucién

a) Inicialmente determinaremos el potencial que genera un anillo por si sélo y luego se usara el
hecho que E = —VV para determinar el campo eléctrico. De este modo el potencial de un sélo
anillo de radio a y densidad homogénea X\ y con su centro en el origen provoca un potencial

dado por:
1 dq
V(@) =
() 47r60/\77—77’\

donde ¥ = 22, 7' = ar y dg = Aadf con 6 € [0, 27]. Por ende

27
1 Aadb Aa

N 4dmeg / \/m B 260\/2:2-{—7612

V(z)

Extrapolando este resultado al problema se tiene que los anillos estan a distancia L, de modo
que suponiendo que el origen esta en el punto de medio de su separacion, el potencial en el eje

€s
Viz) = Aa _ Aa _& 1 _ 1
20/ +a 2/ h) e PO\ h e ) e
Dado que
Fe—vv=-2;




20 CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE CARGA

Por lo que finalmente

L L
= Aa Z— 3 z+ 35 .
EF=_— 2 - 2 z

(b)) ()

Solucién

a) Recordando, que el campo eléctrico producido por una distribucién de carga dg(7’) vale:

. 1 =

,|3dQ(f’)

" dmeg ) |77

Luego se tiene que: ¥ = ay; 7' = x&; dq = Adz, por lo tanto:

Realizando el cambio de variable:
r = atanf = dx = asec® 0d0

Resulta:

Tr

A Q/a sec 9d6 /a2 tan 0 sec? 0d6
0

a3 sec3 0 a3 sec3 0

0

E(ap) = /cos 0do — & / sin 0d6
471'60@

Obteniendo, finalmente que:

o
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b) Nuevamente usando la definicién se tiene que 7= —ai; 7' =ax&; dg= M\dx
A [o.¢]
= —a—z
El—az)=— |2 | ——————=dx
(—a) 4reg / | —a—z|?
0

Manejando algebraicamente la expresion se obtiene que

T A 0 A
-, 1
47reo (z + a)? 4dmeg T +al, dmega
0

Solucién

Separando el problema en dos partes:

i) Campo producido por las rectas semi-infinitas: Sean (Z';7’) el sistema de referencia para la
recta superior en la figura, y (2”; ") para la recta inferior, orientados de manera que coincidan
con el sistema de referencia de la parte a) entonces:

= A

_ I A A //
4megR

N 47reoR(

(=2 +9) +9")
Ahora descomponiendo en los ejes Z e g (& horizontal hacia la derecha, § vertical hacia arriba):

N T, LT
T :cos§m+s1n—y

8

3T . 3m

= cos — I — sin —
y 3 3 ]

#" = cos =% — sin W@
8 8

A”—cosglfﬁjhsingi“
y = 3 81/
3

Como cos - = sin g, y superponiendo los campos, entonces:

i(—cosﬂ+cos?ﬂr>: A i(—cosﬁ+sing>: A <\f2cosg7r>

B+ FEy =
152 8 8 oneoR 8 27e0R" 8

2meg R

Otra forma mucho mas rapida de resolver esta parte es la siguiente:

V2
dmegR

|Ei| = |Ey| =

Entonces, debido a la simetria con respecto al eje x, las componentes en ¢ de los campos
producidos por las dos rectas se anulan, y se obtiene que:
AT 3

= = = 3m
Fi+ Ey = —2|F1|cos — = ———— cos —
! 2 EAl 8 V2reoR 8
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i) Campo producido por el sector circular: Calculando por definicién, de manera similar a la parte

anterior: . L
= 7=
Ea(7) = dq (7'
9= e | et

Con: 7=0; 7' = Rr ; dg = \Rdf. Entonces:

5
8

Descomponiendo 7 en los ejes cartesianos, y por la paridad e imparidad del coseno y seno
la integral en § se anula (también se puede comprobar esto ltimo debido a la simetria con

respecto a ) resulta:

11w
8 3x
-, A AT El
E =— ) 0do = 0do
3(0) Ireo R /a:cos 27760R/0 cos
5?71'
Luego:
I3 (0) AT . 37 AT COSTr AT . bm . 117
= sin — = — m— —sin —
3 2meg R 111 8 2meg R dmeg R 8

Finalmente, sumando todos los campos, se obtiene que el campo eléctrico total en el punto P vale

, A (1.3 ST i
E a: (sin il COSS) a: (cosTr \/Qsin%)

B 2meg R

8 V2

meoR

Solucién

a) Primero debe usarse el campo eléctrico por definicién para hallar una expresion

. 1 (7 —7")dq
B0 = g | T

4dmeq

En la férmula anterior 7 = zz, 7’ = 2/% y dg = Adz' con 2/ € [0, L] donde \ = %
Analizando por intervalos

o x> 1L
1

B 1
"~ dmeg \z— L

L L
AT / T — Y / de’ A&
471'60 (x — ') Cdmeg ) (x—2)2  4dmeg x — o 0
0 0
e <0
Analogo a lo anterior:
A ( 1 1)

r—L «x

=

o5l
I

4meg

1
x

)

=
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e 0<x<L
En este caso el campo eléctrico es infinito ya se cae en un punto de carga infinita. Esto
puede verse en la integral, ya que si z = 2’ diverge.

b) En este caso un diferencial de fuerza esta dado por dF = E(z)dq = E(x)M\dx , por lo tanto

2L+d
L\ / 1 1 A% L+d 2L +d A2 (L +d)?
47eg r—L = 4rreg d L+d 47reg d(2L + d)
L+d

c) Para la dltima parte debe notarse lo siguiente

(LA (LP+2Ld+d? - L? ~1n 1+£2 2
d2L+d)) 2Ld + d? - o2Ld+d?) "~ 2) "
De lo anterior se termina deduciendo que

1 (AL)%. 1 Q%
= =z
dmeg d? 4deq d?

Que coincide con la fuerza que sienten dos cargas puntuales de carga Q = AL.

—
FN
~

Solucién

a) En este caso, se usara el resultado conocido del campo eléctrico que genera un disco de radio
R y densidad de carga o, el cual corresponde a

o (1 - ) :
260 V22 +R2
Ahora, usando este resultado se considerara z = 0 en el punto P; creciendo hacia arriba. A partir
de esto, el cilindro esta compuesto porqla superposicion infinitesimal de discos (uno encima del
otro). El aporte de campo eléctrico dE que provoca uno de estos discos de ancho infinitesimal
es

. po-dz z .
dE = l———2
2¢0 < V22 + R2>
Por lo que el campo total en el punto estad dado por
—h

B(py) = 22 / (1—@)@:2’2[L—(Vh%R?—W)}@

2¢0
—(L+h)

b) Para resolver este problema, se usara una técnica de analogias. Este problema es un poco
dificil planteando las integrales correspondientes, pero se puede usar otro resultado conocido
como el que genera una barra de densidad lineal Ay de largo L sobre un punto ubicado un eje
perpendicular a ella justo en su mitad.

En este caso, tomando el eje z coincidente con eje de la barra y el origen su punto medio, se

obtiene 7= h#, ¥’ = 22 con z € [—é, %] y dg = Aodz. Entonces

L
3
. 1 hi — 22 AoL
(P2) 4d1eg / (h? + z2)% 0 2meghv/4h? + L2
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Ao
L Uh\
P

Figura 2.3: Situacién analoga al cilindro.

B | b~

Ahora, volviendo al problema, si V' es el volumen de un cilindro es posible afirmar que

dq  dq dV av d 9 9
N T v TP g R = pom
El valor obtenido es equivalente a la carga por unidad de largo que tiene el cilindro del problema.

Finalmente el campo es
= poR%L .
E(PR) = 7
) = A+ 2




Ley de Gauss

I. Problemas Propuestos

Problema 3.1 @

Una distribucién de carga esférica p se extiende desde
r=0ar=R, con

2
P = Po <1—ﬁ>

a) La carga total Q.

Calcular:

b) El campo eléctrico en todo el espacio.

c) El potencial eléctrico en todo el espacio.

Problema 3.2 @

Considere un cable coaxial infinito y rectilineo, el cual
esta compuesto por un cilindro central y diferentes cas-
quetes cilindricos, de radios R1, Ro, R3 y Ry respectiva-
mente, como se ilustra en la figura. Cada material tiene
respectivamente una densidad de carga volumétrica p1,
p2, p3 y pa (Ver Figura). En el caso que el cilindro y
segundo casquete cilindrico (de radio R3) tienen densi-
dad de carga cero (p1 = ps = 0). Encuentre el campo
eléctrico en todo el espacio.

Problema 3.3 @

Considere la siguiente distribucién de volumétrica de car-
ga en coordenadas esféricas
—np 0<r<a
pr) = { <r<b
p a<r<

Donde p es una constante y n es un entero no negativo.
Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio.

25
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Problema 3.4 @®

Se tiene una placa infinita no conductora de espesor

despreciable la cual posee una densidad superficial de

carga —o, y continua a ella, un bloque infinito de espesor

D con una densidad de carga uniforme +p. Todas las F
cargas estan fijas. Calcule la direccién y la magnitud del @~ —-—————-—
campo eléctrico:

+p D
a) a una distancia h encima de la placa cargada ne-

gativamente.

b) dentro del bloque a una distancia d debajo de la
placa cargada negativamente (d < D).

c) a una distancia H bajo fondo del bloque.

Problema 3.5 @®

Considere dos placas paralelas cargadas con densidades

+0 y —o de ancho d como muestra en la figura. Se . .
arroja una carga +q y masa m horizontalmente por el

espacio entre las placas con una velocidad v,. Despre- OV—X){ io

ciando efectos de borde, encuentre la trayectoria seguida 1 ]
por la particula cargada y el angulo que hace su vector
de velocidad con la horizontal en el momento de salir.
Asuma que la separacién de las placas es suficiente para
que la carga pueda salir de ellas.

Problema 3.6 ® a

Considere una esfera maciza de radio R y carga Q. De- a
termine el flujo de campo eléctrico sobre el cuadrado de )

lado @ mostrado en la Figura. / y

Problema 3.7 &

Considere una esfera maciza de densidad de carga pg y
radio R la cual posee una perforacién esférica de radio
a < % a una distancia de d entre sus centros. Demuestre
que el campo eléctrico es constante en cualquier punto
dentro de la cavidad y determine su valor.
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Problema 3.8 &®

Considere dos cilindros infinitos de radios R los cuales
poseen sus ejes paralelos al eje z (entran y salen de la
hoja de papel). Las densidades de carga volumétricas de
los cilindros son p y —p y sus ejes centrales pasan por
los puntos (xg,0) y (—x0,0), respectivamente. Consi-
derando que zg < Ry.

a) Determine el campo eléctrico en la zona de inter-
seccion.

b) Sixzg < Ry, ambos cilindros quedan infinitesimal-
mente cerca, creando un Gnico cilindro equivalen-
te de radio Ry con una densidad de superficial de
carga o(0). Encuentre el valor de esa densidad.

Problema 3.9 @®

Dentro de una esfera de radio a centrada en el origen
hay un campo eléctrico

. E, 2
E(r<a)= =0 <i> 7
€0 a

Para r > a hay vacio. Se pide determinar

a) La distribucién de carga p(r) para r < a.
b) El campo E y el potencial eléctrico para r > a

c) El potencial eléctrico V(r < a).

Problema 3.10 @

Un cilindro infinito de radio R tiene su eje coincidente
con el eje z. El cilindro posee una densidad volumétrica
T

p(r) = = donde a es una constante positiva y  es la

distancia desde el eje del cilindro.

a) Calcule la carga contenida en un cilindro centrado
en el eje z, de radio r y altura h para los casos
r<Ryr>R.

b) Determinar el campo eléctrico E(r) en todo el
espacio.

c) Calcular el potencial eléctrico V() en todo el es-
pacio. Tome como referencia V(r = 0) = 0.

d) Grafique |E(r)| y V(r) en funcién de .

Cilindro Equivalente (xo < Ro)

-->
A\l

|

©

=~
5

=
I

ISHI

:
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Problema 3.11 @

Considere un cable infinito cargado con una densidad ;LO
lineal de carga A\g rodeada por un casquete cilindrico
infinito de radio R de densidad superficial homogénea
0. Si la densidad lineal coincide con el eje del cilindro,
determine:

a) El campo eléctrico en todo el espacio, jes conti-
nuo el campo eléctrico?.

b) El potencial eléctrico en todo el espacio, jes con-
tinuo el potencial eléctrico?. (Use como referencia
V(ir=R)=0)

c) Si el alambre se desplazara una distancia ¢ del eje
del cilindro, jcémo determinaria el nuevo valor del
campo eléctrico?.

Problema 3.12 @®

Use el teorema de Gauss para encontrar el campo eléc-
trico debido a una distribucion de carga

p = poe M|

con pg y k constantes positivas.

a) Muestre que el campo es de la forma E =
(0,0,FE(z)), con E(—z) = —E(z) para z > 0.

b) Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio.

A Q) 0 -
Problema 3.13 ® /x. T /
Se tiene una fuente cargada que consiste en una recta g

infinita cargada, con densidad uniforme X y un plano

infinito cargado con densidad de carga uniforme o. La

recta forma un angulo agudo 2« con el plano. Considere

un punto P esta a una altura h sobre el plano. Determine

(a) Vista Isométrica

a) El campo eléctrico total en un punto P sobre la
recta que bisecta al angulo entre la recta y el

plano.
b) El trabajo necesario para mover una carga puntual P
qo desde el punto P hasta el punto Q) el cual esta o c
ubicado a una distancia % sobre el plano. ,‘3‘&"'@ h f
12

(b) Vista Frontal
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Il. Soluciones

Solucién
a) La carga total en el atomo esta dada por

Q- /// o(r)dV

2r ™ R 9
:///po (1-%) r2 sin Odrd6dyp
0 0 O
R

43 ‘
En general Q # 3ma” - p(r) (hacer esto es un error muy comun en el curso). Esto es verdad
solamente cuando p(r) = cte.

b) El campo eléctrico esta dado por Ley de Gauss, para ello se deben considerar dos posibles casos
(dentro y fuera de la esfera). En ambos casos se asume por simetria esférica que E = E(r)7.

Figura 3.1: Superficie Gaussiana €21 parar > R Figura 3.2: Superficie Gaussiana 25 para r < R

e r > R: En este caso se toma como superficie Gaussiana €21, la cual representa un casquete
esférico de radio » > R.

951
2r ™ R
9 1 r?
drr E(r) = — po|1— 72 2 sin Odrdfdy
€0
0 0 O
_, 2po R3
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e r < RR: En este caso se toma como superficie Gaussiana o, la cual representa un casquete
esférico de radio r < R.

2

/po <1 — ;2> r? sin Odrdfdy
0
3

Notar que dado que r es arbitrario, el lado de izquierdo de la ecuacién de ley de Gauss valdra
siempre 4712 en problemas de simetria esférica.

c) Mientras que el potencial (considerando V(r — o0) = 0)

e r>R
Vir)= —/E(r > R)dr
f 2p0R3
=— d
/ 15607"2 "

B 2p0R?

- 15607"
e r <R

T

V(r) = — /RE(T > R)dr — /E(r < R)dr

R
R2 R3 r 3
Po po [T r
= — dr — ———|d
/15607‘2 " /eo <3 5R2> "
0o R
B 2,0032 po (1,9 2 1 4 4
= e o 6" ) Tt — R

Solucién

a) Primero se debe calcular el campo eléctrico producido por un cilindro infinito cargado (radio R,
densidad p constante) centrado en el origen. Usando Ley de Gauss:

Dada la geometria del problema: E = E(r)# en coordenadas cilindricas, luego:

Para r < R:
27 h

//E~d§://Erd9dz:27rrhE:Q
0 0

€0
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Por otro lado

—

2
Q:///pdV:pWTQh:QWThE:pﬂ:h:>E(r<R):2p:f
0 0

El caso » > R es irrelevante para esta pregunta, luego no es necesario calcularlo ya que la zona
donde se pide calcular el campo es tal que » < R siempre.

=y

X0

Figura 3.3: Vectores posicion en el area de interseccion

Ahora volviendo al problema original, sean F; y E5 los campos producidos por los cilindros
cargados con —p y +p respectivamente, usando el resultado anteriormente encontrado:

= T 1
E = _Lrl __Pr

260 260
= pra. P2
2¢q 2¢€0
Donde los vectores 7 y 75 se miden desde el centro del cilindro correspondiente a cada uno de
ellos (Figura [3.3)). Finalmente, usando que:

Fl — 772 = 21‘0.’2’

Se obtiene:
EZEH—}-EE = L(_'2—7_"1) = —@i
260 €0
b) Si 29 < R entonces en el borde del “Cilindro equivalente” posee un espesor Ar = r; — ra.
Donde los segmentos de r1, 79 y 22 forman un triangulo, cuyo dngulo opuesto al lado r5 es 6.
Asi, usando el teorema del coseno (y, por simplicidad, definiendo d = 2xy) :

re = \/r} + d? — 2r1d cos @
Luego como % — 0 entonces se realiza una aproximacién de Taylor en torno a d = 0, de lo
que resulta:
4 ! (2d — 2 cos0)],_, (d — 0) dcos
ro A2 1Ty —2rycosf)|,_q(d—0)=ry —dcos
2\/7’% +d? — 2ridcos@ =0
Por lo tanto:

Ar =171 —r9y &~ dcosf
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Por otra parte, en un pequefio volumen dV en el borde del “Cilindro equivalente” existe una
carga AQ, que cumple:

AQ = pdV = pAAAr = pAAdcosf

Finalmente, de la relacién anterior es posible definir una densidad de carga superficial en el
borde del “Cilindro equivalente” cuando zy < R:

o= pAr = o = pdcosf = 2xgpcosd

Nota: observar que dicha densidad o es consistente en sus signo con la distribucién de las cargas
en el “Cilindro equivalente” pues es proporcional a cos .

Solucién |3.10

a) La carga contenida sera para r < R:

Qene(r < R) = /// p(r)dv = /h 7 / L rdrdod: = 27;};7'3
0 0 O

mientras tanto, en el caso r > R

<

h 27 R
2 3
Qune(r > R) = /// o(r)dV = / / / T rdrdods = 2B
a 3a
0 0 O

b) Usando la ley de Gauss para r < R:
enc 27h 3 -~ 2
//E Q s B(r) - 2mrh = 2 Fry = i

3@60 3a60

De igual forma, para r > R:

o7 enc 2h 3 ol 3
//E'dS:Q = E(r)-2nrh = ;TR = E(r) = R 7

€0 aeq 3aegr

c) El potencial V(r), usando como referencia V(r = 0) = 0 , estara dado por

Vir) = V(r) - V(0) = — / E(r)dr
0

Para un radio » < R el potencial esta dado por

o2 3
r r

Viry=—| —dr=———
(r) 3aeg " 9aeg
0
de forma parecida, el potencial para un radio 7 > R es

R T
r? R R ry 1
= — dr — dr = — In({—= —
Vir) /3(160 " /3aeor " 3aeg {n <R) + 3]
0 R

d) Los graficos estan dados por
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E(r)| 3
RZ
3ag, i
R r
Figura 3.4: Campo Eléctrico Figura 3.5: Potencial Eléctrico

Solucién [3.13

a) Dado que el sistema esta compuesto por una recta infinita y un plano infinito, se determina
cual es el campo eléctrico que genera cada uno de ellos y luego se procedera a la rotacién del
resultado. Como resultados generales para un plano infinito y una recta se tiene que:

Lo " A .
//E.dsz Qene — 24B(z) =12 = E(x) = 2
€0 €0 2¢€p
T enc AL = A N
/ E-dS:Q = 2nmrLE(r) = — = E(r) = 7
€0 €0 2mreg

En este problema se debe tomar como referencia la siguiente Figura

A

Figura 3.6: Campos Eléctricos en un punto sobre la bisectriz

Se toma un punto P arbitrario a una distancia y desde la bisectriz hasta el plano. Sobre ese punto
actian dos campos eléctricos (El y Ey provocados por el plano y por la recta, respectivamente),
de modo que la superposicion de ambos campos es el campo total en el punto. Usando el sistema
de referencia de la Figura[3.6] el campo total vale:

Ep = |E\|§ — | Es| cos(200) + | Ea| sin(2a))#
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Donde A\
N o -
‘E1| = — ’E2’ =
2€p 2myeq

Notese que dado la recta donde se quiere conocer el campo es bisectriz, la distancia del plano
al punto debe ser igual a la de la recta cargada a la bisectriz (congruencia de triangulos).
Finalmente el campo total cuando y = h vale

- Asin (2a) . o Acos(2a) .
Er(h) = ———= _——
r(h) 2mheg T (260 2mheg

b) El trabajo necesario para mover la carga esta dado por la siguiente expresion

B
W__Q/ET@/)'JZ
A

Enestacaso A=hy B = % ademas dado que no es ni un camino horizontal ni vertical, se
tiene que dl = dai + dy1, donde en la recta bisectriz se cumple que % = tan « (pendiente de

la bisectriz). Reemplazando

Asin (2 A 2 d
W:_q/ Asin(2a) (o AcosQa)N N dy o
2myeq 2¢€0 2myeq tan o
h
h h
2

2
Asin (2 d A 2
- / sin (2a) dy +/ o Acos (2a) dy
2myey tana 2¢q 2myeq
h h

_y [Asm@a) In(2) + (Uh _ Acos (2a) ln(2)>]

2mep tan o 4760 2meg

h Aln(2 in 2
_ah  q n(2) (sin2a o820
4eg 2meq tan o

[Ny




Conductores, Condensadores y Energia

Problemas Propuestos

Problema 4.1 @®

a)

Calcule la fuerza eléctrica que actta sobre las pla-
cas de un condensador de placas planas, cargado
con carga ().

Considere que la carga @ sobre las placas del con-
densador se mantiene y que su capacidad es C.
Calcule el trabajo que se realiza al llevar las placas
a la mitad de la distancia original, manteniendo
la carga constante. Puede suponer que las placas
poseen una area A muy grande.

Este nuevo condensador se conecta en paralelo
con otro condensador inicialmente descargado e
igual al condensador de la parte (a). Calcule la
diferencia de potencial entre las placas del con-
densador equivalente.

Problema 4.2 @

Un alambre infinito tiene una distribucién lineal de carga
A > 0. El alambre se encuentra ubicado en el centro de
una superficie cilindrica conductora infinita muy delgada
de radio R conectada a tierra como se muestra en la
Figura.

a)

b)
c)

Encuentre la densidad de carga superficial induci-
da o en la superficie interior conductora.

Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio.

Encuentre el potencial eléctrico en todo el espacio.

+0

1.
o

35
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Problema 4.3 ®

Se desea disefiar un condensador esférico a partir de
un casquete conductor esférico de radio exterior a, que
sea capaz de almacenar la mayor cantidad de energia
posible, sujeto a la restriccion que el campo eléctrico en
la superficie de la esfera conductora interior, concéntrica
con el casquete y de radio b < a, no pueda exceder un
valor dado Ey. Calcule, en funcién de Ey, a y constantes,
el valor que debe tener el radio b y la magnitud de la
energia que puede almacenar el conductor.

Problema 4.4 @®

Se tienen dos esferas conductoras de radio R y Ro
separadas entre si una distancia suficientemente grande
que asegura que cualquier carga sobre ellas se distribuye
uniformemente, sin que la presencia de una esfera afecte
a la otra. Se desea distribuir una carga @ entre las dos
esfera de manera que la energia potencial electrostatica
del sistema de las dos esferas sea minima. Claramente,
en una esfera habra Q —q y en la otra ¢. j Cuanto vale g,
cual es energia total y cudl es el potencial de cada esfera
cuando se alcanza la condicién de energia minima?.

Problema 4.5 @

Una esfera metalica se encuentra inicialmente descarga-
da. Ahora imagine que una carga positiva ¢ es colocada
en algin lugar (no necesariamente el centro) dentro de
la esfera y sin tocar las paredes.

a) {Qué carga se induce en la pared interior y exterior
de la esfera?. Indicar cualitativamente la concen-
tracion de densidad de carga inducida.

b) Suponga que se mueve la carga ¢ dentro de la
cavidad. jCambia la distribucién en la superficie
exterior de la esfera?.

c) Ahora se coloca una carga ¢ en contacto con la
superficie interior de la esfera. jCémo queda la
distribucién de carga en la superficie interior y ex-
terior?.

d) {Qué sucede si ahora se acerca otra carga ¢’ cerca
de la superficie exterior del conductor?.

Conductor
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Problema 4.6 @

Un i6n es acelerado desde el reposo hasta una diferencia
de potencial Vj para luego entrar en una regién entre
dos electrodos cilindricos muy largos A y B, de radios
a y b respectivamente (a < b). El ién recorre una media
circunferencia de radio rg haciendo una trayectoria cir-
cular. Despreciando efectos de borde y asumiendo que
los cilindros son muy largos en comparacién al espa-
cio que los separa, encuentre la diferencia de potencial
VBa.

Problema 4.7 @

Uno de los primeros modelos de 4tomo, como un ente
compuesto de partes cargadas, lo propuso el descubridor
del electrén Joseph John Thomson en 1904. Este mo-
delo, también conocido como el modelo del pastel de
fresas, concibe al atomo como una esfera de carga po-
sitiva, en la cual estan incrustados los electrones. En el
espiritu del modelo del pastel de fresas, modelemos un
atomo de hidrogeno (en equilibrio estatico) como una
esfera de radio Ry de carga negativa —e uniformemente
distribuida en su volumen (el electrén fresa), rodeada
de una esfera mas grande (concéntrica a la primera), de
radio Ry > Ry, con carga positiva +e uniformemente
distribuida en el volumen comprendido entre Ry y Ras.
Determine la energia de formacion de este atomo (i.e.
el trabajo necesario para formarlo trayendo las cargas
desde el infinito).

Problema 4.8 @

Considere una esfera maciza conductora de radio a se
encuentra a un potencial Vj en toda su superficie con
respecto al infinito. La esfera esta recubierta por un cas-
quete esférico conductor de radio interno b y radio ex-
terno c.

a) Determine el campo eléctrico y el potencial eléc-
trico en todo el espacio. Ademas encuentre las
densidades de carga inducidas en los conductores.

b) Si el casquete esférico se conecta a tierra, jcémo
cambian sus respuestas anteriores?.

Fuente de Iones
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Problema 4.9 @®

Considere una esfera maciza conductora de radio R con
una burbuja esférica excéntrica de radio c. El centro de
la burbuja estd a una distancia b del centro de la esfera
metélica. La esfera tiene una carga @). Determine el po-
tencial en el interior de la burbuja. jCémo se modifica
el resultado si la burbuja no es esférica?

Problema 4.10 .

Considere dos esferas conductoras de radios a y b. Las
esferas estan lo suficientemente lejos una de otra como
para despreciar su interaccion, (i.e. el equilibrio electro-
estatico de una esfera no se ve afectado por el campo
que genera la carga contenida en la otra).

a) Suponga que las esferas tienen cargas Q1 y Q2,
respectivamente. Las esferas se ponen en contac-
to mediante un cable lo suficientemente largo, el
cual posee un interruptor. Se conectan las dos es-
feras y se espera hasta que el sistema alcance el Interruptor %
equilibrio electroestatico, para luego desconectar ?
el interruptor. Determine la carga que posee ca-
da esfera luego que se desconecta el interruptor.
i Qué esfera queda con mayor carga?.

b) Considere ahora que las esferas estan descargadas
y desconectadas. Suponga ahora que la distan-
cia que separa las esferas es d >> a,b desde sus \li
centros. Considerando que dos conductores cua-
lesquiera pueden formar un capacitor, determine
la capacitancia de esta configuracién.

Problema 4.11 @®

Considere dos condensadores cilindricos como se indican

en la figura. Los condensadores tienen radios R; y Rs L
y el otro R3 y Ry (ver figura), determine la capacitan-
cia equivalente entre los puntos A y B. Suponga que
Ry, Ry, R3, Ry < L. — —
R Rs
> >




|. PROBLEMAS PROPUESTOS

39

Problema 4.12 @

Un sistema consiste de dos cascarones conductores ci-
lindricos concéntricos de longitud L > d (a, b, ¢, d
definidos en la figura). El cascarén interior contiene una
carga total +@Q y el exterior una carga total —(@Q. Deter-
mine:

a) La densidad carga en cada una de las cuatro su-
perficies conductoras.

b) El potencial en todo el espacio.

c) La diferencia de potencial de los conductores ci-
lindricos.

Problema 4.13 @

Una carga +(Q se encuentra inserta en un alambre con-
ductor de largo L y radio Ry muy pequefio. Un cascarén
cilindrico conductor neutro de radios interno Ry y ex-
terno Rs y largo L es ubicado simétricamente alrededor
del alambre (ver figura). Tener en cuenta que: Ry < Ry,
Ry < L. Calcule:

a) La densidad lineal de carga A del alambre.

b) La densidad superficial de carga en la capa interna
y externa del cascardn; y la densidad volumétrica
de carga dentro del conductor.

c) El campo eléctrico en todo el espacio.

Ahora deposite una carga —(Q en el cascarén cilindrico,
calcule:

d) Las nuevas densidades de carga superficiales en las
capas interna y externa del cascardn, y también la
densidad volumétrica dentro de éste.

e) El nuevo campo eléctrico en todo el espacio.

f) La diferencia de potencial entre el cilindro y el
alambre AV = Veilindro — V;Iambre-

g) La capacidad (o capacitancia) del sistema.
h) La energia almacenada en el sistema.

i) La capacidad C’ si ahora el alambre tiene carga
+2@Q vy el cascarén tiene carga -2Q).

L

(a) Vista Exterior

Q‘A

(b) Vista Interior
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Problema 4.14 @

Una esfera maciza de radio a y carga @ uniformemen-
te distribuida es blindada por una capa conductora de
espesor uniforme a. La carga neta de la capa es nula.
Calcule y grafique el potencial ¢(r) en todo el espacio.
Considere ¢ nulo infinitamente lejos de la esfera.

Problema 4.15 &*

Un bloque macizo infinito en sus coordenadas x e y,
posee su espesor entre 2 = a y z = —a. En el espacio
existe una densidad de carga dada por

0 |z > a

=1 [exp <_%) texp (%)] 2l <a

con po y & constantes positivas conocidas.

a) El campo eléctrico en todo el espacio.

b) Si 6 < a, determine nuevamente el campo eléc-
trico en el espacio jqué tipo de comportamien-
to presenta el material?. Justifique su respuesta.
Dibuje las lineas de campo en la préximidad del
material considerando la aproximacién.

c) Usando el campo eléctrico calculado en b) deter-
mine el potencial electrostatico en todo el espacio.
Use como referencia V(z = —a) = Vp. Dibuje
claramente las superficies equipotenciales.

Problema 4.16 @®

Sean dos cilindros infinitos concéntricos conductores,
uno de ellos macizo de radio Ry, y el otro un cascarén
de radios R4 y R5 conectado a tierra, como muestra la
figura. Se coloca una densidad volumétrica de carga pg
entre los cilindros de ancho (R3 — Ra).

a) Determine el campo eléctrico en todo el espacio
y las densidades de cargas inducidas en las super-
ficies conductoras.

b) Calcule la diferencia de potencial entre los con-
ductores.




II. SOLUCIONES 41

Soluciones

Solucién

a)

2
La energia de un condensador es U = %% dado que un condensador es de placas paralelas su

capacitancia esta dada por C' = % donde A es el area de las placas y z la distancia que las
separa, por lo que la fuerza es

Si se desea disminuir a la mitad la distancia entre las placas del condensador C' = %, se tiene
que la nueva capacitancia vale

_ Aeg

z

C’ =2C
2

Por lo que el trabajo puede ser calculado por la diferencia de energias que experimenta el

condensador
1Q2 1Q*  @Q?

W = Ufinal - Uinicial = 5% - 56 - _E

En este caso los condensadores son conectados en paralelo, por lo que la capacitancia del
condensador equivalente es
Ceg=C+2C =3C

donde la diferencia de potencial queda determinada por

Q
AV = %
V=30

Solucién

a)

Para iniciar el problema hay calcular el campo eléctrico usando la ley de Gauss. Para r < R se
tiene que:

7@

//E'-d_gzq:E(r)QﬂrL:)\LzE’:
€0

€0 2megr
De este resultado ya puede deducirse la densidad de carga, dado que en el borde de un conductor

. = . . N . = A
se tiene que F = Th = g(—1"). El resultado anterior tiene que ser igual a F(R) = 7,
€0 €0 2meg R
por lo que
_ A
 27R

Luego para r > R : Dado que la capa externa del conductor esta conectada a tierra, éste posee
potencial cero en toda su superficie lo que provoca que solamente exista la carga negativa
anteriormente calculada. Por lo tanto, volviendo a usar ley de Gauss:

- AL 4 (—525) - 27 RL .
/Edszq: +( QFR) il =0—=F=0
€0 €0

Notar que la conexién a tierra provoca fisicamente una descarga de la capa exterior del conduc-
tor.




42 CAPITULO 4. CONDUCTORES, CONDENSADORES Y ENERGIA

c) Para el calculo de potenciales hay que notar que para r > R se tiene que
E=-VV =0= V(r) = Cte.

Luego como el potencial es continuo y V(R) = 0 (conexién a tierra) se deduce que

Solucién

Suponiendo una carga Q en la superficie conductora de radio b, entonces el campo eléctrico a una
distancia r del origen sera de la forma:

By =9 —y_- @ <i—1)

- Amegr? e a

Donde V es la diferencia de potencial entre la superficie de radio interior y exterior. De esta manera,

se obtiene la capacidad del sistema:
4dmegab
C = Q _ 4
\%4 a—2b
Por otro lado, tomando el caso limite » = b en el cual el campo eléctrico alcanza su maximo valor
posible E(r = b) = Ey, se tiene:

VE
Eo:g:>Q:47rb2<7:47r17260E0:>E<7'): 20
€0 "

Luego se usan estos valores obtenidos para calcular la energia del sistema:

B Q72 B 27reob3E§(a —b)

U= —
2C a

Ahora para encontrar su maximo (o minimo):

dl) 271 GOE[% 2 3 3a
_ = — 4 — _
5 (3ab b’)=0=b 1

Luego calculando la segunda derivada:

d*U  2megE? ) " 3a 2megEZ (18a? — 27a?

Por lo tanto, U (b = %“) es maximo, con:

ulo=32) - 27reoBia’
4 128
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Solucién

Se supondra que la esfera conductora de radio R; tiene una carga @@ — q y que la esfera conductora
de radio Ry tiene una carga ¢. Los campos eléctricos que generan ambas esferas son

El(T1 > Rl) = %,’21 EQ(TQ > RQ) = 72f2
TEOT] dmegrs

Donde 71 y 79 son vectores unitarios en coordenadas esféricas con origen en las esferas R; y Ro,
respectivamente. Dado que las dos esferas estan muy alejadas entre si, se considera que el campo
eléctrico de una no afecta sobre la otra, por lo que la energia de la esfera de radio R; es

% %7 \Eq 2dr

Todo el Espacio

Ui

2w oo

€0 Q—q ?
== / / / <~ | risinfdridfdy
2 dmegry
0 0 Ry
9 [e.@]
_@Q@=9q) [dn
8meg ’I“%
Ry
_ Q-9
8meg Ry
¢
Anéalogamente, se tiene que Us = . Luego, la energia total es
8meg Ro

(Q—q)? N q*

Ur=U,4+U; =
r 1+ %% 8meg Ry 8meg Ro

Dado que se desea encontrar un minimo o un maximo

d 1 _ * *
Ur _ Bl U O S O]
dq 41req Ry R Ri + Ry
Lo que es efectivamente minimo ya que
d*Ur 1 [1 1
s I T 0
dq? 4meg [Rl + RJ ~

Por lo que la energia minima total esta dada por

(Q—q*)? N q? Q?

Umin = =
Smeg Ry 8megRe  8mep(R1 + Ra2)

Por lo tanto, los potenciales a minima energia son

00 ) A Q- q* Q
Vi(Ry) = | E Hdrity = N

1(Ry) / 1(r1)fy - drify dregR1  4meg(R1 + R2)
Ry

¢ Q
47T60R2 471'60(R1 + RQ)

Va(R2) = /E2(T2)f2 dratg =
Ry
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Solucién

Dada la configuracién de la figura, se llamara V4 y Vi a los potenciales de la placa interior y exterior
respectivamente. Dado que inicialmente el i6n de masa m y carga ¢ se encuentra en reposo y es
acelerado mediante una diferencia de potencial, se tiene que por conservacion de la energia

1 1
Uinicial + Kinicial - Ufinal + Kinicial — §mvi2m'cml + q‘/;nicial - imvjz%'nal + quinal

De este modo si vVinicial = 0, Vinicial = Vo, Vyinar = 0, se obtiene que la velocidad con la cual el ién

entra a las placas cilindricas es
29V
v=4]—
m

Por otra parte, si se supone una densidad de carga o, (a priori desconocida) en el electrodo interior
y se obvian efectos de borde, el campo eléctrico que existe dentro de los electrodos semicilindricos es
el mismo en el que existiria en un capacitor cilindrico completo, por lo tanto por ley de Gauss para
T € [a,b] se tiene que

Oq - 2malL - O .
—_ = 7

E(r) =

/ E-dS=2 = E(r)-2nrL =
€0 eor

q

€0
Volviendo a analizar el movimiento del idn, si se desea que cumpla un movimiento circunferencia de
radio 7, su aceleracién en coordenadas cilindricas debe estar dada por

. ’U2
a=—rt*f = d=——r
To
Por Newton )
. . 2V,
F =qE(rg) =ma = q- 9ad _ _m U—:>aa:— 0€0
€070 ro a
Reemplazando
. MW
E(r)= -4
(r=-2"27
Finalmente ,
2V b
Vg — Va4 = /Odr =2VyIn ()
r a
a

Solucién

a) Se supondra conocida la densidad de carga o, de la esfera de radio a. Dada la simetria esférica
y que el conductor de radios b y ¢ esta descargado se tiene por ley de Gauss que

- 4ra’o, 20?
//E-dS:E(r)-47rr2:7mU — B(r) = 2
€0

eor?

En resumen

0 O<r<a
2,

ffgr a<r<b
0 b<r<e
a? 4

> r>C
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En los intervalos [0,a) U [b,c) el campo eléctrico es 0 debido a que en ese espacio hay un
conductor.

Luego dado que el potencial sobre en la esfera es 1} se tiene que

a c b a
o 2 2 2/1 1 1
Vbz/E.dzz/(’“‘gf-dmﬁ/o.drf/%c;f.drf:““a <+>
€or €qr €0 c b a
o) c b

o
De la altima expresion

eoVo
A1

[

Oq —

Dado que esta carga induce las otras cargas de induccién en el otro conductor, se cumple que

4ma’o, = —4mb%o,  (induccién de carga en la superficie interior)
dmb’oy, = —4nc®o.  (induccién de carga en la superficie exterior)
Por lo tanto
a? eoVo
9= 775% = 7971 1 1
b v (c—3+73)

Usado lo calculado en la parte anterior se tiene que el campo eléctrico es

e Sire0,a)U][bc)

E=0
e Sire (a,blU/(c,00).
2
N P Vo R
E= = 7
6(]7“2 (l _ % + l) 7«2
El potencial estara dado por intervalos
e Sir e (c,00). @
/ 040> 040> %)
V(r):—/ 57 drf = = 41 1
cor S
oo
o Sire (bl
c 00> / 00> Vo
V(r):—/ Qf"drf’—/Of"drf’: =TT 3
€r €0C (f -3t 5) c

o Cc
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e Sir e (a,b. @

(& a2 T R ' a2 a2 a2 1 1
V(r):—/a “2f-drf—/0f-drb—/"“2f-drf:‘m + 22 ( —)
€or €T €oC €0 r b
0o c b
Vole =5+ )
V(T)Zﬁ
c b a
e Sirel0,al.
Vi(r) =V

d) La conexién a tierra provoca los siguientes cambios:

e La conexién a tierra provoca por definicién potencial nulo en cada punto del conductor,
luego para que esta condicién se cumpla es necesario que cargas negativas suban de la
tierra y anulen la carga que existe en la capa de radio ¢ del conductor. En consecuencia
se tendra 0. = 0, con lo cual se cumple que el potencial es nulo en el conductor, ya que
op anula el campo eléctrico es producido por o, (las cuales se mantienen constantes). De
esta forma, el potencial es nulo para cualquier radio r > c.

e El campo eléctrico en ese caso vale

o Sire (0,a)Ul[b,00).

o Sirela,b).

e El potencial en este caso vale

o Sir e [b,00).

V(ir)=0
o Sir € [a,b).
Vo 1 1
0=ty (o)
o Sirel0,a).

Solucién

La esfera conductora tiene una carga +@Q que se puede distribuir tanto en su superficie exterior como
dentro de la cavidad interior. Dado que no existe ninguna carga dentro de la burbuja, la carga que se



Bender
Nota adhesiva
b
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acumula en el borde de la misma es nula. Luego, la carga +(Q se distribuye homogéneamente en la
superficie exterior de radio R.

De lo anterior, también se deduce que el campo eléctrico es nulo en cualquier punto dentro de la
esfera (r < R), incluyendo los puntos dentro de la burbuja.

Entonces, el campo eléctrico para > R puede ser determinado por Ley de Gauss

JJEas = — g L

= 7
€0 4dmregr?

Lo anterior implica que el potencial en V(R) es

Q Q

T =
dmegr? dmeoR

V(R) = —

[e.9]

Como el campo eléctrico es nulo en todos los puntos » < R, el potencial es constante en todos los
puntos (incluyendo la cavidad) y tiene un valor de V/(R) (valor del borde). Nétese el hecho que no
es necesario una forma esférica para que este analisis siga siendo valido.

Solucién

a) Dada la simetria cilindrica del problema, es posible usar la Ley de Gauss. Para encontrar las
densidades de cargas inducidas en las superficies conductoras o, y o}, se aplica Gauss para un

r € [a,b] ol
/E‘,‘_d‘S_QGnc_Ua' TG
€0 €0

Por una parte dentro de un conductor siempre E = 0, por lo que ffﬁ -dS = 0. Luego se debe
cumplir que
-2mal
Oa 2MaL ___ 0y =0
€0

Como el conductor interior esta cargado con +(), las densidades de sobre sus superficies deben

cumplir que
04 2maLl + o - 27Dl = () = o0 = %
Analogamente, al aplicar Gauss para r € [c, d] se tiene que
//E'dg_qenc_Q+UC‘27TCL_O:>UC—— Q
€0 €0 2mel

Finalmente como el conductor esta cargado —() se tiene que

oc-2mcL 4+ 04 -2wdL = —Q — 04 =0

b) Para determinar el potencial, previamente hay que determinar el campo eléctrico. En base a lo
anterior para r < b se tiene ¢ene = 0, luego

E=0
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Para r € (b, ¢) se tiene gene = @, por lo que

//E qe”C:E(r)~2ﬂrL:Q:E: Q@ _;
€0 2mwegrL

Luego para r > ¢ nuevamente ¢, = 0 (notar que toda la carga —@Q se acumula en la superficie
en r = ¢), entonces

—

E=0

Entonces tomando el potencial V(r — oo) = 0, se obtiene que

Para un r > c se tiene que

Para r € [b, ¢] se tiene que

@ dr = @ ln<g>

_ | E dl— [ Eb dl = —
/ (r>c) / (b<r<e) 2mweqrL 2megL

C

Finalmente para r < b

b

B b
. . . - Q Q
e g7 N _ 1
/ (r > ¢)-dl / (b<r<e)d / (r <b)dl = /27T60er7’ oreol n

C

c) La diferencia de potencial esta dada por

Solucién |4.14

Para iniciar este problema se debe primero intuir como sera el potencial en todo el espacio, para ello
se debe notar lo siguiente:

= La funcién potencial ¢ es continua en todo el espacio.

= Un conductor es una equipotencial, por lo que en cualquier punto dentro de él la funcién ¢

tendra el mismo valor. Por lo tanto para r € [a, 2a] la funcién ¢ valdra un valor ¢y constante.

= La Ley de Gauss es ciega, sélo le importa la cantidad de carga encerrada dentro de la

superficie gaussiana que se este tomando (respetando la simetria del problema) por lo que
para r > 2a el campo eléctrico sera el mismo si existiese o no el conductor. Evidentemente
pasara lo mismo parar < a .

(

b

C

)
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Figura 4.1: Campo Eléctrico para r > 2a Figura 4.2: Campo Eléctrico para r < a

Dadas las consideraciones anteriores y la simetria esférica, procedemos a calcular el campo eléctrico
en todo el espacio (para luego calcular el potencial).

s Parar > 2a.

€0 - 47T607"2T
Q
= Para a <71 < 2a.
E(r)=0
= Parar <a.
3
= e Gencerrada 2 Qr = Qr
E(r)dS = 72 — E(r) -4 =2 — E(r)=
// (r) €0 (r) - dmr €oa’ (r) 47T€0a37°
Q
Luego el potencial estarad dado por
= Para r > 2a. ;
o(r) / (r)dr 4dmegr? " dmegr
T 0o

s Para a < r < 2a. Dado que el potencial es continuo, tendra el mismo valor que tiene en la
frontera para el caso anterior, es decir:

= 2 =
o) = 9(20) = L
s Parar <a.

r 2a Q a r Q Q Q( 5 2)

r a® —r

#(r) / (r)dr / 4degr? dr + / (r)dr + 4dmega’ dr 87r60a+ 8mega’

[ele) [e%e] 2a a
——

=0
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Finalmente el grafico estara dado por:

o(r)
Q

4mepa

8repa

a 2a r

Figura 4.3: Grafico de la funcién ¢(r)

Solucién

a) Usando la geometria del problema, se puede deducir que el campo eléctrico es de la forma

E = E(2)%. En particular cabe notar que como p(z) = p(—z) el campo eléctrico en un
punto zq sobre el eje z apuntara en el sentido inverso en punto —zy de modo que |E(—z2¢)| =
|E(z0)] = E(—20) = —E(20)% (ie. existe una simetria del campo eléctrico con respecto al

plano xy). Para encontrar el valor del campo eléctrico es necesario usar la ley de Gauss tomando
un cilindro centrado en origen con tapas de area A. Luego

e Para |29] < a

Figura 4.4: Superficie Gaussiana para |z| < a
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Usando ley de Gauss para calcular el campo eléctrico en punto 2y € [—a, d]

// E—.’ . d‘g _ Gencerrada

Tapas

€0
E(z0)2- A2+ —E(20)2 - —Az2 = 610 /// p(z)dV

Cilindro

20
A _
2A - E(z) = . / 00 [exp <_z:;a> + exp (z 5 a)} dz

%
F1 20
E(zo):zp—eoo /exp (—Z}—a>dz+ /exp (Z;a)dz
L—20 —20
[ 20 . 20
= —0 exp <_z+a> +(5exp(z a)
2¢0 2 1) 2

0
:&5 exp(z0+a>+exp <Zo—a>:|
€ | )

Ahora se puede concluir que E(zp) = E(z0)% para zp € [0,a] y E(z0) = —E(20)% para
20 € [—a, 0], pero dado que E(—zp) = —FE(zp) , se resume que

E(z) = _[)6005 [exp <—ZO;_G> — exp <206—a>] z

e Para |z9| > a

E(z0)2
A w
< )
T N =20
| 3 z=a
! 7=—a
) L 777777777777777777777777777777777777 Z=—20
A
—E(20)2

Figura 4.5: Superficie Gaussiana para |z| > a
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Analogo al calculo anterior, se tiene que para un punto zg fuera del bloque macizo se tiene

// ‘S _ Qencerrada
€0

Tapas
1 r z+a Z—a
E(z) = %, /po [exp <_5> + exp <5>] dz

—a

_ Po z+a zZ—a
= %, /exp( 5 )dz—i—/exp( 5 >dz

—a —a

:'00[—5exp<—z+a) +5exp<z_a>
260 —a 1)

i

p05 {1—e p( 2a>}2 z0 < —a
€0 )

. . . ., a .
b) La aproximacién dice que 6 < a por lo que se asumira que 5 — 00. Para |z| > a, se tiene que:

Ble = 22 |1 —exw ()|~ 22

Por lo tanto

)
&2 Z0 > a
o €0
E(z0) = 5
—plé 20 < —a
€0

Para el caso |z| < a se puede hacer de mas de una forma, una es analizando la expresién

E(z) = p;f [— exp (_zo;a> + exp <Z05—a>]
= e (5) [en (-3) + e ()]

Se tiene que exp (—%) — 0, por lo que E(z9) — 0. Sin embargo hay que tener cuidado ya

_ . <0
que cuando zp — a~ (en las cercanias del borde), el valor de exp (;) se vuelve muy grande y

anula el efecto anterior dejando E(zp — a) constante (jla aproximacién provoca que la funcién
E(zg) crezca muy rapido en las cercanias de a™!).
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El analisis también en valido para zp — —a por simetria.

Otra forma mucho mas claro para verlo es usar una aproximacién segin Taylor al primer orden,

es decir
B pié B _wta 20— a
E(z) = - [ exp< 5 ) —|—exp< 5 )]

<28 oy (5] P () e (5) + T ()

2p0z0 ( a)
=~ exp ( ——
€0 1)

Si examina la expresion, se sabe que el valor 2y esta acotado por “a” por lo tanto la expresion
e a
no puede crecer infinitamente y no puede contrastar el hecho que exp <_S> — 0.

Se concluye que E = 0 para zg € (—a,a).

Como ya se vio, los casos interesantes ocurren en los valores 29 = a 0 zg = —a, en el cual
aparece una discontinuidad entre los valores de campo eléctrico. Dado los resultados anteriores,
podemos que concluir que el material se comporta como un bloque conductor, dentro de él
se tiene E = 0 y fuera de &l se tiene un valor constante (debido a la carga en sus caras). El
término pgd — o corresponde a la densidad de carga superficial en las caras del conductor. Las
lineas de carga se representan en la Figura [4.6]

Figura 4.6: Lineas de Campo perpendiculares al bloque (en azul).

Las lineas de campo poseen esta forma debido a que siguen la direccién del campo eléctrico
(paralelo al eje z). Dentro del conductor no hay lineas debido a que no hay campo eléctrico.
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c) Usando de referencia V(z = —a) = Vj se tiene que la expresién genérica para el potencial
eléctrico es

V(z) = V(-a)= —/E(z)dz = V(z) = —/E(z)dz +W

Analizando por intervalos:

e —a<z<a

N——
—a 0
e 2>
a z z 6
V@:—/E@M—/E@M+%:%— PO gy = v — 222 — a)
N~ 0 €0
—a 0 a a
e 2 < —a

V@:—/E@M+%:%_/_MM:%+Wk+®
€0 €0

Notar que el valor del potencial es simétrico con respecto al plano xy en el caso que
|z| > a, ya que se cumple que V(—zp) = V(z0). Lo anterior es intuitivo, ya que el trabajo
de mover una carga desde el origen hasta zy sera el mismo que del origen a —zq, todo
debido a la simetria.

Z4

Figura 4.7: Equipotenciales paralelas al plano zy (en rojo).

Las equipotenciales son las mostradas en la Figura estas superficies son planos paralelos al
zy, ya que el potencial depende sélo del valor de la altura z.
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Solucién

a) Se consideran los distintos casos segun la distancia r desde el centro de la esfera interior.

e E(0<r <R
Dado que el cilindro interior es un conductor,

E=0

(] E(Rl <r< RQ)
Considerando la simetria del problema, se puede hacer uso de la Ley de Gauss:

/ E“"d‘SZQenc

€0

S

Nétese que no hay carga encerrada en el interior de un radio » < Rg, antes de la densidad
de carga. Luego se tiene:

/ E-dS=0=E=0

S
La densidad de carga sobre un conductor puede ser obtenida de
o(r=Ry)

E(Ry) = -

f':>U(T=R1):O

° E(RQ <r < R3)
Haciendo uso de la Ley de Gauss con un procedimiento analogo al anterior, se tendra que:

//E.d_S:Qenc
€0

S
27 h r 27 h

//Erd&dz = 1///pordrd9dz
€
0 0 0R2 0 0

° E(Rg <r< R4)
Haciendo un calculo similar al anterior, pero considerando que como r > R3, la carga
encerrada se considerara siempre hasta R3. Luego:

/E"d_S:Qenc

€0

=

S
21 h . R3 27 h
//Erdﬁdz: ///pordrdedz
€
0 0 ORQ 0 0

po (15 — R3)
2reg

f

E =

. B 2 p2
Por otro lado, F(R4) = 70(”1{4)(—?) = o(r=Ry) = —7’)0(};‘;%41%2)

€0
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° E(R4 <r< R5)
Por tratarse del espacio interior entre conductores,

E=0
° E(R5<7“)

Como en Rj se tiene un casquete conectado a tierra, para r > Rjs el campo se anulara.
Por lo cual o(r = R5) = 0.

b) La diferencia de potencial esta dada por la integral de camino del campo entre Ry y Ry:

Ry
/ﬁ.d;
Ry

—/E(Rl <1 < Ry)dr — /E(R2 <71 < R3)dr — /E(R5 <71 < Rq)dr

Ry Ro2 R3
R3 R4
2 R2 R2 _ RQ
:_/po(T 2)dr—/po( 3 2)dr
2reg 2reg
Ro

S (R/ dr+/2d +/R3 -1,
260

_ _Po 2 R 2 &
—-p T R (R) (R — R)ln(Rg))




Ecuacién de Laplace/Poisson y Método de las

I. Problemas Propuestos

Problema 5.1 @

Una ldmina no conductora coincide con el plano zy.
Las Gnicas cargas en el sistema estan sobre la lamina.
Se sabe que en el semiespacio z > 0 el potencial es
V(z,z) = Voe ** cos kz, donde Vj y k son constantes.

a) Verifique que este potencial satisface la ecuacion
de Laplace en el semiespacio z > 0.

b) Encuentre la ecuacién para las lineas de campo
eléctrico

c) Encuentre la distribucién de carga sobre la lamina.

Problema 5.2 @

La parte medular de una memoria RAM vy otros dispo-
sitivos semiconductores es la “juntura np’, que puede
modelarse con la distribucién de carga bosquejada en
la figura, en que la linea punteada representa el plano
x=0:

+po si —a<z <0
plx) =< —py si0<z<a
0 en el resto del espacio

a) Determine la diferencia de potencial entre el seno
de la zona n y el de la zona p (es decir, entre un
punto 1 < —a y otro zo > a).

b) Si @ = 300 nm y pp = 1200 C/m3, calcule nu-
méricamente el valor de la diferencia de potencial
(considere ¢g ~ 9 - 10712 F/m).

<

Imagenes

Material Tipo n
p(x)=0

Material Tipo p
p(x)=0

57
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Problema 5.3 @

Considere la configuracién mostrada en la Figura, la cual
consiste en dos planos infinitos conectados a tierra ubi-
cados en x = —by x = b, y bloque infinito con una 2 Za Ya 5y
densidad de carga volumétrica constante p que ocupa el
espacio entre x € [—a, a]. Usando la ecuacién de Lapla-
ce y Poisson, determine el potencial eléctrico entre las
dos placas.

Problema 5.4 @

Considere una esfera maciza de radio a con carga des-
conocida, la cual se encuentra totalmente inmersa en un
fluido que posee una densidad volumétrica de carga con
simetria radial dada por p(r) = —gok?®(r) (r > a)
donde k es una constante, ¢y la permitividad del vacio
y ®(r) el potencial eléctrico. Experimentalmente se ha
determinado que el potencial en el borde de la esfera es
Vo con respecto al infinito (®(oc0) = 0) y la distribucion
volumétrica de carga dentro de la esfera es uniforme.
Determine la densidad de carga p(r) y el potencial eléc-
trico ®(r) en todo el espacio.

Problema 5.5 ®

Considere dos placas conductoras cuadradas de lado a,
las cuales forman un pequefio angulo «. Las placas estan
a una distancia d del vértice como se ilustra la figura y
se encuentran una diferencia de potencial V. Determine
la capacidad del sistema.

Problema 5.6 @

Considere dos condensadores formado por dos cas-
quetes esféricos conductores concéntricos de radios
R1,Rs,p1,p2 respectivamente. Cada conductor en su po-
lo sur tiene una pequefia perforacién para conectar el
casquete inferior (ver figura). Si apropiadamente se co-
necta cables a los casquetes exteriores y a los interiores,
como se ilustra en la figura, encuentre usando la ecua-
cion de Laplace la capacitancia del condensador entre
los puntos Ay C.
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Problema 5.7 @®

Considere un plano conductor z = 0, conectado a tierra
y frente al cual se ha colocado una carga ¢ en el punto
xr=0,y=0,z=nh.

a) Calcule la densidad de carga sobre el plano. Ex-
prese su resultado en funcién de la distancia del
origen a un punto cualquier sobre el plano.

b) Calcule la carga encerrada en un disco de radio d
dibujado sobre el plano conductor con centro en
el origen. jPara qué valor de d la carga encerrada

i 47
pro el disco es —37.

c) Calcule el trabajo que es necesario realizar para
llevar una carga ¢ desde x = 0,y = 0, 2z = h
hasta x = 0, y = 0, z = 2h, en presencia del
plano conectado a tierra.

Problema 5.8 @®

Considere un casquete esférico cargado de radio R y
con una densidad de carga superficial o. Si el centro del
casquete esférico se sitia a una distancia horizontal a
y vertical b con respecto a un plano conductor infinito
doblado en 90°. Encuentre la densidad de carga o, y oy
sobre los ejes y bosqueje su forma aproximada.

Problema 5.9 &®

Considere una carga puntual ¢, la cual es colocada en la
bisectriz de dos conductores ideales planos que forman
un angulo de 45° grados (ver figura). Si la carga tie-
ne una una distancia d a los conductores, encuentre la
forma del potencial electrostatico entre los conductores.

Problema 5.10 @®

Una carga puntual ¢ se ha puesto a una distancia d del
centro de una esfera maciza metalica. Si la esfera se
encuentra conectada a tierra, determine la densidad de
carga sobre la esfera y la carga total inducida en ella.

+0

Qf--------
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0
Problema 5.11 *

Una carga puntual ¢ se ha puesto a una distancia d
del centro de una esfera maciza metalica. Si la esfera
posee una carga neta (), determine la fuerza que siente
la carga q.

Problema 5.12 @®

Considere una esfera metalica de radio R que se encuen-

tra conectada a una fuente a potencial Vj. Frente a ella

se coloca un péndulo de largo ¢ atado a una muralla a

distancia d del centro de la esfera. El péndulo lleva en a,m

su extremo una carga puntual ¢ de masa m que forma O&
un angulo ¢ con respecto a la horizontal. Despreciando e S
todos los efectos de la gravedad.

a) Determine el médulo de la fuerza que siente la =
carga.

b) Considere ahora que la fuente se apaga (V) = 0). =
Determine la frecuencia de pequefias oscilaciones
del péndulo si es perturbado débilmente con res-
pecto a la horizontal.

Problema 5.13 @ @

En un tanel minero existe un cable que atraviesa toda su
longitud, a una distancia d del techo del tanel. El tanel
puede ser modelado como un cilindro infinito de radio
R, de modo que el cable se mantiene siempre paralelo
al eje imaginario del tanel. En cierto instante, el cable
adquiere una densidad de carga lineal +\ en toda su
extension.

a) Encontrar una expresién para el potencial V (r, 0)
dentro del tanel, en términos de 7 y 6 (coordena-
das polares).

b) Determinar la densidad de carga o(f) en la pared
del tanel.

c) iCuél es la carga total por unidad de longitud
inducida en la pared del tanel?

d) {Cual es la fuerza por unidad de largo que siente
el cable?
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Problema 5.14 @®

Considere una guia de onda, la cual es una tuberia me-
talica de seccién rectangular de ancho a y alto b. Las
placa inferior y laterales estan conectadas a tierra, es
decir, a potencial cero. La placa metalica superior tie-
ne una tensién periddica de periodo 27an (donde n es
un ndmero entero), V(z,y = b) = Vycos(Zlz), Vg
da cuenta de la intensidad de la tension. Encuentre la
tension al interior, V' (z,y).

Problema 5.15 @®

Se tiene una guia rectangular infinita de lados a y b,
compuesta por cuatro laminas planas conductoras. Dos
de ellas se conectan a tierra, mientras que en las restan-
tes existe un potencial contante de valor V{, tal como
se indica en las Figuras.

a) jCuales son las condiciones de borde del proble-
ma?

b) Calcule una expresién general para el potencial en-
tre las placas usando el método de separacion de
variables. Muestre todos los casos posibles e indi-
que el caso que cumplen las CB. Realice el calculo
considerando que cada lado actiia por si solo y fi-
nalmente superponga las soluciones encontradas.

Problema 5.16 @®

Usando el método de separacién de variables, calcular el
potencial V'(z,y) en el interior de un recinto plano como
el indicado en la figura 1, con las siguientes condiciones
de borde:

V(0,y) = 0; V(x,0) =0;

ov oV

= =o | =-F
0z py Oyl

b

8
><V
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Il. Soluciones

Solucién

a) Se debe verificar que el potencial V(z, 2) = Voe™** cos kz, cumple la ecuacién de Laplace. En
efecto,

0*V(z,z)  0*V(x,2)
2 _ ) )
viv= Ox? + 022
= 2(—Voe_k"zlf sin kz) + 2(—‘/(]]?6_]% cos k)
ox 0z
= (—Voe k% cos kx) + (Vok*e ™% cos kx)
=0

b) En primera instancia, el campo eléctrico para z > 0 es
E=-VV = Vye *ksinkx - & + Voke ¥ coskx - 2
Luego las lineas de campo estan dadas por la solucién de la siguiente EDO

dz E., coskx _ In(|sin kz|)
%_Em_sinkxzz(x)_ k +C

con C € R.

c) Dado que el plano es no conductor, la lineas de campo deben ser simétricas con respecto a él
tanto para z > 0, como para z < 0. De este modo, el campo eléctrico generado por la densidad
superficial de carga sobre el plano debe ser simétrico con respecto al plano zy. Luego, usando

la condicién de borde sobre la componente normal del campo eléctrico, es decir
(o
Enl - En2 =
€0

donde Fy,, = —Fs, = Vpk cos kx, se tiene que

o = 2¢gVok cos kx
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Solucién

Consideremos inicialmente el caso r > a, por Poisson debe cumplirse que

V2(I) — _p(T)
€0
adicionalmente como p(r) = —ok?®(r) y hay simetria esférica, entonces la ecuacién anterior se
transforma en 5 5
1 ®
—— (== | = kD
r2 Or or

Usando el cambio de variables a ®(r) = r=1U(r), la ecuacién se transforma en

%% <7~2 <—7"_2\Il(7") + r—laq(;ir)>) e S % <—\IJ(7") + r‘%fﬂ”) = k2r0(r)

Volviendo a derivar nuevamente

0%®(r)
or2

_09¥(r) n oY (r) n 0% (r)

_ 12
or or "o = ki) =

—k2U(r) =0

La dltima ecuacién diferencial tiene por solucién ¥(r) = Aef” + Be™*", donde Ay B son constantes
por determinar. Devolviéndose con con el cambio de variables

1
O(r) = —(Ae" + Be ™)
r
Por condiciones de borde ®(r — o) = 0, es decir, debe cumplirse que A = 0 (el potencial no
puede diverger en el infinito). Por otro lado ®(a) = Vj, luego B = Vpae*®, por lo que el potencial y
la densidad de carga para r > a vale

O(r) = @ek(“ﬂ') = p(r) = —k:ze()@ek(aﬂ)
r r

Para 7 < a existe una densidad de carga uniforme (o constante) la cual se denotara como pg (por
determinar). El campo eléctrico dentro de una esfera de radio a, debe valer

. 4d7r3 _
/E'dSZQenC:>E(r)-47rT2: P f o PO
€0 360 360

Dado que no existen densidades de carga superficiales en r = a, el campo eléctrico debe ser continuo
en ese punto. De modo que se cumple que

poa 9 (Voa ka)
3¢ep or\ r

3eoVo(k 1
s py = 360 o(ka +1)

r=a
Finalmente, el potencial para r < a estara dado por

®(r)=Vo = — / Votkat Ur, __Volka+1) <T2 2) () = 1 Jolkat D — )

a? a?

a
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Solucién

Solucién 1:

Para encontrar la solucién debe usarse la ecuacién de Laplace. Se supone a priori que los efectos de
borde del condensador son nulos porque el angulo « es pequefio (entre mas separadas estén las placas
del condensador el campo eléctrico fuera del condensador deja de volverse despreciable).

Sea ¢ la funcién potencial entre las placas, en el espacio dentro del condensador se cumple la ecuacién
de Laplace V¢ = 0, donde (6 = 0) =0y ¢(f = o) = V. Por geometria del problema, el potencial
dentro de las placas debe ir aumentando desde 8 = 0 hasta # = « con una dependencia Gnica del
angulo (en coordenadas cilindricas). Luego
1 0%
2 _ _

donde A y B son constantes por determinar. Usando las condiciones de borde, se obtiene que A = %
y B =0, por lo que

Por consiguiente, el campo eléctrico es

conocido el campo eléctrico dentro de las placas, puede despejarse el valor de la densidad de carga
sobre la placa inferior como

- ~ Vv %4
o=¢€ -ﬁ:eOE(ezo).g:_eLy.g:_eL
borde ax ax
La carga total de una placa del condensador es

a d+a v v J

Q—//adS—/ / ~ Y dady = ¢ 1n< +a>
ox « d
0 d

Solucién 2:

El condensador de placas no paralelas puede descomponerse en pequefios condensadores de placas
paralelas en paralelo (Figura[5.1]) . Cada uno de estos pequefios condensadores tiene un ancho infini-
tesimal dx, un espesor a y una separacién de placas  tan «, de esta forma cada pequefio condensador

tiene una capacidad

4O — @ _ €oa - dx
d T tan «

La capacitancia final del condensador de placas no paralelas va a ser la suma infinita de las capaci-
tancias de todos los pequefios condensadores. Finalmente, dado que « es pequefio tan o = «, por lo
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que se concluye que

a+d d d
C_/dc_/w_ﬁoaln< +a>
To o d
d

Y N
| xtana
Lo x iy
-------- /-’-;!/—E = : ]
///,/ I d T a E--E 1
— ] fe—

dx

Figura 5.1: Divisién Infinitesimal del Condensador.

Solucién V]

En primera instancia se puede notar que ambos condensadores siguen la misma geometria esférica,
por lo que bastaria calcular la capacitancia de uno y el resultado seria analogo para el otro. Ademas,
dada las conexiones de los condensadores, el circuito puede ser modelado de forma que se indica en

la Figura 5.2

Figura 5.2: Modelo equivalente de los condesadores

Los condensadores C (radios Ry y Rg) y Co (radios p;1 y p2) estan en paralelo, por lo que capacitancia
total entre entre Ay C es Cp = C + Cs.

La capacitancia de C (y también la de C5), al ser un condensador esférico, depende netamente de su
geometria. Para determinar la capacitancia de un condensador de este tipo debe suponerse que una
diferencia de potencial conocida entre las placas, sin perdida de generalidad se asume que el potencial
en el casquete interior es Vj y el exterior 0. Entre las placas se cumple la ecuacién de Laplace (ya que
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V=0

Figura 5.3: Capacitor Esférico C;

no hay densidades volumétricas de carga), es decir

Aplicando las condiciones de borde se obtiene que

Vi) = VoRiRy  VoRy
’I”(RQ — Rl) R2 — R1
Luego, el campo eléctrico es
= VoR1Ry .
E=-VV=——7—-"—
V T2(R2 — Rl)r
Por lo que la densidad superficial de carga sobre el conductor interior es
c=c E ~ﬁ—7EOVOR2
-0 borde - Rl(RQ — R1)
Luego la capacitancia de C1 es
47T€0R1R2
Cy = =
b // ‘Ro— Ry
Casquete

Finalmente la capacitancia total esta dada por

dreg R R n dmeop1p2

Cr —
"7 Ry— R, p2 — p1

Solucién

a) La carga imagen de este problema debe ir a una distancia h bajo el plano, tal como indica
la Figura [5.5] Conocida esa configuracién, se puede calcular el campo que habria justo en la
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X O g

Figura 5.5: Configuracion Equivalente con Carga Imagen

superficie del plano superponiendo el campo eléctrico producido por la carga mas su carga
imagen. Dado que la carga ¢ se encuentra en la posicion (0,0,h) y la carga imagen —q en
(0,0, —h) se concluye que el campo eléctrico en un punto sobre el plano xy estara dado por:

- q x+yy+ (2 —h)z 2 +yy+ (2 +h)2
E(x,y,0)24 ( )g_ ( )3
ma @22 G- hDE (@22 b))
Entonces, usando el hecho que en el borde del conductor se tiene que E(z = 07) = T 5 se
€0

puede despejar el valor de o

2m(22 + 2 + h2)2

O'(.T,y) =

b) Conocido o se integra en un circulo de radio d, para ello se usa el cambio de variables de
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coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas con r? = z? + 4% y dady = rdrdf
27 d b b
—q q
disco = ————rdrdf = — —
(o 0/ 0/ 2m(r2 + h2)3 ve<w

. q . ., .
Luego si se desea Qgisco = —gse iguala con la expresion anterior, dando por resultado:

qh q

— —y=—=d=hV3

Vd? + h? 2

c) Para esta parte del problema se debe considerar que cuando la carga es movida una distancia
hacia arriba en la direccién +2 su carga imagen se mueve la misma distancia en la direccion
—Z%. Por consiguiente, si la carga se pusiese en la posiciéon ¥ = zZ su carga imagen se encontrara

en 77 = —z2, por lo que el campo eléctrico que sentira la carga en ese punto sera:
- —q 222 R
E(z) = q 3= 1 52
dmep (22) 167epz

Luego, la carga es movida por un agente externo desde z = h a z = 2h bajo la oposicién del
campo eléctrico variable ya calculado, lo que matematicamente resulta como

AV =V(2h) = V(h) = - /% . <}11 - 1)

L 16wz 16meo 2h

Finalmente como el trabajo estd dado como W = ¢qAV:

2 2
w4 I 1\_ ¢
16meg \ h  2h 32megh

Solucién

El problema nos presenta la siguiente configuracion:

+o

Figura 5.6: Plano rectangular frente a una esfera
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b
e

I
I

| | |

1 ! 1

, | ,

S B | _d_____
—ai —: ‘a

s . s

: ! :
I
I
I

_____________ T
I
I
I
+0c [ —0

I
I

Figura 5.7: Configuracion de las Imagénes

En primera instancia, y haciendo un anilisis sélo en el plano zy, se tiene que V2V = 0, V(z,0) =
V(0,y) = 0 para z,y > 0y que V(||(z,y)|| = oo) = 0. Ahora, el problema equivalente que sigue
las mismas condiciones anteriores es mostrado en la Figura [5.7}

En ambos casos tanto el potencial eléctrico como el campo eléctrico, tendran el mismo valor para
los puntos que cumplan x,y > 0. La configuracién de imagenes estan dada por 3 esferas de radio R
(una con carga +o y dos con carga —o) ubicadas como se muestra en la Figura ?7. Para un manto
esférico de radio R y densidad o se puede determinar el campo eléctrico generado por ley de Gauss
de la siguiente forma:

LS 4mR2 . R?
/E-dS:qe”C:>E(r)-47rr2: UELIARNY S
€0 €0 €eor

Dado que todas las esferas estan descentradas, la forma general para determinar el campo que generan
sera
oR2(7 — 7)

E= "2
eo||7 — 73| [3

dénde 7 es la posicion donde se desea conocer el campo y 7; es la posicién donde se encuentra el centro
de la esfera. Para el problema se tiene que 7™ = (a,b), ™2 = (—a,b), 73 = (—a,—b) y 7y = (a, —b),
y que 7 = (z,y). Usando el principio de superposicién se tiene que el valor del campo es

. oR2 X (=1 Y(F— 7

o = [[F—nlP
E;(wy):O'R2< (x —a,y —b) ,— (x +a,y —b) [
’ € \((z—a)?+(y—b2)32 ((z+a)?+(y—0b)?)?

(x+a,y+0b) B (r —a,y+0b) )
(@ +a)?+(y+b)2)2  ((z—a)?+(y+b)?):




70 CAPITULO 5. ECUACION DE LAPLACE/POISSON Y METODO DE LAS IMAGENES

En particular en los ejes x e y se tiene que el campo eléctrico es, respectivamente:

B 0)_0}22( (0.-20) (0, 2b) )
w0 \((m—a)2 4+ ((@+a)?+b2)

50 y):aR2< (-20,0) . (2,0) )
o \(@ -0 (@ (y b))

Finalmente como en el borde de un conductor se cumple que o = ¢ F -, se tiene que

borde

o.(z) = oR? ( (0,-2) T + (0,25) 3> -(0,1)
((x — 2 ((z+a)?2+0b2)2

= 2bo R? (— ! s+ ! 3>
(—a)3+b%)2  ((z+a)*+b?)2

” _ o R? (—2a,0) (2a,0) '
)=k <<a2+<y—b>2>3+<a2+<y+b>2>5> o)

Njw

= 2a0 R? <— ! T+ ! >
(@®+(y—0b)*2 (¢ + (y+0)?)

Las variaciones de densidad en los ejes se muestran a continuacién (en ambos casos la funciones o,
y o, son siempre negativas y tiene sus minimos en los valores de a y b, respectivamente).

+0o

SfF-------

oy (x)

Figura 5.8: Variaciones de 0, y o, en los ejes

Solucién |5.10

En este caso se debe usar el método de las imagenes para reemplazar la esfera conductora. Se propone
una carga ¢’ a una distancia d’, del centro de la esfera como imagen (ver Figura [5.9).
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Figura 5.9: Configuracién Carga Imagen Esfera conectada a tierra

Para encontrar en valor de la carga imagen y del potencial, se determina previamente cual es el valor
del potencial que generan la superposicién de estas dos cargas en el espacio:

Vr,0) = — <q+q,>

4 €0 T 9

Por teorema del coseno 1 = Vr2 + d2 + 2rd cos y o = V12 4+ d? + 2rd’ cos 6, por lo tanto

1 q q )
Vi(r,0) = +
(r.9) 4meg (\/r2+d2+2rd0059 Vr2 +d? + 2rd cosf

Ahora tiene que considerarse que V(r = R,0) = 0, ya que se supone que la esfera estd conectada a
tierra.

R? + d? 4+ 2Rd cos 0
V(R,0) =0= VI +d o8 :—g,:cte.
VR?2 4+ d"? + 2Rd' cos b q
De aqui se deduce que, dado que el valor de las cargas es fijo, el lado izquierdo de la ecuacién no
debe depender de 6 ya que para cualquier angulo el cuociente tiene un valor fijo. Se debe escoger un

valor de d’ de tal forma que la expresién de izquierda deje de depender de 6.

Reescribiendo

\/d(RT2 +d+ 2R cos0)
VA (5 +d + 2R cos6)

= cte.

Para que la expresion anterior deje de depender de 6 (es decir, poder simplificar el factor dependiente

de cos ), se puede elegir d’ = d (no sirve ya que implica ¢ = —¢') o d' = %2. Por lo que se deduce
que ¢ = —%q que es la carga efectiva de la esfera. La densidad de carga o (), puede ser determinada
como
- ov
o= ¢k n=—€e VV| _p 7=—€
borde or r=R

Finalmente la densidad de carga es

(r-5).

o(0) =
A7 (R? + d? — 2Rd cos 0)

3
2
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Como altimo comentario, cabe mencionar que

2r

//0(0)R2 sin fdfdp = —gq
00

Es decir, la carga total inducida en la esfera es igual a la de la carga imagen.

Nota: Existe mas de un método para determinar el valor de las cargas imagenes en este tipo de
problema. Otra posibilidad, es haber igualado la expresién del potencial para dos angulos distintos
(por ejemplo V(R,0 =0) = V(R,0 = 7) = 0) y despejar los valores ¢' y d'.

Solucién

El problema puede ser analizado de la siguiente forma, suponga que la esfera estuvo inicialmente
descargada y conectada de tierra. Habra sobre la esfera una carga ¢’ (imagen) distribuida en forma
no homogénea sobre la superficie (debido a la presencia de ¢). Ahora, suponga que se desconecta
la esfera y se pone una carga Q — ¢’ sobre el conductor (de modo que su carga total sea ), la
carga puesta se distribuye homogéneamente sobre la superficie del conductor debido a que las fuerzas
electrostaticas presentes ya han sido anuladas gracias a la carga ¢/ (visto de otra forma, esa carga es
puesta sobre una superficie equipotencial, por que se repartira en forma equilibrada sobre ella). Por
lo tanto, el potencial debido a Q — ¢ sera el mismo que el debido a una carga puntual de ese valor
puesta en el origen, por lo que la configuracién de cargas imagenes es la que se propone en la Figura

b.10

/ R \
! \
/ \
' 1 / \
I
\
; g g
L
T N\ N4 1 O_
| | X
\ 1
\ !
\ © A
| d !
\ ’
/
N I ’ |
AN F ] 1
\ / d

Figura 5.10: Configuracién Esfera Conductora Cargada

En conclusién, la esfera de radio Ry carga Q es reemplazada por dos cargas imagenes ¢’ y ¢” puestas
en x =d yen xz =0, respectivamente. Los valores de cada uno de los términos anteriores son

qR / R?
il d =2
d’ d

Luego, por ley de Coulomb la fuerza sobre la carga ¢ es

= q (¢ q R
F= 4 4
Aeo <d2 Tz d’)2> .
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Solucién

a) Para resolver el problema debe colocarse dos cargas imagenes: una carga que anule el potencial

en el borde y otra que lo suba al borde de la esfera, de modo que se cumpla V2V = 0,
V(ir=R)=Vy V(r - oc0)=0.

La primera carga imagen se coloca en la linea recta entre la carga y el centro de la esfera (el
objetivo de esta carga es V(r = R) = 0. La distancia entre el centro de la esfera y la carga es

Figura 5.11: Configuracién Carga Imagen Esfera Cargada

L= \/d2 + 02 — 2dl cos ¢. Sea ¢’ el valor de la carga imagen y L’ su distancia al centro. Se

debe cumplir que:
vy 41
471'60([/ + R) 47T€0(L + R)

q q
B = =
VB = =1 T tren =1

Resolviendo para ¢’ y L’ se obtiene:

R R2
/:_7 L/:i
q L9 L

La segunda carga imagen debe elevar el potencial en r = R a 1}, luego se debe cumplir:

!

q

= —Vp = ¢’ = 4negVpR
IncoRR 0 q me Vo

Ve (R)

Con estas dos cargas ¢’ y ¢" se cumplen la condiciones de borde (solucién tnica). Finalmente
la fuerza es por Coulomb:
1 / /!
7] = St
dreo \(L—-12 " L

SiVp=0=¢" =0, luego |F| = ﬁ%. La fuerza se descompone en radial y tangencial

al péndulo. Dado que nos piden pequefias oscilaciones usamos la componente tangencial (o
normal)
[F| = |F|sin(¢ +6)

Usando el teorema del Seno se tiene:

i in 0 i — 0 i 0 d
s12¢:suz _ sin(r ;¢+ )):sm(Q;vL ):>sin(¢+0):Lsinq§
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Figura 5.12: DCL al péndulo

Luego se tendra:

d
[Fu| = |F|S sing

L e dgy
Cdmeg (L—L/)2 L
Reemplazando ¢ = —%q y L' = RTQ
1 —¢°Rd . 1 —¢*’Rd
F | = =
|F | dreg (L R2)2L2 sin ¢ dnzo (17 — R2)? sin ¢
L
Ahora - )
- 1  —q¢°Rd . Rd ]
mbop = a sing = ¢ + 4 sin ¢ =0

dmeg (L2 — R2)? dregmdl (L2 — R?)?

Sigp~0,singp~q¢ycosg~1. Con la altima aproximacién se tiene para el valor de L:
L?=d?+1? —2dlcos ¢ ~ d* + (? — 2d¢ = (d — ¢)?. Con lo que finalmente se concluye:

+ ¢ fid p=0=— w= a )1
dregmb((d — )2 — R2)2 " ~ (d—£)2 — R?2\ 4mwegml

w?

Solucién

En este caso se puede usar la ecuacién de Laplace dentro de la guia de ondas ya que no existen
densidades volumétricas de carga. Matematicamente el problema puede ser planteado de la siguiente
forma

0’V 9*V B

2 = — _— =
ViV (x,y) = 922 + a7 0

Sujeto a las siguientes condiciones de frontera

V(z,0) =V(0,y) =V(a,y) =
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2rx

V(z,b) = Acos (>
a
paral0 <z <ay0<y<hb.
En este tipo de problemas se usa el método de separacién de variables, es decir, se supone que el

potencial es de la forma V(z,y) = X (x)Y (y), lo cual implica que

d?X d?Y 1 d?°X 1 d?Y
2

—viZ L x8 - 2t = —2 o
VIV =Y e "X =0T e T v g

En este punto se puede notar que las variables estan “separadas"(no hay dependencia entre ellas, el
lado izquierdo de la igualdad depende sélo de x y el derecho sélo de y). Por lo tanto, ambos lados de
la igualdad deben ser iguales a una misma constante, es decir

12X _ _1dY
X dz?2 Y dy?

Ahora se debe analizar por casos:

. En este caso las soluciones son de la forma
X(z)=Axz+ B

Y(y)=Cy+ D

Usando las condiciones de borde

V(0,y) =B(Cy+D)=0=B=00C=D=0

En el primer caso C = D = 0, entonces Y (y) = 0 por lo que V(z,y) = 0. Dado que no se
buscan soluciones no triviales de V(x,y) ese caso no sirve. Luego V(z,y) = Az(Cy + D).

Usando la segunda condicion de borde
V(2,00 =ADz=0=A=00D=0

Nuevamente si A = 0 se obtiene V' (z,y) = 0 por lo que V(z,y) = ACxy.

Aplicando la altima condicién de borde
V(a,y) = ACay =0

De aqui es directo que A o C debe ser 0, por lo cual necesariamente se tendrad V(z,y) = 0.
Finalmente se deduce que este caso no arroja soluciones.

] Suponiendo que k = o se tiene que en este caso las soluciones son de la forma

X(x) = Acoshax + Bsinh ax

Y (y) = Ccosay + Dsinay

Usando las condiciones de borde y recordando que cosh0 =1y sinh0 =0

V(0,y) = A(Ccosay+ Dsinay) =0=A=00C=D=0
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Nuevamente si C' = D = 0, entonces Y (y) = 0 por lo que V(x,y) = 0. Luego
V(z,y) = Bsinh ax(C cos ay + D sin ay)
Usando la segunda condicién de borde
V(z,0) = BCsinhar =0=—=B=00C=0
Nuevamente si B = 0 se obtiene V (z,y) = 0 por lo que V(z,y) = BD sinh ax sin ay.
Aplicando la altima condicién de borde
V(a,y) = BDsinhaasinay =0

Nuevamente se tiene que B o D deben ser 0, por lo cual necesariamente se tendra V(z,y) = 0.
Este caso tampoco arroja soluciones.

] En el altimo caso, suponiendo que k = —a? se tiene que las soluciones son de la forma
X(z) = Acosaz + Bsinax

Y (y) = C coshay + Dsinh ay

Aplicando que

V(0,y) = A(Ccoshay + Dsinhay) =0=A=00C=D=0

Al igual que los casos anteriores, el valor valido es A = 0, de modo que

V(z,y) = Bsinax(C cosh ay + D sinh ay)
Ahora aplicando que

V(z,0) = BCsinar=0=—=B=00C=0
Nuevamente el valor valido es C' = 0, por lo que la forma general de la solucién es

V(x,y) = BD sin ax sinh ay

Aplicando la condicién de borde

n
V(a,y) = BDsinaasinhay =0 = aa =nr — a = l, neN
a

Finalmente se deduce este caso si provoca soluciones y son una combinacién lineal de la forma
= nm nm
V(z,y) = g K, sin (—x) sinh <—y)
a a
n=1
Para encontrar los términos K, es necesario usar la altima condicién de borde

o0
b 2
V(z,b) = ZKn sin (%Tx) sinh <n;r> = Vp cos (T)
n=1
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Ahora se usara el hecho que
a .
/ . o/nT . /mT 0 sin#m
sin (—x) sin (—a:) dr = )
a a 5 sin=m
0

La expresién anterior debe multiplicarse a ambos lados por sin (%x)

2 > b
Vo cos <7T:13> sin (—mwa:) = Z K, sin (n—ﬂx> sin (—mﬂx> sinh (mr >
a a — a a a

e integrando en 0 y a (y suponiendo que la integral entra sin problemas a la sumatoria)

a

/aVocos <2;T:c> sin (?x) dx = i_o:lKn /sin (%x) sin (?x) dx | sinh (n;rb)
n= 0

0

La serie de la derecha tiene puros términos nulos excepto cuando n = m, por lo tanto
a
27 . /mT a . mmb
Vo/cos <x> sin (—x) dr = K,, - — sinh ( >
a a 2 a
0

a

27 \ . /mm ~am(cos(mm) — 1)
/cos (aaz) sin <7x) der = — wm? — 1) Vn # 2

0

Pero

y para n = 2 se tiene:

i 2mx 2rx\ a5 21z “ __a 9 2 _
/cos <a> sen <a> =~ o8 < " > = (cos®(2m) — cos®(0)) =0
0

0 47

Luego
2Vh  n(cos(mn) — 1)
K, = — Vi # 2
sah (%) <24 7

Finalmente

2V¢ = n(cos(mn) —1 nm \ sinh
Vo) =-20 3 melam o), () S
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Dipolo Eléctrico

I. Problemas Propuestos

Problema 6.1 @

Considere dos esferas de radio b y densidades de carga
po Y —po, las cuales estan dispuestas en el eje z, a una
distancia 2a entre ellas, seglin se muestra en la figura.
Se pide:

a) Estimar el potencial en el punto (0, L,0), supo- ]

niendo L > a,b
2a

b) Si se ubica una carga ¢ en la posicién (0, L,0),

estime la fuerza sobre la carga. / ”””” Q —ho

c) Calcule el trabajo necesario para llevar la carga =«
desde la posicion (0, L,0) a (L, 0,0).

Problema 6.2 @®

Considere un aro de radio R sobre el plano xy, el cual
tiene una de sus mitades con una densidad lineal de
carga uniforme A (y > 0), y la otra con la densidad A
opuesta —\ (y < 0), tal como se muestra en la Figura.

a) Calcule el momento dipolar del aro y potencial
electrostatico en la aproximacion del campo le-
jano. jCual es el valor del potencial en el plano -2 .

xz?. R L. A

b) Determine el valor del campo eléctrico en el plano
xz usando la aproximacién del campo lejano del
punto anterior. j Es consistente este resultado con X
el valor obtenido para el potencial en dicho plano?.

c) En general, o sea no necesariamente lejos del aro,
i Cual es el valor del potencial en el plano xz7

79
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Problema 6.3 &

Un dipolo esta compuesto por dos cargas opuestas. Para
modelar un dipolo considere dos esferas macizas de ra-

. . . —Po Po
dios R, de densidad de carga constante respectivamente
po 'y —po, las cuales estan conectadas en un punto (ver R
figua.  E AR / .
Z
a) Encuentre el campo eléctrico en todo el espacio,
use como origen el punto de contacto entre ambas
esferas.
b) Para distancias muy lejanas, ; De que forma decae
el campo eléctrico?.
-
Ey

Problema 6.4 @® ' >

Considere un dipolo eléctrico inmerso en un campo eléc-
trico constante Ej. El dipolo posee un momento dipolar
py un momento de inercia I. Encuentre la frecuencia de
pequefias oscilaciones del dipolo cuando es perturbado
débilmente con respecto a su posicion de equilibrio.

Problema 6.5 ()

Un dipolo de momento dipolar = pi esta colocado a i
una distancia zp de un plano conductor infinito conec- I
tado a tierra tal como indica la Figura. Determinar el
potencial eléctrico en cualquier punto (z,y, z) del espa-
cio y la densidad superficial de carga inducida sobre un
punto del plano conductor.

Problema 6.6 @®

Una barra de largo L yace a lo largo del eje = con el

origen al lado izquierdo de ella. La barra tiene una den-

sidad de carga no uniforme A(z) = aux, donde « es una Y
|
|
|

.H_L-

constante positiva.

a) Exprese la carga total ) de la barra en términos

deay L. r-ﬁ‘ﬂ
—————————————— —
b) Calcule el campo eléctrico en el punto P de la P o ]

Figura tomando el limite £ > L. ;Cémo se com-
porta el campo eléctrico tomando ese limite?.

c) Calcule el potencial eléctrico en el punto P to-
mando el limite ¢ > L. jCémo se comporta el
potencial eléctrico tomando ese limite?.
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Il. Soluciones

Solucién

a) Es importante notar que el problema carece de simetria esférica (ie. no puede suponerse que
el campo es de la forma E = E(r)7), por lo tanto es imposible determinar el campo eléctrico
usando directamente ley de Gauss. Para abordar el problema es necesario primero analizar el
campo eléctrico que genera una esfera por si sola (independiente del problema actual), para ello
se calculara el campo a una esfera de radio a y densidad de carga homogénea p .

Figura 6.1: Casos de calculo de campo eléctricoparar <ayr > a

Por ley de Gauss r < a (puntos dentro de la esfera):

L 1 4 . 2
/ E-dS:q:///pdV:>E(’I“)47TT2:7TT3p:>E(T‘):pr72:pr
€0 €0 3 360 360

y para © > a (puntos fuera de la esfera)

s 4 _ 1 o_4 3 o pa’ pa’r
// g € €0 ///p = Blr)dnr” = gma’p = H(r) 3eor?  3eolf?

En ambos resultados se ha dejado en funcién del vector posicién 7 medido desde el centro de
la esfera, de modo que sea mas facil determinar el valor del campo eléctrico en un punto para
un problema que se tenga mas de un sistema de referencia. Volviendo al problema original, si
se desea calcular el campo eléctrico en punto P arbitrario, existen 3 posibilidades en el espacio:

=

e Caso 1: Fuera de ambas esferas
e Caso 2: Dentro de la esfera positiva y fuera de la esfera negativa
e Caso 3: Dentro de la esfera negativa y fuera de la esfera positiva
Para cada uno de estos casos, cada esfera provoca un campo eléctrico en el punto P, por lo

cual hay que usar el principio de superposicién basandose en los resultados ya obtenidos para
una esfera cualquiera.
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e Caso 1
Fuera de ambas esferas se tiene la siguiente configuracién que se muestra en la Figura[6.2]
En este caso se tiene que el campo eléctrico en el punto P es:

P

Figura 6.2: Campo Eléctrico para un punto fuera de ambas esferas

Bp) - ETe _ poRE
3eo|F+]? Beolr- |3

Notando ademas que 7y =7 — RZy ¥ =¥+ RZ por lo que

B poR3 [ #—R: 7+ R:
E(P) = -
(P) (yf—RzP ENZE

3€0

e Caso 2
De forma parecida al caso anterior se toma un punto dentro de la esfera positiva y fuera
de la negativa, lo que resulta como

N 3 -
3o 3eo|m-|3
Luego
= PO (i~ s R3 o os
Ep) =2 ((7-R:)— - _(7+R
(P = 2 (7 o) = e )
e Caso 3

Finalmente el altimo caso estad dado por un punto dentro de la esfera negativa y fuera de
la positiva, es decir

= R3F I

~ 3eo| |3 T 3¢
de modo que

_ _ Po RS N N .
E(P)= 30 (]F—R2]3(r+Rz) (r—l—Rz))
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b) En este caso hay que hacer un analisis para distancias mucho mas grandes de R. Para ello
se debe hacer previamente una aproximacion segin Taylor de los términos que componen la
expresion. Es decir,

e

- 21—3 2 2 S5 o3 1 R2 2R7- 2\
|7+ R2|7° = (|F]* + R* £ 2Rr - 2) 2_|1"_'|3<1+|77|2i\r_’|2

(-3 (5 25)

Dado que se esta estudiando el caso |[7] > R se obtiene que el segundo término de la expresion
puede ser ignorado (R2/|7?> — 0). Por lo tanto

Manejando algebraicamente la expresion y volviendo a hacer la aproximacion anterior, se llega
a

3 5 > 5 3 5 fs
o pol° ( 2RZ n 6R(T Z)f, _ poR® ([ 2RZ n 6R(7 27)72
3eo 713 [71° 3eo 713 713

Por lo que el campo eléctrico desciende como 1/r3 para distancias muy grandes con respecto
al radio de las esferas.

Solucién

Usando el método de las imagenes, se obtiene la configuracién equivalente mostrada en la siguiente
Figura [6.3

zt
_:_>
4
P
20 :
4------------------------—-----,i ------------------------------ >
E X
20 i
—
v

Figura 6.3: Configuracion Equivalente con dipolo-imagen
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El dipolo se refleja de modo que su imagen tiene un momento dipolar —p'y se encuentra en z = —z.
Luego el potencial en un punto ¥ = zZ + yi + 22 esta dado por la superposicién del potencial dipolo
y su imagen, es decir

_ pr- (x4 yy+ (2 —20)2)  —pE- (2T +yy+ (2 + 20)2)
3

V ) 9y - A A~ ~ ~ ~ A
(2,9,2) dmep|zz + yy + (2 — 20)Z| dmeg|led + yg + (2 + 20) 23

Vdipolo WWrLagen

px 1 1
V(l’,y,Z) = 3 3
dmeo \ (a2 + 12+ (2 — 20027 (22 + 92+ (2 + 2)?)2

Ahora, el campo eléctrico sobre el plano xy debe ser de la forma E= E(x,y)% ya que éste debe ser
siempre perpendicular a la superficie de un conductor, luego basta saber solamente la derivada segiin
z de V(x,y, z) para conocer el campo eléctrico que existe sobre un punto en el plano infinito.

- ov . 3px Z— 20 z+ 20 R
E,=—2= = — = |z
0z~ Ameo \ (22 + 12+ (- 20)%)2 (@2 +92+ (2 +20)2)2

Finalmente, dado que el plano es conductor, se tiene que

3pzox

o(z,y) = F - 2

2=0 2meg(x? +y2? + zg)g

Solucién

a) Para encontrar la carga total de la barra se debe integrar la densidad de carga dg, esta dltima
se puede calcular de la definicién de densidad lineal:

d
Az) = é = ar = dq = axdx

Luego la carga total es:
L L )
Q:/dq:/amdfc:ag
0 0

b) Para calcular el campo eléctrico se considera:
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el punto P:

Para ¢ > L, % < 1 por lo que al hacer una expansién de Taylor:

< L> L L?
In 1+? =———+4...

L L L IL? N
- L\ — o 2
L+t v(1+%) ¢ ¢
Luego en el limite, el campo eléctrico esta dado por:
- —a (L L[?* L [L? —a L?
E=—"— (22 _Z2 Z)a=—"
4dmeq 202

Usando el resultado de la parte anterior:
— E =

Es decir, el campo eléctrico se comporta como el generado por una carga puntual Q.

1 d
e
47reg |7 — 7|

c) El potencial esta dado por:

barra
Donde dq = axdz, 7= —fiy ¥ = 2d. Luego
1 ‘ d
V= 47eg 0/ (si i)
= e (= (e +0) [§

«o L
(148

Usando la aproximacién igual que en la parte anterior, en el limite el potencial sera:

2 2
v @ (p_ (L 1L\ _ o L7
4dmeg A2 dmey 20

Y usando el valor de Q

_Q
4menl

que corresponde al potencial generado por una carga puntual Q.




86 CAPITULO 6. DIPOLO ELECTRICO




Parte ||

Corriente Eléctrica

87






Medios Conductores y Ecuacién de Continuidad

I. Problemas Propuestos

Problema 7.1 @

Considere dos esferas conductoras concéntricas de radios
a 'y 3a. La region entre a < r < 2a es llenada con un
material de conductividad g1 y la regién entre 2a <
r < 3a tiene material de conductividad go. Asuma que
ambos materiales tienen una permitividad igual a €. La
esfera interior se encuentra a un potencial V =1 y la
exterior V = 0. Determine

a) La resistencia del sistema.

b) La densidad superficial de carga en r = 2a.

Problema 7.2 @®

Una densidad de corriente, como funcién de la posicién
7y tiempo t tiene la forma:

J = Cre=dIn?

Donde C'y « son constantes. Mostrar que la ecuacién de
conservacién de la carga se satisface con una densidad
de carga p de la forma:

p=(f +tg)e e

Donde f y g son funciones por determinar que dependen
de la posicion.

82

VAN
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Problema 7.3 @

Entre dos placas conductoras de radio a existe una barra -
conductora cilindrica de radio a y longitud L, permiti-
vidad ¢y y conductividad g = gg (1 + %) Se aplica un
potencial V{ entre las placas.

a) Calcular la densidad de corriente J y el campo
eléctrico E dentro del cilindro.

b) Calcular la potencia disipada en un disco de espe-
sor e cuyo centro esta situado justo en la mitad
del conductor.

Problema 7.4 @

Un material de conductividad ¢ tiene forma de parabo-
loide cortado transversalmente entre los planos z = z;
y z = zy. Si el paraboloide es de ecuacién z2 +y? = kz,
determine la resistencia del material entre sus caras pla-
nas.

Problema 7.5 @

Una esfera metalica de radio a esta rodeada por un cas-
carén conductor esférico de radio interior b, donde b > a.
El espacio entre la esfera y el cascarén esta lleno de un
material cuya conductividad eléctrica g varia la magni-
tud del campo eléctrico E, con la ecuacion g = k|E],
donde k es una constante. Una diferencia de potencial
constante V' se mantiene entre la esfera y el cascarén
conductor de radio b. Calcule la corriente eléctrica y la
densidad volumétrica de carga entre la esfera y el cas-
carén. Exprese el resultado en funcién de los datos del
problema.

Problema 7.6 @

Un semianillo de seccién transversal cuadrada esta hecho r
de un material conductor uniforme de conductividad g. ---t-
Encuentre la resistencia eléctrica del semianillo entre sus
caras cuadradas. Utilice las dimensiones que se indican
en la figura.
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Problema 7.7 @

Considere un condensador cilindrico de radio interior a y
radio exterior b y largo L. La superficie cilindrica inter-
na del condensador se encuentra a potencial Vj mientras
que la exterior se encuentra a un potencial nulo. El con-
densador tiene dentro de él dos materiales conductores
de conductividad g1 y go. El material con conductividad
g1 subtiende un angulo 8 en el condensador, mientras
que el otro ocupa todo el volumen restante. Si el sistema
ha alcanzado el régimen estacionario, determine

a) La corriente eléctrica que circula por ambos me-
dios.

b) Determine la resistencia que opone cada medio al
paso de la corriente. Demuestre que el valor de la
resistencia total esta dado por

1 1\!
Rr=|—-+—=
’ <R1 R2>
donde Ry y R es la resistencia del medio 1y 2,
respectivamente.

Problema 7.8 @®

Un bloque de material conductor en forma cubo de
lado a tiene una conductividad no uniforme dada por
g(z) = L(x + a) y una permitividad ¢, donde go es
una constante. Asuma que la corriente fluye a lo largo
del eje = desde la cara S hasta la cara opuesta §'.
Suponga que potencial eléctrico V' dependiente sélo de
x, y que el valor del campo eléctrico en el borde es
conocido E(ac =0,y,2) = Epz.

a) Considerando que se ha alcanzado el régimen es-
tacionario, encuentre una ecuacién diferencial de
segundo orden que describa el comportamiento del
potencial dentro del cubo. Use lo anterior para de-
terminar la diferencial de potencial entre las caras
SyS'.

b) Determine la resistencia y la corriente total que
circula entre S y &’ . Encuentre en valor de la
carga () que se acumula en el cubo.

4
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Problema 7.9 @®

Una esfera de radio a centrada en un punto P se en-
cuentra inmersa en un medio de conductividad g y per-
mitivilidad €g. En el instante inicial, + = 0, en la esfera
se sitia una densidad de carga uniforme e igual a po.
Esta carga, debido a las fuerzas de repulsién electrosta-
tica, se dispersa. Calcular la densidad de corriente sobre
la superficie esférica de radio  (r > a) y de centro P,
en el instante ¢ = %0.

Problema 7.10 @ @

Considere un condensador de forma arbitraria, el cual
tiene dentro de él un medio de conductividad g y per-
mitividad e¢g. Sea Ry C' la resistencia y la capacitancia
entre los terminales A y B, respectivamente. Demuestre
que
RC =22
g

Problema 7.1 ®

Considere un circuito puesto a tierra consistente en dos
esferas perfectamente conductoras, como es mostrado
en la Figura. Los radios de las esferas son a; y as y la
distancia entre ellas es L, donde L > a1, as. Una mitad
de cada esfera esta inmersa en tierra, la cual posee una
conductividad g. Determine la resistencia total entre las
esferas.

Aire
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Problema 7.12 &®

Considere el circuito mostrado en la figura. El circuito
consta de una fuente de voltaje Vj, un condensador cilin-
drico, un switch que puede cambiar entre las posiciones
1y 2y una resistencia Ry, desconocida. El condensador
cilindrico tiene largo L y posee un radio interior a y un
radio exterior ¢ (L > a, c). En el interior del condensa-
dor hay dos medios materiales 6hmicos de conductividad
constante g1 y g2 y permitividad aproximadamente igual
a €g. Las posiciones respectivas de cada material al in-
terior del condensador se muestran en la figura parte
(b). Si el switch inicialmente se encuentra el posicion
1 y el sistema ya ha alcanzado el régimen estacionario,
determine

a) El vector densidad de corriente fy el campo eléc-
trico E dentro del condensador.

b) La carga total de cada placa cilindrica del conden-
sador.

c) La corriente que circula por el sistema.

d) La resistencia del sistema.

Si el switch se cambia a la posicién 2 y el sistema nue-
vamente ha alcanzado el régimen estacionario.

e) Determine el valor de Ry, tal que maximice la po-
tencia disipada en dicha resistencia. jCual es el
valor de esa potencia?. (Indicacién: Recuerde la
potencia disipada en una resistencia puede ser cal-
culada como P =V - 1)

Vo —

(a) Vista Exterior

A

(b) Vista Interior
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Il. Soluciones

Solucién

Asumiendo que el sistema esta en estado estacionario y la simetria radial se tiene que

z_ 100 ))

V - J = =0
v 2 Or

- C . . - =
Luego J = — 7. Usando lo anterior, se procede a relacionar J con F, de modo que
r

J =gE = (kE)E = kE*#

Por lo tanto

Ahora, para encontrar C' se hace desde

2
V:/E.cﬁ:H/:wCln Y Lo KV
ko \a n?(2)

Donde se deduce que

E»:V

Qo

)

Ya teniendo el campo, es directo que la corriente encontrada se calcula como

7 In(

2 W

2 2
I= // J-d§ = / / kE%r? sin(0)d0d¢ = / / 2“2 i 2 5in(0)d0de = 4”‘17/
r21n In? ()

La densidad de carga esta dada por

Solucién

a) De la ecuacién de continuidad y considerando que se ha alcanzado un régimen estacionario, se
tiene

=

V-J=0
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Considerando la ley de Ohm y desarrollando la expresion:

V- (g(z)- E(z)) =0

g (st =50 ) =0

dg OV 2V

9r or I g2 =0
g0 oV go(l’ + CL) 82‘/ —0
a Oz a or?
0*V 1 oV
_ =0

0x? +x+a%

Notese que se ha encontrado la ecuacién diferencial pedida. Para resolverla se toma el cambio
de variable p = 2¥:

:%_
d
% 1 _0
dr  x+a
d d
p__ 4 —Inp=—-In(x+a)+C
o T +a
'u_:n—{—a
v _ o
dr  r+a

= V(z) =CiIn(z +a) + Cy

Para determinar la diferencia de potencial entre S'y S’, se encuentra el valor de C usando la
condicién de borde dada

E:_alj:_ G
ox T+ a
= C
E(z=0)=——1% = Eyd
a
— C1 = —Epa
- E
— FE= %%
x+a

Finalmente, al reemplazar Cy, V(x) = —Epaln(z + a) + Cy
= V(S) — V(5') = —Epaln(a) + Epaln(2a)
= V(S) - V(S') = Epaln(2)
b) Considerando que E = Toa gy g(z) = w, se tiene que

-~ go(r+a) Eoa R
J = . = qgoF
a (x + a) E

Con esto es posible calcular corriente considerando que el flujo atraviesa un area cuadrada de

lado a:
I= //de = //goEodydz = goE0a2
0 0
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Ademas como R = %, usando el resultado recién obtenido para I y el de AV de la parte (a),

se concluye:
R AV Epaln(2) 1In(2)
I goEoa?  goa

Finalmente, la carga encerrada se calcula usando Ley de Gauss:

//E.d:que"c:»//E*.dm//ﬁ.drg:Qenc
€0 o
S S’

cubo
E
—E0a2 + 70a2 — %
2 o
2
€0Eba
:>Qenc:_ 9

Solucién

a) Aplicando la condicién de solucion estacionaria en la ecuacién de conservacion de carga, se tiene

que:
G 7= 000) = 0= rd(r) = A= J(r) = 25
S ==——(rJ(r)) = rJ(r) = r)=—¢
ror r
De esta manera, debido a lo anterior, la geometria cilindrica y la continuidad de f(por condicién
de borde), se puede asumir una corriente I = cte circulando por el sistema, con:

I://f-dﬁ://frdqﬁdz:%LA:M:%LA:cte.

Por lo tanto, asumiendo una corriente I en el sistema, se tendra:

I I - I = r .
— p= 7

j: e E = ; E e
area 2mrL ! 27rrLglr 2 27rrLg2r

Donde E7 y E5 son los campos eléctricos en las zonas con conductividades g1 y go respecti-
vamente. A partir de estos campos es posible calcular la diferencia de potencial Vj entre los
radios a y c:

b
-~ . . I (In(c/b) In(b
V():—/E~d77:—/E2~dF—/E1~dF: (n(c/)+“(/a)>
2L\ g2 9

Y de lo anterior se despeja I:

2w LVy 2w LV g192

(m(c/b) N 1n(b/a>> ~ g1ln(c/b) + g2 In(b/a)
92 g1

Finalmente reemplazando el ahora conocido valor de I en las expresiones anteriores para J, E1,

B = Voga ;
7(g11n(c/b) + g2 In(b/a))
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By = Vogr ;
7(g11n(c/b) + g2In(b/a))
- %,
J— 09192 .

r(g11n(c/b) + g2 n(b/a))

—

b) Usando el hecho que que o = E - 71, se tiene que en la placa interior, dénde el radio es r = a:

E 2nL
Ogq = 1(a) = @, = 2malLo, = mLVog>
€0 (91 In(c/b) + g2In(b/a))
De manera analoga en r = c:
E 2nL
Oc = — 2(¢) = Q. = 2ncLo, = — mLVog
€0 (91 In(c/b) + g2 In(b/a))
c) De los resultados anteriores:
B 27 LVy B 2 LVog192
(ln(g% + hl(g#) g11n(c/b) + g2 In(b/a)

d) La resistencia, se obtiene del cuociente:

R Vo 1 <ln(c/b)

B In(b/a)
I 2rnL + )

g2 g1

e) Aqui primero se debe observar que las resistencias Ry, y R estan en serie. Luego, sea V; el
voltaje en la resistencia Ry, por LVK y LCK se tiene:

Vo=I(R+ Rr); Vi=IRy
Eliminando I de estas dos ecuaciones resulta:

Ry,
= Vi
R+ Ry, 0

Vi

A este resultado genérico, de la caida de potencial en dos resistencias en serie con una fuente se
le conoce como “Divisor de voltaje”. Ahora se puede calcular la potencia disipada en la resistencia
RL:

V2 RV
P=wl=-2t=__—=70_
YT R, (BL+R)?

Ahora, para maximizar la potencia en funcién de Ry :

dP 1 2R, 1 In(c/b) ln(b/a))
— =V - =0= R, =R= +
dRr;, ' ° ((R TR)? (R+ RL)3> L onL ( 9 7

Es la resistencia Ry, que maximiza la potencia disipada en ella. Y dicha potencia maxima vale:

/. Vi Lgigo
4R 2(g1In(c/b) + goIn(b/a))

P
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I. Problemas Propuestos

Problema 8.1 @

En el circuito de la figura, encuentre el valor de Ry de
manera que la resistencia equivalente entre las termina-
les (donde esta abierto el circuito) sea igual a Ry.

Problema 8.2 @®

Una resistencia R se conecta entre los terminales Ay B
del circuito de la figura. Calcule el valor de la resistencia
R de manera que:

a) La potencia disipada en el circuito sea maxima.

Determine el valor de esa potencia.

b) La potencia disipada en la resistencia R sea ma-
xima. Determine el valor de esa potencia.

Problema 8.3 @®

Nueve resistencias R de 10 €2 estan conectadas como se
muestra en la figura y una diferencia de potencial 20 V.
se aplica entre los puntos a y b .

a) Calcule la resistencia equivalente de este circuito
entre los puntos a y b.

b) Calcule la corriente de cada una de las 9 resisten-
cias.

Circuitos Eléctricos

R R
o W WW
Ré R0§
O
10Q 150 A
AW AW—
120V = %109 §R
°B
R R R
a W ) b
o WM o
R R

99
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Problema 8.4 @ . }Jj s

En el circuito de la figura, el amperimetro A registra una
corriente I cuandos ambos interruptores estan abiertos

50Q

WWV

o ambos cerrados. Hallar el valor de la resistencia R. 300 @ m

AT

1.5 [V]

WWA
L N N
Problema 8.5 @ \ § %
. . \/\/\/\/\/

Considere un cubo el cual posee en cada arista una re-

sistencia R. Determine la resistencia equivalente entre WY
dos vértices opuestos A y B.

Problema 8.6 @ R

Encuentre la pérdida de energia en forma de calor en
el circuito de la figura. Demuestre que éste nimero no
depende de la resistencia R, teniendo en cuenta que ini- Ci += =
cialmente el condensador de capacidad C; tiene carga
Qo y que el segundo condensador se encuentra descar-
gado.

Problema 8.7 @

Considere el circuito de la figura. Antes de ¢t = 0, el
switch esta en la posicién 1 por un tiempo muy prolon-

gado. En t = 0, el switch S es movido a la posicién 2. ARW ol/o
Calcule: 5
a) La carga en el condensador en t = 0, Q(0). § R

{1
W
=

b) La corriente en t = 0 después de que el switch es 4

movido a la posicion 2, 1(0).

)|
7l
a

c) La corriente para t > 0, después de que el switch
fue movido a la posicién 2.

d) La energia U almacenada en el condensador en
t=0.




|. PROBLEMAS PROPUESTOS

101

Problema 8.8 @®

Un condensador, de capacidad C, formado por placas
circulares de radio b esta cargado y con voltaje Vj. La se-
paracion entre las dos placas paralelas es pequefia com-
parada con b. En ¢t = 0 se cierra el switch y el condensa-
dor comienza a descargarse. Calcule, en funcién de Vj,
C,b Rt

a) La carga Q(t) en funcién del tiempo para la placa
cargada positivamente del condensador.

b) El campo eléctrico E en el espacio entre las dos
placas del condensador.

Problema 8.9 @®

En una red eléctrica hay n resistencias que cruzan desde
la linea superior a la linea inferior, y hay n — 1 resisten-
cias a lo largo de la linea superior e inferior. El namero
total de resistencias es 3n —2. Todas las resistencias son
iguales y de valor R. Determine el valor de Ry, R, R3
y Roo (R; es la resistencia equivalente vista desde los
terminales para el caso n = ¢). En la Figura se muestra
el caso n = 4.

+0o

—Qo
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Soluciones

Solucién

a)

Primero se debe calcular el valor de la resistencia R, tal que el valor de la potencia total
disipada en el circuito se maximice. En este caso, se calcula la resistencia equivalente del
circuito considerando un valor desconocido R. Luego

1 1 >_1_4OO+R

=10+ [ — = Q
Req O—i-( + S (en Q)

10 15+R
Entonces la potencia esta dada por
2
= ]‘;eq =120%. m
Para maximizar, se deriva la expresién anterior con respecto a R
dP _ 1902 400 +20R —20(25+ R) 1202 - 100

— 0
dR (400 + 20)2 (400 + 20R)? ©

P(R)

(en [W])

Dado que la funcién potencia tiene derivada negativa, es siempre decreciente para R > 0, por
lo que su maximo lo alcanza en su minimo valor, o sea R = 0 2. Por lo tanto la potencia
disipada vale

P =900 [W]

Ahora hallar el valor de la resistencia R de modo que se maxime la potencia disipada en en si
misma. En este caso es necesario plantear las leyes de Kirchoff:

0= (15+ R)Ip —10(I — Ig)
120 = 101 + 10(I — Ig)
Donde I es la corriente que sale de la fuente, e Iy es la corriente sobre la resistencia desconocida.

Reordenando las ecuaciones:
101 = (25 + R)Ig

120 =201 — 101

De estas dos ecuaciones se obtiene que:

60
20+ R

2
R= :>PR=RI§:R< % )

20+ R
Luego:

P 602 <(20 + R)? - 2R(20+ R)

00— R=20
(20 + R) ) —

Por lo tanto, el valor de la resistencia que maximiza la potencia disipada en ella es R = 20 €
y dicha potencia vale:

P =2 @3)2 — 45 (W]
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Solucién

En un principio hay que encontrar la recurrencia de la red de resistencias. Para el caso n = 1, siguiendo
todos los datos del enunciado se tiene

-

P

Figura 8.1: Red de Resistencias paran =1

Donde evidentemente R; = R. Nuevamente cumpliendo los requisitos del enunciado Rs es

. %

. %

Figura 8.2: Red de Resistencias para n = 2

1 1 B P
En este caso Ry = <R + R—i—R—i—R) = ZR' Finalmente el caso R3 estara dado por
o AW MWW
. AW MWW

Figura 8.3: Red de Resistencias para n = 3

1 1 oo : .
Donde R3 = = + W) = BR' En este punto, es posible verificar que la recurrencia

de de resistencias esta dada por

1 1 -1

(Nota: Si se desea ser riguroso este resultado deberia ser demostrado por induccién, sin embargo para
no escapar de los contenidos del curso no se realizarad la demostracién) Ahora, se debe suponer la
sucesion de redes de resistencias converge a un valor R, de modo que

lim R, = lim R, 1 = Ry
n—y0o0 n—»00
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Luego, para n suficientemente grande se cumple que

1 1 ! 2 2
e — + 2 0o — 2 =0=—= Ry = 3— 1R
R (R 2R+Roo> Roo RR R (\/> )
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I. Problemas Propuestos

Problema 9.1 @

Considere el alambre ABCDA que se muestra en la
figura. Por él circula una corriente I en la direccién in-
dicada. Si BC'y DA son arcos de circunferencia sub-
tendidos por un angulo oo de modo que OA=0D =R
y OB = OC = 2R. Calcule el campo magnético B que
produce en el centro O.

Problema 9.2 @

Por un conductor rectilineo semi-infinito circula una co-
rriente eléctrica de intensidad I en el sentido que se
muestra en la figura. Calcule el campo magnético B en
el punto P.

Problema 9.3 @®

La figura muestra una espira cuadrada de lado L. Cal-
cule el campo magnético B en un punto P, que esta a
una distancia z del centro del cuadrado, a lo largo de su
eje, si por él circula una corriente eléctrica de intensidad
I en la direccién indicada.

Ley de Biot-Savart

SIS

|
|
|
|
|
-
|
|
|
I
I
I
|
|
|
|
|
1
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[\

~

Problema 9.4 ®

Un alambre en forma de L lleva corriente I. El alambre
coincide con el semeje x positivo y con el eje semiposi-
tivo y. Calcule el vector campo magnético en un punto
P del eje z, ubicado en z = D.

e -

S
>

=
~
Q -
~
<

Problema 9.5 @®

Susana, Rodrigo y Marcel, equipo docente de curso de  Sysana:
electromagnetismo de una cierta universidad, tienen una
discusion sobre el campo magnético generado por un
alambre en un mismo punto P. Susana tiene un alam-
bre infinito por el cual fluye una corriente 21, Rodrigo,
al ver el alambre lo toma y lo dobla, formando un cuar-
to de circunferencia de radio R mas otros dos tramos
semi-infinitos (ver Figura). Rodrigo le asegura a Susa- ,

na que si la corriente disminuye a la mitad, el campo RO\
magnético producido por esta nueva geometria tendra P; -------
una mayor magnitud en el punto P (por lo cual Susa-

na se muestra muy en desacuerdo). Marcel, asombrado

por la discusién de su cuerpo docente, les dice a ambos

estan equivocados ya que falta informacién suficiente 8
para aseverar en cual de los dos casos el campo magné-
tico es mayor. Ayude al cuerpo docente de este curso a
determinar quién tiene la razén.

®---—--

Rodrigo:

r=ex In(2)
Problema 9.6 &® p<9 2 )

Considere un alambre que ha sido doblado de la forma
que se indica la figura, siguiendo la curva de la funcién
r(0) = 32 en coordenadas cilindricas. El alambre da 1 P
una vuelta completa y es cerrado por otro trozo que va
desde x = 1 hasta x = 2 sobre el eje x. Si por el alambre
se hace circular una corriente I en sentido antihorario,

determine el valor del campo magnético en el origen.
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Problema 9.7 @®

Considere un disco de radio R que posee una densidad de
carga superficial o, uniformemente distribuida. Partien-
do del reposo, el disco comienza a girar, hasta alcanzar
una velocidad angular constante w en torno a su eje de
simetria. Encuentre una expresién para el campo mag-
nético en z = R. (Propuesto: jCuanto vale el campo
magnético para cualquier punto en el eje?).

Problema 9.8 @

Considere un segmento AC' recorrido por una corriente
de intensidad I como se muestra en la Figura.

a) Determine el valor del campo magnético en el pun-
to O en funcién a, ac y r

b) Use el resultado calculado en a) para determinar
el campo magnético producido por un poligono
regular de n lados en su centro. Considere que
el poligono es de lado a y es recorrido por una
corriente I.

c) (Propuesto) Demuestre que si n — oo, el cam-
po magnético en el centro coincide con el de una
espira circular de radio 7.

Problema 9.9 &

Encuentre el campo magnético en el punto P sobre el
eje de una bobina cilindrica de radio a con una densidad
de n vueltas por unidad de largo que lleva una corriente
I. Exprese su respuesta en términos de 601 y 605 (ver
Figura).

A\l

Q*

'llllllllllh 4
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Il. Soluciones

.y, D)
Solucién
Para el calculo del campo magnético se usara la definicién

5_ Ho /IJZ x (7= 7'

T ar =P

Primero se calculara la contribucién de campo magnético que genera el cable que esta sobre el semi-eje
positivo . Nétese que en este caso 7= 22 y 7' = 22 y dl = dxZ. Luego

5 _ Mo Idl x (7 — ')
T 4 e
o
Mo / Idzz x (22 — x&)
 4rm |22 — xi]3
0

oo
wol zdr
T (22+x2)%y
0

Usando el cambio de variables z = ztan = dx = zsec? 0df, por lo que si z — oo se tiene que

Vs
0— —.
2 us
- ol / 2?sec?0df .
By =——— Y
4m / (22 4 22tan?0)2
1
= —Moy/cosﬁdﬁ
ATz
0
_ kol
4z

El otro aporte de campo magnético en ese punto estd dado por la generacién de campo magnético
en el semi-eje y. El campo estara dado por

77 -
B, ,uo/Idlx(r ')

4 ek

0
po [ Idyy x (22 —yy)

A 22 — yy®
o0
(o)
pol zdy
T an ) it
2
) (22 +y?)

La dltima integral es idéntica a la que ya se calculé en la parte anterior (sélo cambia la direccion).
Finalmente el campo total es

. I ...
B(z = D) = Bi(z = D) + Ba(z = D) :—%(x—l—y)
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Solucién

En este caso se elige el mismo sistema de referencia para ambos problemas, en este caso tomamos el
origen en el punto P y con eje x creciente a la derecha e y creciente hacia arriba. Para encontrar los
campos magnéticos se usara definicion

5_ Mo Idl x (7 —7)
 Arx |7 — 7|3

= Caso Susana: 7 = 0, 7' = Rjj + x&, Idl = 2Idxi con z € (—o0, 0)

polz

[e.e] oo
~ 2Idzs x (—Ry — xi IRz 1 IR: 2
BS(P):MO/ mX(A v TE)  po Z/ gy — _MOIEE 2
4r | — Ry — zz|3 27 (2 + R2)2 2r  R? TR
—0o0 —0oQ
(la altima integral puede resolverse con el cambio de variables x = R tan 6)
= Caso Rodrigo: En este caso hay que separar en tres caminos:
Recta semi-infinita sobre el eje z: 7= 0, ¥/ = R{) + x&, Idl = Idzd con z € (—00,0)
0 0
El(P):"O/Idmx(ngfﬁ):—”ole / x de:_,uOIRé.i:_
4 | — Ry — xa|? 4 (22 + R2)? it R? ATR
— 00 —00
Trozo de cuarto de circunferencia: 7= 0, 7/ = R#, Idl = IRd06 con 6 € (3,0)
F [RAO0 (0 — R#) I IE
5 Ho x \U— Lir Holz Motz
2(P) =12 / | — R#? AR 8R
2 2
Recta semi-infinita sobre el eje y: 7= 0, 7' = R% + yg, Idl = Idyj con y € (0, 00)
[ 1d R IR: | IR I
. ) x (—R& — yj 2 2 1 2
Bg(P):MO/ yyX(A CL'Agyy):_HO Z/ Yy gdy:_'uo 2.72:_'“0 3
A | — RZ — yy| 4 (y2 + R2)> 4r R AT R
0 00

(Idéntico al primer calculo)
Por lo tanto el campo total es:

Su(P) = By + By + By = 0L (111
BR(P)—Bl—i-BQ—I—Bg— 2R<7T+4>2

Finalmente, debe notarse que

Bsl __ &% _ > 1= |Bs| > |Bg|
Bl BR (D) AT R

Dado que todos los datos de la expresién son conocidos, Susana tiene la razén.

_ polZ
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Solucién

Calculando el campo magnético por definicion, se tiene que

po Ldl x (7 = )

dB =
dr  |F—7'3
aqui
rdi=%4 - 4 ﬂ—ads 7 = ordrdf - ¥
dt Tt
Luego, dado que 7= R, 7' =i y ¥ = & x 7/ = wrd se tiene que
2t R T R
uo//crrdrdﬁ wr x (Ré—rr // JRquerdG // owr3drd ) 5
47r0 / (R2 +r2)3 (R2 +12)3 / (R2 +12)3

Por asuntos de simetria la primera integral es nula, por lo que el campo magnético es

R
B ,uoaw/ r3dr 3
2 / (R2 _|_T2)§

Usando el cambio de variables p = R? + r2 = dp = 2rdr, por lo tanto

2R? R2\d 2R? RV 2R? 2R?
B uojw / (p— ! ) pg:“f% / (p— ! )dp :Mojwé /p—%dp—RQ/p—idp
p2 p?
R2 R2 R2 R2

Resolviendo las dos integrales anteriores, resulta que

B= “OZ“ (3v2 — 4)R%

Solucién

a) Se fija un sistema de referencia de centro P para luego usar la definicién de campo magnético.

7 —rtanag —rtanay
gp = Mo ldx (=) 5 _ pol / dei X (rj — 2 ) _ polr / e
dm =P Am (r2 +22)2 dm (r2 +22)2
rtanac rtanac
De este modo, usando el cambio de variables = r tan § = dx = r sec? #df
—au
. Iz T I
B= Zgr: / cos Bdf) = %(sin(—am —sinag)s = _%(sm a4 +sinag)?
ac

b) En el caso del poligono regular se pueden formar n triangulos isésceles, de forma que ay =
_ A _ a L4t .,
ac = 7y ademds r = 5. El aporte de campo magnético en el centro del poligono es

n
realizado por n segmentos como el calculado en la parte a), por lo que el resultado final es

-, I
B = _ Hon tan (E) sin (z>2
Ta n n




I. Problemas Propuestos

Problema 10.1 @

Un protén se dispara a una zona de campo magnético
constante tal como se muestra en la figura. Si el protén
de carga +e y masa m incide con un angulo o a la
zona de campo, determine el valor de la distancia d que
recorre y el angulo 5 con el cual sale de la zona de
campo (ver Figura).

Problema 10.2 @

Una particula neutra se encuentra sometida a campo
magnético constante B = ByZ. En t = 0 la particula se
rompe (“decae”) en dos cargas +q y —q con igual masa
m, las cuales salen disparadas con velocidades en direc-
ciones contrarias. Determine el tiempo en ambas parti-
culas vuelven a chocar (exprese su resultado en funcién
de ¢, m y B e ignore la interacciéon coulombiana entre
ellas).

Problema 10.3 &

Una particula de masa m y carga ¢ que esta sometida a
la influencia simultanea de un campo eléctrico oscilatorio
en la direccion vertical E = Eqcos(Q)2 y un campo
magnético constante en la direccién horizontal B = By
como se ilustra en la figura. Si la particula parte en el
resposo,

a) Encuentre las componentes z, y y z de la acele-
racion de la particula.

b) Encuentre la velocidad en funcién del tiempo.

c) Encuentre la trayectoria y discuta que ocurre

cuando la frecuencia es ) = %

Fuerza de

Lorentz

I
O/ | | Y
+e,m
B,
XXXXX XXX
XAXXXX XXX
XXXXX XXX
XXXX XXX X
XXXXX XXX
XX X X X X
X X X
X X X X X X
+q9 —9q
L
E
RN ERNE
oqam \\l'
/5
X
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Problema 10.4 @®

Una particula de masa m, con carga ¢ > 0, ingresa
horizontalmente a una regién de ancho L, donde existe
un campo magnético uniforme B = B2 como se indica
en la figura.

a) Calcule el valor critico de la rapidez inicial 7y =
voZ de la particula que le permite decidir si ella
atraviesa la regién, o se devuelve.

b) Determine la trayectoria que realiza la particula
para los casos en que la rapidez inicial sea mayor
o menor que el valor critico encontrado anterior-
mente.

c) Suponga ahora que ¥y = voZ +vpZ, determine la
altura con que sale la carga de la zona de campo
(considere distintos casos a partir del valor encon-
trado en la parte anterior).

Problema 105 @®

Un electrén de carga —e y masa m se acelera a través
de una diferencia de potencial de AV = 10% [V] antes
de entrar a una region limitada por dos placas paralelas
que tienen una diferencia de potencial igual a V, = 100
[V], separadas por una distancia d = 1 [mm] y de largo
L =1 [m]. El electrén entra a esta regién en un plano
equidistante de las placas. Ignorando efectos de bordes:

a) ;Cual es la velocidad del electron al llegar a la
region limitada por las dos placas?

b) iQué campo magnético B se debe aplicar en la
region limitada por las dos placas para que el elec-
trén continde con trayectoria rectilinea? Indique la
direccién de dicho campo en la figura.

c) Suponga que, una vez aplicado el campo calculado
anteriormente, suponga que cuando el electrén ha
recorrido una distancia L/2 se quita la fuente de
Vo = 100 [V]. jAlcanza a salir el electrén de las
placas paralelas?.

Indicacién: tome e/m = 18 x 10! [MKS] .

Zona de Campo

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
= X X X
Yo, M
Q XX
q X X X X
X X X X
e
L
d
-—>
, _
1
d |
_— 1
1
2
!
1
1
1
1
1
1
1
.
!
!
1
1
!
+ :
Vo = |
i |
1
1
1
1
1
!
pp— 1
!
! L
N
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Problema 10.6 @®

Suponga que el sistema que se ve en la figura se en-
cuentra en un plano vertical, donde g es la aceleracidn
de gravedad. A través del alambre rectilineo infinito cir-
cula una corriente I; en la direccién indicada. La espira
rectangular, de dimensiones a y b, esta ubicada paralela
al alambre, a una distancia d de él y posee una masa
m. Encuentre la corriente Is que debe circular por la
espira (indique el sentido de ella), para que permanezca
en reposo en la posicién sefialada.

Problema 10.7 ("

En un espacio de campo magnético constante B= Byz,
un fotén v experimenta un decaimiento v — ¢~ + e™
donde e~ representa al electrén y e™ a un positrén. La
carga del electron es —e < 0 y la del positron es +e;
ambos tienen igual masa m. Como resultado del decai-
miento, ambas particulas adquieren trayectorias espira-
les como se muestra en la figura. El radio de los mantos
cilindricos por los cuales transita cada particula es R, y
el paso axial en una vuelta es s. Determine la rapidez
con la que se mueve cada particula.

Problema 10.8 @®

Se tienen dos cables rectilineos infinitamente largos con
densidad lineal de carga A, separados por una distancia
d, moviéndose a velocidad v constante. Encuentre el
valor de v para que la atraccién magnética se compense
con la repulsién eléctrica. j Es razonable este resultado?.

I
d
T
lg
a
Y
By
~. d
N

5
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Problema 10.9 ®

Considere dos cables coaxiales de radios a y b como
muestra la figura, cuyo espacio interior se encuentra va-
cio. Los cables se encuentran separados a una diferencia
de potencial 1V} y entre ellos existe un campo magnético
homogéneo B = B2. Desde el cilindro interior se libera
un electrén de carga —e y masa m. El objetivo del pro-
blema es encontrar el valor maximo de B de modo que
el electrén liberado no choque con el cilindro exterior
(alcance a dar la vuelta perfectamente). Asuma que la
velocidad del electrén tiene solamente componentes en
el plano de la figura.

a) Encuentre el momentum angular del electrén en
funcién de carga e, el campo magnético B, vy la
distancia al eje del cilindro interior » y momentum
angular inicial L.

b) Asumiendo que los electrones salen con una velo-
cidad inicial v9 & 0, encuentre la velocidad que
tendra en rmax, €s decir en r = b.

c) Mediante conservacién de energia, halle otra ex-
presion para la velocidad recién calculada. A partir
de este encuentre el valor que deberia tener B, de
modo que a los mas el electrén volviese en r = b.
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Il. Soluciones

Solucién

Las cargas moviéndose dentro de campos magnéticos se mueven siguiendo una circunferencia (velo-
cidad dentro de un plano) o en una espiral (velocidad en tres dimensiones). Para hallar la rapidez del
electrén, primero se impone la velocidad en coordenadas cilindricas

T =i+ 100 + 22
debido a que r = R = 7 = 0, Por otro lado, se tiene que
F=mi=—et x B
entonces como B = ByZ, se tiene que
m(—R0O%* + ROO + 2) = —eByRO?

de lo altimo se deduce que RO = % = 0 y ademas

Para terminar el problema esta faltando el valor de z, que puede ser determinado mediante el paso s
que tiene la espiral (cada 27 radianes el electron baja s metros) de la siguiente forma

dzdf s eBy

:@E_QWm

- 2 e (3]

El resultado es el mismo para el positrén, con la Gnica diferencia que como su carga es +e el giro
sera en el sentido inverso al del electrén.

Solucién

a) Previamente se debe notar que la fuerza que afecta al electrén en cualquier punto es F=— e(Tx
B+ FE), donde B= Bz, E = E(r)fy ¥ =77+ r00, luego F = —e(—7B60 + r0Br + E(r)
Para encontrar el momentum angular, se usa el hecho que

Finalmente la rapidez vale

)

L - : d
7=l =T x F = 20 =i x (Bl — (r0B + B(r))f) = eBrd—:;é
Integrando a ambos con respecto al tiempo se obtiene que
L(T‘) r
/ szeB/rdr:L(r):Lo—{—eB-

Lo

r2 _ g2
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b) Por otro lado

=

L =7 x mt = |L| = mr|0] = L(r) = mrv
sumando al hecho que vg % 0 = Ly ~ 0 se deduce que

2 2 b2 — o2
- 2a :M)(b):eBw

mrv =eB -
c) Por analisis energético

1 1
Ui+ K =U;+ Ky = —eV(a) + 5mvg = —eV(b) + 5mv?(b)
Dado que V(b) — V(a) = Vy y vg = 0 se tiene
2eV)
m

1
eVp = imvz(b) = v(b) =

Finalmente se deduce que el valor de campo magnético critico es B,

(b? — a?) [2eVy 2mb [2eVy
B. = = B, =
¢ 2mb m e(> —a?) V. m




I. Problemas Propuestos

Problema 11.1 @

Un cable coaxial muy largo consiste en un cilindro sélido
con un radio interior de radio a, rodeado por un casca-
roén cilindrico conductor concéntrico de radio interno b
y exterior c. El conductor interior tiene una densidad
de corriente no uniforme fl = arz donde o es una
constante. El cilindro exterior tiene una densidad de co-
rriente J» = — /3% donde [ es una constante positiva.
Los conductores llevan una igual y opuesta corriente de
magnitud Iy. Entre ambos conductores existe vacio.

a) Encuentre los valores o y 3 en términos de a, b, ¢
y lo

b) Determine el campo magnético en todo el espacio.
Exprese sus resultados en términos de a, b, cy I

¢) Realice un grafico | B| con respecto a la distancia
desde el eje de simetria 7.

Problema 11.2 @®

Considere 3 alambres rectos de seccién transversal des-
preciable, infinitamente largos y separados en si una dis-
tancia d. Cada alambre lleva una corriente I, en la mis-
ma direccién (perpendicular al plano de la hoja y hacia
adentro).

a) Encuentre la ubicacién de los dos puntos donde el
campo magnético total se anula.

b) Suponga que el alambre central se desplaza rigi-
damente una pequefia distancia y (y < d) en
direccién perpendicular a la linea a la linea sobre
la que estan dispuestos inicialmente los alambres,
mientras los otros dos alambres permanecen fi-
jos. Calcule aproximadamente la fuerza neta por
unidad de largo que actia sobre el alambre des-
plazado, al primer orden de y

11

Ley de Ampeére
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Problema 11.3 @ 21@ """"""""""" @1

1
| 1
e . . ! i
Tres alambres infinitos estan ubicados, mutuamente pa- | !
. . !
ralelos estan orientados perpendicularmente al plano de ! |
1
la hoja y ubicados en los vértices de un cuadrado de la- d . |
1
: i
! |
! 1
! |
! |
! |
! |
1

do d. Uno de ellos lleva corriente 21 que entra al plano, P

mientras que los otros llevan corriente I que emerge del

plano de la hoja. Calcule el vector campo magnético en

los puntos Py y Ps. I @ _____________________ e
(sale) P2

Problema 11.4 *

Se tiene un conductor en la forma de una capa cilin-
drica recta, infinita, de radio interior a y radio exterior
b. Este conductor tiene una densidad de corriente que,
expresada en coordenadas cilindricas, es:

—

J(agrgb):%éJrﬁé

Con a y B constantes conocidas. Obtenga el campo
magnético en todas partes.

Problema 11.5 @®

Se tiene un conductor cilindrico de radio R, muy largo,
con corriente I y un conductor plano, también muy lar-
go, con corriente superficial I’ circulando por él. Ambos
conductores son paralelos y el conductor plano y el eje
de la corriente que circula por el cilindro son coplanares.
Si el plano conductor tiene ancho a vy el eje del cilindro
se encuentra a una distancia b del origen, encuentre:

a) El campo magnético sobre el eje = para z > a.

b) La fuerza entre ambos conductores por unidad de
largo.

Problema 11.6 @®

Considere dos planas metalicas infinitas paralelas II; y
II,, separadas una distancia d. En sus respectivas pla-
cas fluyen corrientes en direcciones arbitrarias, las cuales
tienen una angulo 3 entre ellas como se ilustra en la Fi-
gura. Encuentre la densidad de fuerza por unidad de area
e indique si la fuerza es repulsiva o atractiva a partir de
los distintos valores de (5.
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Problema 11.7 @

Un cable de cilindrico de radio R lleva una densidad de
corriente J = Jok. El cable tiene un hoyo cilindrico de
radio a paralelo al eje del cilindro a una distancia b de él.
Muestre que el campo magnético dentro de la cavidad
es uniforme, y encuentre su valor.

Problema 11.8 @ @

Se tiene dos corrientes, ambas con igual sentido. Una de
ellas es una corriente plana e infinita de densidad lineal
K y otra es una corriente cilindrica infinitamente larga
cuya densidad es J(r) = Jo (1 — %). Encuentre el valor
de Jy en funcién de K que hace que el campo magnético
resultante en el punto P ubicado a una distancia % del
centro del cilindro sea nulo.

Problema 11.9 @ @

Considere 3 distribuciones como se muestran en la fi-
gura. Un bloque de ancho w lleva un densidad volumé-
trica uniforme de corriente J; = J;2. Un cable infinito
de radio R lleva una densidad de corriente no uniforme
Jo = —arz, donde r es la distancia desde el eje del ci-
lindro y o una constante. El bloque se encuentra a una
distancia d del cilindro. Si se coloca un alambre con co-
rriente I a una distancia s del centro del cable (s < d),
determine la fuerza por unidad de largo que siente el
cable con corriente 1.

Problema 11.10 @ @

Considere dos bobinas muy largas de radios Ry y Rs, con
N1y Ny vueltas por unidad de largo, respectivamente.
La bobina de radio Rs se encuentra inserta dentro de la
bobina de radio R; compartiendo su mismo eje. Si por
la bobina exterior circula una corriente I7, determine:

a) La corriente Iy que circula por la bobina interior,
sabiendo que el campo magnético para r < Ry es
nulo.

b) Para la corriente encontrada en la parte anterior,
encuentre la fuerza por unidad de area que siente
la bobina interior.

Ii,Ny
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Il. Soluciones

Solucién [11.1

a) Usando la definicién de corriente eléctrica a partir de la densidad de corriente, se obtiene que

2T a
R 2raa’® I
10://J1-d5://ar2-rdrd02: maat ., _ 3l
3 2wal

0 0

_IO_//J2 5 = 7/ —B2 - rdrdfz = —fn(c? —b2):>5—m

b) Por otro lado, el campo magnético es por ley de Ampere

e 1 < a:
2w r ) . )
— 2 . . )
%B'dl polens = B(r)-2mr = o//ozrz“rdrd&z“:uoWar3:>B:MOO”9:MO 0" 4
3 3 2mad
00
e a<r<b:
21w a I
ygé‘dl poleny = B(r) - 2mr = 0//ar2-rdrd02—[0:>§—l;0 99
r
0
eb<r<e
27 r I )
%B dl = polens = B(r) - 271’7“—10—//,32 rdrdf? =— B = Mooié
2mr ¢ — b?
0
o r>c

%g-cﬁzuofenl:>B(7’)-27TT':I()—I()=O:>§=0
c) Un grafico aproximado es el siguiente:
B(r)| 4

Holo
2ma

Uolo
2mh

i 4

Figura 11.1: Grafico
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Solucién

a)

Para iniciar el problema se debe calcular el campo magnético que produce un cable que lleva
corriente. Usando Ley de Ampére sobre un camino I' (circunferencia de radio r recorrida en
sentido anti-horario).

- - I,
%B ~dl = pol = —B(r) - 27r = pol = B = &(—9)
r 2mr

[{Pe%))

Se supondra que el punto donde el campo magnético se anula es sobre el eje X . Sea “z” el
valor medido desde el centro del sistema de referencia. Debido al superposicién de los campos
magnéticos, el campo en ese punto vale:

I I I
Mo (_2) Ho (_2) Ho P

(2,0) 1B B 2n(z + d) 2 27t(d — x)

Es posible verificar que el valor del campo magnético sobre el eje 2 siempre va en el sentido 2
(o —2) y depende sélo de la distancia que separa el cable al punto donde se calcula el campo.
Dado que se buscamos B(z,0) = 0, se obtiene que:

1 1 1

az+d+$ d—=x

. . . d
donde resultan dos puntos simétricos ubicados en x = £=——

V3
Primero se calcula el campo magnético que genera el cable de la izquierda sobre el punto (0, y).

5 r, . , , .
Recordando que es B = gi(—@) (precaucion: la férmula anterior esta con respecto al origen,

aqui la usaremos centrada en el punto (—d,0)) se obtiene que:

2m\/y? + d?

De igual forma, para el cable de la derecha se tiene que:

B (—(—sinaz + cosay))

- pol . N N pol S .
By = ———=(—(—sin (7 —a)Z+cos(m — a)y)) = ——=(—(—sinaz —cos oy
(s (7 )i eos (7~ )9) = S )
Sumando las expresiones anteriores, y notando que sina = N
/y2 +d2
ﬁ L Isi I
B(0,y) = By + By = MO PE o HOlY

R (2}

Por lo que la fuerza estara dada por:

~

poly - wolPdz oy

dF = Idl x B(0,y) = —Idz?
< B(0.) E P+ ) T pP+d’

Se pide la fuerza anterior linealizada (primer orden), por lo tanto reescribiendo la expresion
como

dF =

_uolzdzl 4 g
T d(§)?+1
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Figura 11.2: Campos Magnéticos aplicados al cable.

Como sabemos que y < d tenemos que hacer una aproximacién segin Taylor de la funcién

FN =57
en un punto cercano a A = 0, por lo tanto
daf (A
s~ £+ LN g =
dX [=o
Finalmente la aproximacion es
2 y 2
dF:—NOI dz1 g g%_ﬂof dzﬁg)
T d(4)?+1 T d?

Solucién [11.3

Para calcular el campo en los lugares pedidos, primero se debe conocer el resultado genérico para el
campo magnético producido por un alambre infinito con corriente I circulando en el sentido positivo
de 2. Usando la Ley de Ampére en una superficie circular de radio r en el plano xy, y asumiendo por
simetria B = B(r)f, entonces:

. . I
%B-df:m[:2mB=>B:“00
2mr
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Ahora volviendo al problema original, primero se calcula el campo en el punto P, colocando al origen
de los ejes cartesianos sobre P;, con & horizontal hacia la derecha, e 4 vertical hacia arriba:

B tol <—§c+?}> " pol <93°—§> n pol <_@_3})
- d d d

- I
B(P) = -E (& + )

Para el calculo en el punto P, se reubica el origen de los ejes en él, nuevamente con & horizontal
hacia la derecha, e § vertical hacia arriba:

Por lo tanto:

E_MOIA pol . pol <—§3—Z)

T+
V2

_27I'd 27Tdy+7rd\/§ >:0:>B(P2):0

Solucién

Se nos pide determinar la fuerza entre las placas que puede ser algo complejo de ver a primera vista.
i Por qué siente fuerza una placa?, a priori se podria suponer que la fuerza que siente cada placa es
la misma mdédulo, ya que es un par accién - reaccion. Ahora, si se toma como referencia la placa
IT;, la placa IIy sentird una fuerza por dos motivos: la corriente que circula por K, provoca un
campo magnético en todo el espacio y en II, existe una corriente circulando. Estos dos elementos,
“campos magnéticos”’ (por lo general externos) y ‘“corrientes” (o cargas en movimiento)
siempre provocan fuerza sobre las cargas. Ahora para determinar la fuerza se debe usar la forma
diferencial de la fuerza de Lorentz:
dFy = dqty x By

Donde F3 es la fuerza que siente la placa IIs. En este caso el diferencial de carga dg = 02dS, pero
por otro lado K9 = o975. Juntando las igualdades anteriores se puede reescribir la fuerza como

dFy, - -
dFy = KodS ><Blz>d—52—K2 % B,

El campo magnético B de una placa puede ser determinado por Ley de Ampére (Figura [11.3).

B
——— «—
z mm-e- 2 E— B S —— s
x Y . Az
P : ey |
y E— -------- %/ --------- -E =
Ty At
Lo P cmmmmmmme o R . 2
—_— > >
I 17 |

Figura 11.3: Corriente en el plano IT; y camino de Ampére.

La curva " es un rectangulo de ancho L y alto 2z como puede verse en la Figura [11.3] Ademas debe
notarse que por simetria del problema necesariamente se tiene que |B;(z)| = |Bi(—z)| . Dado que




126 CAPITULO 11. LEY DE AMPERE

el plano que lleva corriente es infinito, el campo magnético siempre apunta en la direccion Z (esto es
debido a que las componentes verticales son siempre anuladas consecuencia de la simetria del plano).
Usando la Ley de Ampére se obtiene que

ygé'cfl:uof
r

Por otro lado la integral de camino se puede descomponer de la siguiente forma

z

L 0
%é-cfl:/Bl(z)i’-dxa%—i—/Bl(z)ﬁ?-dzé+/—Bl(z)a%-daca%—i—/Bl(z):%-dzé
0 L

r

—z

—z z

De la expresion anterior se anulan las dos integrales verticales (el campo es ortogonal al camino). Por
lo tanto

jﬁé-cﬁ:Bl(z)-zL
r

Por otra parte, si se tienen densidades de corriente superficiales, la corriente enlazada se puede
determinar como (7 normal de la superficie donde fluye corriente)

L
I:/(}?lXﬁ)'d_z:/(KlAXZt’)‘dxi':KlL
0
Luego la ley de Ampere se transforma en

_ oK1
2

%BJZ = ol = Bi(2) - 2L = po K1 L = By(2)
T

Notar el hecho que el plano TI, estd ubicado en z = d, por lo que el campo magnético que afecta al

plano es

. K
Bl(Z) — MOQ 1

z

Ahora, descomponiendo Ky = Ky cos 3% + Ko sin 37, se procede a calcular la fuerza por unidad de
area que siente el plano Il como

dF, K
-2 _ Ks(cos & + sin fy) X Ho21

" IJ/OKlKQ sinﬁ N
r=———""""72
as

2 2

Finalmente, si 8 € (0,7), la fuerza es atractiva (corrientes paralelas), si 5 € (7,27) la fuerza es
repulsiva (corrientes antiparalelas), y para los angulos 5 = 0,7 no existe fuerza al ser las corrientes
ortogonales.
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Potencial Vectorial y Momento Magnético

I. Problemas Propuestos

Problema 12.1 @

Considere un cilindro hueco infinito de radio R sobre el
cual circula sobre su superficie una corriente homogé-
neamente distribuida I. Encuentre en todo el espacio el
vector potencial magnético A. Puede usar el hecho que
A(r=0)=0.

Problema 12.2 &®

Considere un circuito en forma de hélice circular con su
eje en z. Por la hélice circula una corriente I, y esta
compuesta por 2N vueltas completas y tiene un paso p.
La ecuacién paramétrica de la hélice es:

z = Rcos0

y = Rsinf

z:£9
27

Las vueltas de la hélice estan repartidas desde la cota
z1 = —pN hasta la cota 29 = +pN.

a) Determine la componente axiales del campo mag-
nético y del potencial magnético en el origen,

B(0) y Az(0).

b) Si la longitud del circuito helicoidal es L = 2pN,
muestre que B,(0) puede ser escrita de la for-
ma B,(0) = Byf(R, N,p) donde By es el campo
magnético creado con solenoide de longitud infi-
nita.

c) Encuentre el valor de f(R, N,p) cuando R < L.
i Qué relacion debe haber entre Ry L para que el
B.(0) sea un 99 % del valor de By?

\/

<y

127
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Problema 12.3 @®

a) Considere un alambre de largo 2L sobre el eje z,
donde fluye una corriente I desde z = —L hasta ,
z = L como se muestra en la figura. Determine el z=-L 0 z=L
potencial magnético vectorial sobre un punto en Parte (a)
el eje y a distancia R del origen. Deduzca el valor
del potencial magnético en el limite L > R. 22

b) Se coloca un nuevo alambre de largo 2L, paralelo
al alambre de la parte anterior, por el cual circu- 1
la un corriente I en el sentido inverso. El nuevo
alambre se ubica a una distancia d del primero,
perpendicular al plano zy (ver figura). Determine
el potencial magnético vectorial para puntos sobre
el plano zy, a una distancias mucho mayores que
L.

Parte (b)

vy

Problema 124 ® @

|
Considere una esfera de radio R, la cual estd cargada

uniformemente con una densidad de carga volumétrica

po constante. La esfera gira entorno a una de sus dia-

metros con una velocidad angular constante wy, como

se ilustra en la figura. Encuentre

a) El campo magnético B y el potencial magnético
vectorial A en el centro de la esfera.

b) El momento magnético de la esfera.

Problema 12.5 @
Una densidad de corriente determinada por J = Joz, Wl_ ‘

origina un potencial magnético vectorial

i
- L 1oJo 4
A= 1002 4 2
4 '
a) Aplique la ecuacién vectorial de Poisson para con- | @ ! B?
firmar el enunciado anterior. A

b) Utilice la expresion de A para determinar B. SY—
c) Utilice la expresion para fjunto a la ley de Am- k ‘

pére y determine B. Compare su respuesta con la
obtenida en la parte anterior.
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Al ‘ A
Problema 12.6 @ \
S o) 0
Un circuito cuadrado rigido de lado L y masa M esta lg J - B

pivoteado en torno a uno de sus ejes (AA’) en presencia
de un campo magnético B uniforme, y el campo gra-
vitatorio. El circuito lleva una corriente I que es capaz
de mantenerlo en equilibrio en el angulo 6. Encuentre el I
modulo y el sentido de dicha corriente.

T
y

Problema 12.7 &*

Una esfera no conductora tiene masa m y radio R. Como
se puede apreciar en la figura, una bobina muy compac-
ta, de cinco vueltas se encuentra enrollada en la esfera;
ésta se encuentra en un plano inclinado que forma un
angulo 6 con la horizontal, de manera tal que la bobina
es paralela a éste. Si un campo magnético B apunta ver-
ticalmente en la region, j cual es la corriente necesaria en
la bobina, que permitira a la esfera permanecer en equi-
librio en el plano inclinado?. Muestre que el resultado es
independiente de 6.

B

Problema 12.8 @

Considere una espira de radio R, N vueltas y masa M V4

distribuida homogéneamente por la cual circula una co- B’O
rriente 1. Esta espira se coloca en un campo magnético _—
constante de B = By orientado de tal manera que el .

torque sobre la espira es minimo.

a) Demostrar que si la bobina se gira un pequefio an-
gulo con respecto al eje x y es puesto en libertad,
este comenzara a oscilar entorno la posicién mini-
mo torque. Encuentre la frecuencia de pequefias
oscilaciones que presentara la espira.

b) Si la espira se suelta desde un angulo 6y ~ 0,
determine la velocidad angular que tendra la espira
cuando pase por su posicién de equilibrio.
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Problema 12.9 @® AA LTS ~~_.—é€,m,

Considere un electrén orbitando a un protén, que man- , N
tiene una trayectoria circunferencial de radio R debido a / R b
la interaccion Coulombiana. Tomando la 6rbita de carga ! )
como un circuito de corriente eléctrica, calcule el torque '.‘ ,:
resultante cuando el sistema esta inmerso en un campo \ i /
magnético B, orientado perpendicularmente respecto al N € /
plano donde vive el protén y el electrén. La carga del . .
electrén y del protén son conocidas, —e y e respectiva- ~ TT=---T

mente , al igual que la masa del electrén m..

o]l

Problema 12.10 @ .

mo
Considere tres momentos magnéticos iguales 1, ubi- 1 C
cados en los vértices de un triangulo rectangulo ABC T
de lados a, a y av/2.
a) Determine el trabajo necesario para invertir la po- a. a
sicién del momento magnético ubicado en el vér-  _, _,
. my ™ myo
tice C'. T T
b) iCual es el torque que sienten los momentos mag- A av?2 B

néticos ubicados en Ay C7.

Problema 12.11 @®

Un circuito cuadrado de lado a estd suspendido en el
centro de un enorme anillo fijo de radio R (R > a) por
un hilo que ejerce un torque restaurador de magnitud
7 =k, con 6 el angulo de torsién que forman los planos
de ambos circuitos. Si por el circuito pequefio circula
una corriente i y por el grande I, encuentre en forma
aproximada el valor de la constante k£ de modo que 6 =

x L e
% sea posicion de equilibrio.
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Il. Soluciones

Solucién [12.1

En este caso se debe usar ley de Ampére para determinar el campo magnético que genera el cilindro.
Para el caso < R se tiene que

Para el caso r > R se obtiene que

Lo . I
%B.dz:;mI:B:”Oe

2nr

Ahora dado que V x A = B, integrando a ambos lados y aplicando Teorema de Stokes se obtiene

que:
//m *yﬁq;//ﬁ@:yﬁg.cﬁ://é.d@
Q Q T Q

donde T es el contorno cerrado de la superficie Q. Suponiendo que A = A(r)2 (siempre A || J )y
que A(r = 0) = 0 se obtiene que en el caso r < R:

f’i‘d?:([/’?'dé:‘<A<0>—A<r>>L=O:xg(T>:0

Il

ey - Fr z
! I

z=0 z=1L

\

A

Figura 12.1: Superficie y camino de integracion para r < R

En la Figura se indica I'; y Q1 donde se determinaron la integral de linea y superficie.

Analogamente para el caso r > R, se obtiene que

L r
T T — - . — Ao OIA A_ILLOIL T
yﬁA.dz_//B-dS:(A(o)A(r))L_//B-drdze_//%re-drdze_ : ln<R>
Iy Qo 0 R

De esto, se determina que
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1

-4 ---

T
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1
i
|
)
3%
1
:
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1
|
S
A\l

— .
z=0

z=1L

Figura 12.2: Superficie y camino de integracién para r > R

Solucién [12.2

a) La parametrizacion de la hélice en coordenadas cilindricas es ¥/ = Rf—i—%é con @ € [-27N, 27 N].
Mientras que el dl = RdA0 + dz2, dado que se pide el campo magnético en ¥ =0, se llega a
EZMO/ICZZX (7 =)
47T |'F_ T’|3
ol / (RAAO + dz2) x (—Ri — 222)
== 5
ir (R + (8%
pol [ (R2d0z — E22dgi — Rdz0)
== 3
ir (72 + (B2)2)3

Dado que sélo interesa la componente axial

2n N

B.(0) = pol / R2df
z - 2] 3
gl B 502

. . _ p@ )
Usando el cambio de variables u = 7% = du = 5 5 d0 se llega a

p (1—|—u2)%
pN
pol — w .
90 1
2P (1+u?)7|_pn
R
ol (pN N
2p \(R2+p2N2)2  (R2+ p2N?2)3

pol N
(R + p2N?)2

Por otro lado, como A esta dado por
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para calcular A,, habra que considerar la componente en z de 7, luego:

w T (L)
Az(o)_i / :(R2

- 2,1
i R (0

Usando el cambio de variables u = 2% = du = 525 df se llega a

27 R
pN
I r du
Ko
A=t [
m ) ()
_pN
R
I pN
R
= &ln\(l +u2)% + ul
47 _pN
R
1
_ mol | (B4 (pN)?)2 +pN
A\ (R2+ (pN)2)2 — pN

b) Primero que todo hay que notar que en el exterior de un solenoide el campo magnético es
nulo ya que al darse un camino cualquiera la corriente encerrada siempre sera nula, por lo que
Bext = 0. Por otro lado, si se tiene un solenoide infinito, se puede calcular el campo magnético
mediante ley de Ampére considerando un camino cuadrado de largo L que encierre n espiras
por unidad de largo por las cuales circula una corriente Iy, por lo que:

%B dl = ponlenlaz = B(z) - L = ponl = B= npol Z

Este caso
_ Namero de Vueltas 2N 1
N Largo ~2Np p
Por lo tanto el By es
I
By = Hol
b

Si se considera el resultado calculado en (a) y se reordena de manera que pueda colocarse en

funcién de By se tiene:
pol N

(R + p2N?)z

_ml  Np

P (R?+ pIN?)2
1

1
2\ 2
(1 (8))
De la expresién anterior es facil concluir que B,(0) puede escribirse como B, = By f(R, N, p),
donde f(R, N,p) esta dada por:

B.(0) =

= By
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c) Finalmente, cuando R < L — (TR) < 1, y haciendo una aproximacién de Taylor para f:

2 2
zl—l <2R> + 0 = f(R,N,p) %1—2(2)

Luego es posible concluir que para R < L el cuociente entre B,(0) y By esta dado por

B;(OO) 1 (1;)2

Por ende para que el valor de B, (0) sea dicho cuociente sea un 99 % del valor de By, el cuociente
debe tomar el valor de 0,99 con lo que se concluye la relacién entre R y L para que esto se

cumpla:
B (0) R\?
- —1-92(2
By 0,99 <L)

2
o (BY - 1
L 100
_kB_ 1
L 10V2

Solucién

a) Primero se determina el campo magnético que genera la esfera, para ello se usa la ley de

Biot-Savart
/// —rdV
(=

Esfera

Eneste caso, 7= 0, 7/ =1y J = po¥ = powr sin 0. Manejando algebraicamente la expresion

anterior
2r ™ R 100G ~ 2r ™ R
X ~
el / / / PRI 1T 2 sin fdrdfdyp = PP / / rsin2 6 - Odrdfdy
T T 47
0 0 0 0 0 O

Pero = & cosfcosp + jcosfsiny — Zsinf, por lo que las integrales en x e y se anulan
debido a la integral en ¢. Luego el campo sélo tiene componente en z y su valor es

é Mopowz /dgp/sm 9d0/

La Gnica integral compleja es

™ s s ™ 1
/sm3 0df = /(1—0082 0) sin OdH = /sinede—/cos2esin9d0 = —0059]6r+§cos30 =
0 0 0 0
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Luego el campo vale

5o topow?t 4 R popowR?
47 3 2 3

Para el caso de potencial magnético se tiene que

// Jdv
Il

Esfera

Los vectores J, 7y 7/ son los mismos que la parte anterior. Entonces

2r m R 106
A(0) = HO///W - 12 sin Odrdfdye
a7 r
000
Pero dado que ¢ = —Zsiny + §jcos ¢, la integral en ¢ vuelve anular las dos coordenadas de
modo que
2T 7r
A(0) = mllpw}/(—:ftsintp + 9 cos gp)dgo/sin2 9d9/r2dr =0
T
0 0

b) Para el caso del momento magnético, este esta dado por

m:;/f’xfdv

donde 7" y J, ya fueron calculados previamente. Reemplanzando

2 w R
m:é/f”xfdv_—”o”///r sin? §fdrdody

Nuevamente al descomponer el vector 6 se anulan las componentes en x e y. Entonces

o 2m T R 4 R5
m = P2 /dgp/sin3 0de9/r4dr = PO .
2 15
0 0

0

Solucién [12.9

Se debe comenzar calculando el momento dipolar m = I An, donde I es la corriente y A es el area.
Para este caso la corriente esta dada por:

dq e
da T
donde e es la carga del electrén, m. la masa del eIectrén y T su periodo. Para encontrar el periodo se
puede relacionar con su frecuencia mediante 7' = U con w = . Luego falta encontrar v, para ello
usamos la interaccién coulombiana en el interior de los atomos y |a expresion para fuerza centripeta:
2 2
e Mev
¢ ¢ 4deg R? R
o2
V) =

dregmeR




136 CAPITULO 12. POTENCIAL VECTORIAL Y MOMENTO MAGNETICO

Con la dltima expresion es posible concluir que el periodo estad dado por:

T 2rR _ 2w Rv/4megmeR
v e
Conocido T, se puede concluir I:
e___ &
T  27R\4megmeR

Para terminar el calculo, se considera que el area viene dada por una circunferencia, por lo que
A = 7R?. Con esto se tiene que

o e’R .

m=———-

z
2v/4megmeR
Finalmente, el torque esta dado por

2

— e‘B R
7 7 X B|sin90° = —
|7| = |m x B|sin ) \/ Treom
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Ley de Faraday-Lenz

I. Problemas Propuestos

Problema 13.1 @®

Una bobina muy larga de radio b tiene m vueltas por
unidad de largo y lleva una corriente I(t) = I sin wt.

a) Encuentre el campo magnético dentro de la bobi-
na.

b) Encuentre el campo eléctrico dentro de la bobina.

c) Encuentre el campo eléctrico fuera de la bobina.

- B =ByZ

Problema 13.2 @® o o0 oo

e 6 o o o o

Un carrito de masa m que se desplaza con velocidad ¥ =vok ® o090 00

A ., . — e 6 o o o o

voZ, hasta llegar a una regién en que existe un campo c o 0 0 o o

magnético uniforme en z = 0. R e e o0 00

. . . . a e o0 0 0 o

a) Si el carrito posee solamente una resistencia R c o 06 0 0 o
(Figura a), encuentre la velocidad del carrito como x

funcién del tiempo.

. . . . a) Circuito Simple
b) Si el carrito posee una resistencia R y un conden- @) P

sador C' inicialmente descargado (Figura b), en- B_p
. . ., = Z
cuentre la velocidad del carrito como funcién del Mo o e .O . e
tiempo y la carga del condensador en el tiempo. e oo e 00
=k e o 0 0 0 o
En ninguno de los dos casos, considere el campo mag- DR
nético producido por la corriente en el circuito por ser R e oo 0 00
mucho menor al campo externo constante y suponga | T © RS
. e © o6 o o o
que el carrito es muy largo por lo que no debe preo- -
cuparse de lo que ocurre una vez que entra entero al

campo.
(b) Circuito RC

139
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Problema 13.3 @®

Un generador de corriente G produce una corriente I(t)
en un circuito formado por un riel conductor sin roce,
en forma de U y una barra conductora de masa m que
atraviesa los rieles en direccion perpendicularmente. Un
campo magnético constante y uniforme B que apunta
perpendicular al plano del circuito existe en todo el es-
pacio. La corriente I(t) que circula en el circuito varia
en el tiempo de acuerdo con

0 t<0
I)=4 bt 0<t<T
0 T<t

Para t < T, determine la fuerza electromotriz inducida
en el circuito y la velocidad de la barra en funcién del
tiempo.

Problema 13.4 @®

Un disco de material aislante de radio R tiene en su
borde una carga uniformemente distribuida A [C/m] y
esta suspendido horizontalmente de un hilo que coincide
con su eje. Dentro de un circulo mas pequefio de radio
a < R existe un campo magnético B uniforme paralelo
al eje. El disco esta inicialmente en reposo. En t = 0 se
desconecta la fuente del campo magnético, el que cae a
cero después de un corto intervalo de tiempo. Si [ es el
momento de inercia del disco, encuentre:

a) La velocidad angular final del disco

b) iDepende ésta de la forma en que cae a cero el
campo B?

Problema 135 @®

Una bobina circular plana de NV vueltas tiene diametro D
y resistencia R. La bobina se orienta con su eje paralelo
a un campo magnético B uniforme y los extremos de la
bobina se conectan a un dispositivo capaz de medir la
carga que pasa a través de él. Si la bobina se gira en
180° sobre un eje perpendicular al campo magnético el
dispositivo mide una carga Q). Encuentre el valor de B
en términosde N, D, Ry Q.

1(z)
r’ X X X X X X

XXX XXX
XXX XXX
@ XXX XXX
XXX XXX
XXX XXX
XXX XXX

X X X X X X X
~

1

[]

(' Dispositivo

Medidor de Carga
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Problema 13.6 @®

Una barra conductora de masa m desliza sin roce sobre
dos rieles conductores paralelos separados una distancia
b. El circuito posee un switch que puede cambiar entre
dos posiciones. Si el switch se encuentra en la posicién 1,

los rieles quedan conectados tnicamente mediante una B =ByZ
. . . . .., e o o o o o
resistencia R, mientras que si se mueve a la posicién 2, Pe— T
. . . . [ ] [ ]
los rieles quedan conectados por la misma resistencia R . o o o
[ ] [ ]
y una bateria que provee un diferencia de potencial 1} e o o o . o
(ver Figura). Hay un campo magnético uniforme B = R% e o o o e o | b
Bz uniforme perpendicular al plano de la Figura. o o o o o o
. - e . L] [ ] [ ] [ ° °
a) Considere que inicialmente el switch se encuentra . o o o
.., . . 1 e o
en la posicién 1y se le imparte una velocidad vy & i1

a la barra en t = 0. Determine la velocidad en . * ¢
2

1

funcién del tiempo de la barra y el desplazamiento Vo
maximo que alcanza la misma.
b) Suponiendo que la barra alcanzé su maximo des-
plazamiento, el switch se cambia la posicién 2 y
se reinicia el tiempo. Determine nuevamente la
velocidad de la barra en el tiempo.
A I
Problema 13.7 @®
Los hornos de induccidén se usan para fundir metales.
Ellos consisten en grandes contenedores donde caben
hasta 30 toneladas, aislados térmicamente y rodeados
de una gran bobina donde circula corriente. A modo de a

barra conductora de radio a, largo h y conductividad ¢
se coloca en la interior de una bobina que tiene n vueltas
por unidad de longitud y que lleva una corriente alterna
I = Iysinwt con w la frecuencia angular. Calcule la
potencia disipada en el cilindro. Desprecie efectos de
borde. (Propuesto: ;jCual es el valor de la corriente que
circula dentro del cilindro?).

ejemplo, considere el siguiente modelo simplificado. Una |ﬁ

Problema 13.8 @ ; 4 |

Una espira rectangular de resistencia R, ancho a, largo
L (muy grande) y de masa m cae bajo efecto de la
gravedad bajo un campo magnético B perpendicular al
plano de la espira y no nulo solo en la parte superior del

X X XX X X X XX X X|X X X
plano. Asuma que una parte de la espira siempre esta $ox XX X X X XX X X|X %X %
afuera de la regién de campo magnético, determine la B i i i i i i i ii i i i i i
velocidad terminal y el sentido de la corriente inducida X X X [X X X X XX X X|X X X

X X X X X X X XX X X X X X

en la espira.
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Problema 13.9 &®

Una espira circular de radio a, masa M vy resistencia R
se deja caer desde z = 0 con su eje de simetria vertical
en una zona donde el campo magnético es axialmente
simétrico alrededor del eje z y cuya componente vertical
es B, = Cz. El eje de la espira coincide con el eje de
simetria del campo.

a) (En qué direccion fluye la corriente en la espira
mientras cae bajo la accién de la fuerza de grave-
dad?.

b) Encuentre la corriente en la espira en funcién de
la velocidad. Desprecie las contribuciones al flujo
provenientes de la corriente inducida.

c) Determine las fuerzas que acttan sobre la espira
provenientes axial y radial del campo magnético.

d) Encuentre la velocidad de la espira después que
ha caido un largo tiempo.

Problema 13.10 @

Una barra metalica de largo d y espesor despreciable ﬂ‘—;

se mueve con rapidez v constante, de forma paralela a

una corriente eléctrica de intensidad I. Si el extremo ,
izquierdo de la barra esta a una distaba a del cable con d

corriente, determine la diferencia de potencial entre los
extremos de la barra. j Cuél es el valor de esa diferencia
cuando a > d? .

Problema 13.11 @® ¥‘>Q

El disco de Faraday consiste en un disco conductor de
radio R que gira con velocidad angular Qk bajo la accién
de un campo magnético constante B = B(]];Z (ver Figu-
ra). Calcule el médulo de la fuerza electromotriz (fem) \R‘

inducida entre el centro y el borde del disco.
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Il. Soluciones

Solucién [13.1

a) En primera instancia se debe usar el hecho que dentro de una bobina se tiene B = B(z2)% y
se esta trabajando en un régimen cuasiestacionario (se desprecia la corriente desplazamiento).
Luego, usando Ley de Ampére para el camino I' recorrido en sentido antihorario y suponiendo
que la bobina tiene una largo L, se obtiene que

§£§ cdl = poleniaz = B(z,t) - L = pomLI(t)

I

Lo que finalmente implica que

B = pomlIysen(wt)2

b) Usando un camino circular de radio r < b, se tiene que por ley de Faraday-Lenz

5. dl 0 3. % 0 - I ) ~
%E'dl T //B'dS — E(r,t)2nr = —mr? = B(t) = E(r,t) = — L0000 cos(wi) 5
8t 6t 2
Ty Q
c) Usando el mismo procedimiento anterior para un r > b
5 dl 3. - 2 iom, £ ~
%E.dl = _ﬁ //B~dS — E(r,t)2nr = —szﬁB(t) — E(r,t) = _b pomIpw cos(w )9
at 6t 27‘
Ty Q

I'

Figura 13.1: Senoloide
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Solucién

La fuerza electromotriz inducida es

de este modo se obtiene que
€e=BLzx

Por otro lado, considerando que la fuente de corriente es capaz de mantener la corriente constante
(en el sentido de la figura) y sin alteraciones durante cada periodo de tiempo (ie. se ignora la corriente
adicional inducida en el circuito), se tiene que la velocidad de la barra esta dada por

—

dF = —I(t)dyg x —Bz = —BI(t)dy: = F = BI(t)Li

Entonces
d o BL /
)
0 0
Sit<0
v(t)=0
Sio<t<T

t
BL BLbt?
o(t) = /btdt—
m 2m

0

Por lo tanto se tiene que la fem inducida en el circuito es

0 t<0
1) =
W=9 prroge
2o 0<i<T
2m

Solucién [13.6

a) La fuerza que mueve a la barra estd determinada por el campo magnético B = Bz (saliendo
de la hoja) y la corriente que circula por el circuito. La corriente dependera de la FEM inducida
de la siguiente forma:

p_f__ldo_ Bbi
R Rdt R

Luego la fuerza que siente la barra es

b
_ - Bobi Bob)24
F:/Idle:—/ %)xdyg)xBoé:—( )%,
0

R
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Planteando la ecuacién de movimiento de la barra se tiene que

(Bob)%i dv  (Bob)*v
R "&#T R

mr = —

Resolviendo la ecuacién diferencial

/dv /dt:>v = g ex (Bb)t
Bob 0P\ T R

La posicion que se detiene la barra esta determinada por (asumiendo que comienza en el origen)

z(t)

t
d Bob)? Byb)?
v(t) = d;f = vy exp <_(TTLOR>t) - / dx = vo/exp <_(WLOR)t>dt
0 0

de modo que
_ vomR (Bob)?
x(t) = (Bob)? (1 exp< iy t

Por lo que finalmente la barra en t — oo se quedara en

e vomR
final = (Bob)2

En primera instancia, dado que hay una fuente de voltaje fija de valor Vj, existe una corriente
permanente

Vi
I=4

Donde se ha considerado positivo el sentido de la corriente antihoraria. La corriente I circula
en la direccién positiva debido a la forma de como esta conectada la fuente de voltaje. La fuerza
que mueve a la barra estd determinada por el campo magnético B = By (saliendo de la hoja)
y las corrientes que circulan por el circuito (corriente inducida y fija). La corriente inducida
dependera de la fem inducida de la siguiente forma:

€ 1d®  Bybi

Ing=5=-5—0 = -
7R R dt R

Luego la fuerza que siente la barra es

b
. oL Bobi € Bb)?:  VuBb)\ .
F:/(I;ndJrIo)dle:/(— ;)% Rf’)dyyxBoz_<—(R) + OT >x
0

Planteando la ecuacién de movimiento de la barra se tiene que

2. 2
i — B’ VoBob _dv | (Bob)*v _ VoBob

R R dt mR ~ mR

Resolviendo la ecuacién diferencial con factor integrante

dv B2t (Byb)2v Bew?  VyByb (Bob2t d (Bob)2 VoBob (Bob)2t
—€e mR +¢6 mR —&6 mR ’U(te mR :LRE)@ mR
m

dt mR  mR — dt

Finalmente integrando a ambos lados (e imponiendo que la barra parte del reposo)

t
(Bob)?t VoBob (Bob)?t Vo _(Bob)2t
t mR = _ mR dt f— t) = — 1— mR
vlt)e / mR olt) Byb °
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Solucién

Al igual que el Problema 13.1, se tiene que el campo magnético dentro la bobina es

B(t) = ponlosinwtz

.o B S Lo
En este caso se aplica la ley de Maxwell V x E = _aﬁt = //(V x E)dS = // —dS usando
Q

el teorema de Stokes con la altima expresion
pe-a——g [[5-d
ot
T Q

Asumiendo que E = E(r,t)0 (el campo eléctrico rota en torno a los campos magnéticos variables en
el tiempo) y que © es un circulo de radio r con normal Z, se tiene que

%E Il = _E?t/ B-dS = E(r,t)-2mr = —gt(uonlosinwtwrQ) — E = —guonlowcoswté
r

Considerando que se trata de un material ohmnico, J = ¢gE , luego

J = —%,uonlow cos wth

Finalmente, la potencia que disipa el cilindro es

h 27 a

2 2
/// /// —ponlow coswt) rdrdfdz = gmh(a NOg)WCOSwt)

Cilindro

Solucién [13.11

Dado que el disco esta girando con velocidad angular constante, todas sus cargas en su superficie
sienten una fuerza magnética (carga libre con velocidad bajo un campo magnético). El material crea
un campo eléctrico al interior de él, debido a que desea que todas sus cargas se queden en el mismo
lugar y anule la fuerza magnética que se esta produciendo. Por lo tanto

<[

v x B
——(@x7)xB
= —(Qk x r#) x Bok
= —BoQrr

Finalmente
R

Lo BoQ)R?
le| = /E-dl:/Berdr: °2R

0
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Inductancia y Energia Magnética

I. Problemas Propuestos

Problema 14.1 @

Encuentre el coeficiente de inductancia mutua entre un
alambre infinitamente largo y un triangulo is6sceles de
altura h dispuestos como se muestra en la Figura.

Problema 14.2 @®

Considere dos espiras de radios a y b (a > b) dispuesta
de forma que sus centros se ubican en el eje z separadas
por una distancia d, como se muestra en la Figura. En-
cuentre el coeficiente de induccién mutua del sistema.

Problema 14.3 *

Dos cables infinitos llevan una corriente I y estan sepa-
rados una distancia 2a como se muestra en la Figura.
Un anillo circular conductor de radio a yace en el mis-
mo plano entre entre los dos cables totalmente aislados
de ellos. Encontrar el coeficiente de inductancia mutua
entre los cables y el anillo circular. Puede ser atil

darcsinx 1

dx V1—z2

\/

147
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Problema 144 @ @

Considere una bobina muy larga de radio a y n vueltas
por unidad de largo. Al interior de la bobina, existe un {\ A AN
espira de radio b que forma un angulo « con respecto al
eje de la bobina.

a) Determine la inductancia mutua entre la bobina'y
la espira.

b) Si por la espira empieza a circular un corriente
I(t) = Ipsin(wt), jcual es la maxima diferencia
de potencial en los terminales de la bobina?.

Problema 14.5 @®

Dos alambres infinitos estan separados una distancia d y
llevan una corriente eléctrica I en direcciones opuestas
(ver Figura). La corriente [ incrementa a una tasa d/ /dt d
suficientemente baja de tal manera que la ley de Ampere
se cumple. Una espira cuadrada de lado d se encuentra
dispuesta en el mismo plano de los alambres, tal como
se muestra en la Figura. 1

a) Calcule la inductancia mutua entre la espira y los d
alambres.

A
A

b) Indique la direccién de la corriente inducida en d
la espira cuando dI/dt es positivo. Justifique su
respuesta. I

c) Sabiendo que la resistencia de la espira es r, cal-
cule la fuerza que actda sobre la espira (magnitud
y direccién).

Problema 146 @ b

Un cable coaxial estd formado por dos superficies ci-
lindricas infinitamente largas, por las cuales circula una S
misma corriente en sentidos contrarios. Si las densidades
superficiales de corriente que circulan por las superficies
cilindricas de radios a y b son, respectivamente:

A , I !

K - % = 2 7 :

“ 9ra” b omb” K !

Determine: i

a) La energia por unidad de largo. i
b) La autoinductancia por unidad de largo del cable ,——i—'_'_‘_‘_'_'_i‘_:r\

1 k’\ ”
coaxial. L S
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Problema 147 @

Considere toroide de seccién transversal rectangular de
N vueltas, de radio interior a y exterior b, y altura h.

a) Determine la autoinductancia de este toroide.

b) Demuestre que si b — a < a entonces la autoin-
ductancia del toroide puede ser aproximada como

I poN2h(b — a)

2ma

Problema 14.8 ®

Un cilindro de radio Ry largo H > R, posee una den-
sidad de carga o con su eje coincidente al eje z. En
t = 0 el cilindro comienza a rotar lentamente con velo-
cidad angular &(t) = atz, donde « es una constante.
Determine la energia eléctrica y magnética dentro del
cilindro

Problema 14.9 @®

Considere inicialmente una espira circular de radio a que
yace sobre el plano zz. En ¢ = 0 la espira comienza
a girar con una velocidad angular & = wpZ. Si en el
espacio existe un campo homogéneo y constante de valor
B = By determine:

a) La fem inducida en el circuito.

b) La corriente en funcién del tiempo que circula por
la espira, si la espira posee una resistencia R y una
autoinduccién L.

c) Eltorque que siente la espira, suponiendo que ésta
ha estado rotando un tiempo muy largo.

Problema 14.10 &

Un carrito de masa m que se desplaza con velocidad
voZ, hasta llegar a una regién en que existe un campo
magnético uniforme en z = 0. El carrito es perfecta-
mente conductor (ie. resistencia nula) y posee una au-
toinductancia L. Determine la velocidad del carrito en
el tiempo y la corriente que circula por éste. j Cual debe
ser la condicién sobre el largo del carrito para que éste
logre entrar completamente a la zona de campo?.

(o}

I

>~
Il
oo

S
X
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Problema 14.11 @®

Un alambre recto e infinito lleva una corriente I. Una
espira rectangular de lados a y b es coplanar con el alam-
bre y los lados a son paralelos a él. La espira se traslada _a
en la direccién z con rapidez v(z) = kz(z + b), donde
k es una constante. Determine L

a) Calcular el flujo que enlaza la espira debido a I;
y la fem inducida en ella.

b) Escriba la ecuacién diferencial que debe satisfacer
la corriente I(t) que circula por la espira. Supo- ‘ a
niendo que ya calculé I1(t).

c) Calcule la corriente I(t) si en t = 0 la corriente
I(0) =Vo/R

Problema 14.12 @

Considere que interruptor .S del circuito mostrado en la AN
Figura, ha estado abierto un tiempo muy largo. Deter- [J
mine las corrientes I, Io e I3 que se muestran en la

figura, cuando: *
L . Vo — R, L
a) Instantaneamente una vez que el interruptor es

cerrado. I
{

b) Un largo tiempo después que el interruptor es ce-
rrado.

Problema 14.13 ()

En el circuito de la Figura se ha tenido conectada la
bateria por mucho tiempo (desde ¢ = —o0) con el in-
terruptor S abierto. Luego en t = 0 el interruptor se

cierra. Considere que Vp = 120 V, Ry = Ry, = 30Q y . ® § §R2
1

~
\ e
—

L =50 mH. Vo —

a) Determine por inspeccién la corriente I en t =0 g
(“justo” antes de cerrar S) y en t = oo (“mucho” g
después de haber cerrado 5) .

b) Obtenga una expresion analitica para I(t), entre L
0 <t < oo . Grafique su resultado.
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Problema 14.14 @®

Se debe determinar los valores de L y C' en un circuito
RLC en serie cuando se conoce R. Para ello se carga
el condensador con una carga Qg y se cierra el circuito
observandose que la corriente partiendo de cero, oscila
con una frecuencia angular wy y amplitud decreciente.
Si al circuito se le reemplaza la resistencia R por otra
de magnitud 2R, éste queda justo en el limite cuando
ya no oscila.

a) Determine los valores de L'y C'.

b) Escriba la funcién Q(t) en funcién de t.

En ambos casos sus resultados deben quedar expresados
a lo mas en funcién de los datos R, Qg y wo.
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Il. Soluciones

Solucién

Dado que una espira es mucho méas pequefia otra, se supondra que el campo magnético que pasa a
través de la espira de radio b es aproximadamente igual a (z = d), donde B es el campo magnético
que genera la espira de radio a. Usando la definicién de campo magnético

Idl x (7 — ")

B(Z:d>zﬂ ‘7’—7’/‘3
27 N
_ I - adff x (d% — af)
C Ar |7 — 7|3
0

2T .
wolia / doo x (dz — ar)
A |d2 — a?|3

2

27
. ,uolla / d-dor +/ a-diz
dm ) (@ +a?): ) (@ +a?)

27
. /,L()Ilaz/ doz
Am / (d2+a2)%

pola®
=— >3

2(d? + a2)2

Por lo tanto el el flujo en la espira de radio b esta dado por

By = /B dS = Hoha” _ o1
(d2+a2)§

Por lo que la inductancia mutua esta dada por

_ ®y  pom(ab)’
- - 3
2

I 2(a2 4 a?)

Solucién [14.3

Sabiendo que el campo producido por un alambre infinito con corriente I vale B = %0, entonces a
una distancia r de uno de los dos cables se tiene que el campo magnético total es:

- 1z /1 1
B=F2 (24
2r \r 2a-—r
Donde Z es el vector unitario que entra a la hoja, perpendicular a ella. De esta manera, se calcula el
flujo magnético, teniendo en cuenta que » = a + x donde x es la coordenada vertical en la figura, e
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y es la coordenada horizontal, con el origen ubicado al centro del anillo.

I/1 1 1 1 1
— [ B.d§5 = Hof (2 _ Hot
(I)_/B 45 // 27 <r+2a—r>dyd$ 27r/ / <a+x+a—x>dyd$

Luego:

o7 a? — x?
Za —a

I a 2 2uo0l r d
o — ol () (2av/a? — 22)dg = 201 L~ oula

Y recordando la relacién de induccién mutua ® = M1, finalmente resulta:

M = 2upa

Solucién [14.4

a) Para determinar la induccién mutua, se supone en primera instancia una corriente I; que pasa
por la bobina y una corriente nula en la espira. Luego, es necesario determinar el flujo ®;_,9
que genera el campo magnético de la bobina sobre la espira. El campo magnético que genera
la bobina dentro de ella es

B = wonliZ

y la normal de la espira (dado que esta rotada con respecto al eje de la bobina) es
n = cosay + sin az

Por lo tanto el flujo es

27 b
Dy o = // B.dS = //uonhé - rdrdf(cos aff + sin o) = ponliwh? sin o
00

Luego la induccién mutua es

)
M=—"122_ ponmh? sin o
5L
ry

7] i

g

- AN
: B

Figura 14.1: Representacion normal espira y campo magnético.
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b) La fem inducida en la bobina estara dado por ¢ = —%. Donde ®5_,1 es el flujo de la espira
sobre la bobina. A priori, parece complicado determinar el valor del flujo ®5_,1, sin embargo es

posible utilizar el calculo anterior, ya que por simetria de la inductancia mutua

Q1,0 Doy

M= —
I I

= P51 =MD

Utilizando el hecho que I5(t) = Iy sinwt, se obtiene que
dd dlI.
251 _ 2,002
dt dt
Finalmente, el maximo valor que alcanza la fem en la bobina (o equivalentemente, la diferencia
de potencial en sus terminales) esen t = T

= —,LL(]TL’]T()Q sin «v - Ipw cos wt

€ = —

AVmax = ,uon.founrb2 sin «

Solucién

a) El campo magnético que genera cualquier alambre con corriente I es

%B) : Cﬁ = /L()I
B(r) - 2mr = pol
5 pol 5
B(r) = oL
(r) 27?7“0

Extrapolando ese resultado al problema, y considerando que el sistema de referencia esta ubicado
con el alambre inferior y = 0

pol pol .
(=2)

tot cablel T Dcable2 27Tyz + 27T(y — d)

Luego
d 3d

//Bwt s = //“OI < - yld> - drdy?
- ‘%Id (m (g) - 1n(2)>
()

P
A= |8l _pod (4
I 27 3

Finalmente como

b) Usando la Ley de Lenz y los resultados de la parte anterior & = ’%{dln (%) < 0.

Luego
oAb ol 3\\ dI
N

<0 >0

Como € > 0, la corriente va en el sentido positivo de la normal Z (antihorario).
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c) Como la resistencia de espira es 7, la corriente que ciercula por ella es
3 ,uod 3\ dI
L=—=—"—In(-|—
! < > dt

La fuerza puede calcularse en los cuatro lados de la espira.

Para los lados verticales la fuerza es simétrica, igual en médulo pero en sentidos contrarios, por
ende se anulan.

Por otro lado

O . pol (1 1 polly (1 1 .
dFy = Iidl x B =2d) = Ld e = — — = | dx(—
1 1dl X Biot(y ) 1arxxr X o (y y—d) oy o °d  d z(~9)
Integrando en x entre 0 y d,
F = polly
4

Analogamente para la seccion horizontal del cable superior, usando y = 3d

L /1 1
dFy = Iidl x Broy(y = 3d) = H21 < - ) dx(—1)

or \3d  2d
- 11
— = _M1027r1 /

Finalmente la fuerza esta dada por la suma de ﬁl + F_’;

., 1T I I
Ao, = Mo 1A__uouod1n<3>dA

tot = 6 67 27r 4 Ey

Solucién

Existen dos maneras de resolverlo, mediante la energia magnética o mediante el flujo magnético:

i) Energia magnética: Primero que todo, se calcula el campo magnético en el espacio mediante Ley
de Ampére en una superficie circular de radio r, perpendicular a los dos cascarones cilindricos.
De esta manera, para a < r < b:

—

B:B(T)é:/g-df:2ﬂrB:uol
Luego, la corriente que atraviesa dicho camino es:
I:/(K’axﬁ).df

Donde . = 7 es el vector normal a la superficie cilindrica de radio a (superficie a través de la
cual circula la corriente enlazada), y dl = rdff. Por lo tanto:

2
I B} Iy -
Iz/oad9=10:>B(a<r<b):“° 09
2ma
0

2rr
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Ademas, se debe tener claro que é(r < a) = 0 debido a que no hay corrientes enlazadas para
r < a;y B(r > b) =0 debido a que la suma de corrientes enlazadas es nula para r > b.

Ahora, se calcula la energia magnética asociada a una altura h arbitraria en los cilindros:

h 27 b
// \B2dV = /// 0 rdgdraz = M0l0hy, (0
4m2y2  4rm a

Asi, se obtiene la energia por unidad de largo:

U —%—Lolgln 9
™R Arx a

Para calcular la autoinductancia por unidad de largo, se debe recordar que la energia magnética
asociada a una autoinductancia es (recordar que en este caso I = I):

LI? I2h b h b
U, = =20 _ Hotoly (2 KOy
2 47 a 2T a

Por lo tanto, la autoinductancia por unidad de largo vale:
L b
=2 =" (=

hooon <a>

i) Flujo magnético: Usando los resultados anteriores del campo magnético, se calcula el flujo
magnético a través de una superficie rectangular, perpendicular al campo B, de lado (b—a) y
altura h:

Recordando que:

Solucién

Dado que la carga comienza a rotar, se genera una densidad superficial de corriente K (t) = oow(t) R6.
Este problema es analogo al de una bobina con una corriente circulando por ella, por ende el campo
magnético fuera del cilindro es nulo. A partir de eso se obtiene por ley de Ampére:

7551[7:;LOI:>B-H:uUKH:>§:MOUOatR2

El camino elegido es el mismo que se usa en bobina, un rectangulo de altura H. Luego, usando la ley
de Faraday para un disco de radio r < R

Lo d . .
%E dl = —//B dS = E(r,t) - 27r = —a(mﬂ2 - poooatR) = E(r) = 7MOU(;QRT0
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El campo eléctrico cambia debido a la induccién que provoca el campo magnético en el tiempo.
Finalmente, la energia magnética es

1 q 1
Un = // BPdV = —
240 1B 2410

y la energia eléctrica es

2
0

po(ogatR)? - T R2H
2

R
/,ugaoatR rdrd@dz—
0

21

H R
2 4
Uezeo// Bfav =3 / / / S " drdpds — V0000 Ly B
2 2 4 4
0 0 0
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Solucién

a) Para t =0, el interruptor S ha estado abierto mucho tiempo, por cual la corriente que circula
en el circuito se vuelve constante (la inductancia en un tiempo muy extenso actia como un
cortocircuto, es decir, como un simple cable). Por ende la corriente esta dada por

Para el caso que t — oo, el interruptor se cierra y quedan las dos resistencias en paralelo. Al
igual que el caso anterior se tiene la corriente es

I(t—>oo):%<];1+;2>:8[A].

b) Usando un Kirchoff de Voltajes, se obtiene

dl dl R Vo

Donde R = (R;' 4+ Ry ')~ = 15 Q. Usando factor integrante (ie. multiplicar a ambos lados
By
er’)

dl r, R_r Vo d
- ettt = 2ottt -
7 ey ST

Reemplazando los valores de R e I(0), se obtiene que

Vi Vi
I(t) = e Tt + L1 —¢

by — g _ 4300t
R, R ) €

Figura 14.2: Grafico de I(t)




I. Problemas Propuestos

Problema 15.1 @®

Considere el circuito de corriente alterna mostrado en la
Figura. El circuito es alimentado con un generador de
voltaje V(t) = Vj coswt.
a) Demuestre que el médulo de la diferencia de po-
tencial entre los puntos A y B es independiente
de la frecuencia w del generador.

b) Calcule la fase de esta diferencia de potencial con
respecto al generador.

c) Explique cualitativamente como cambiarian sus
resultados si el generador tuviese una resistencia
interna Rjy = R/10.

Problema 15.2 @

Un circuito RLC serie tiene R = 100 2, L =10 mH y
una frecuencia de resonancia de wg = 3 kHz.

a) ;Cual es el valor de C7

b) ;Cual es valor de la impedancia total cuando la
frecuencia es de w’ = 5 kHz?

c) iCual es la corriente de respuesta a un voltaje
V(t) = 200 cos(10*7t)?

d) {Cual es la potencia promedio consumida?

e) iCual es el maximo voltaje en cada uno de los tres
elementos de circuito? j Por qué estos niameros no
suman 200 [V]?

Corriente Alterna

aO——

159
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Problema 15.3 @

Considere el circuito eléctrico de la figura, que es alimen-
tado por una fuente de voltaje alterno V' (t) = V} cos wt.
Determine:

a) Laimpedancia equivalente de la configuracién, es-
pecificando claramente su parte real e imaginaria.

b) La frecuencia de resonancia wy del circuito, tal que Vj @ — )
haga maxima la corriente que sale de la fuente.

c) La corriente que circula por la resistencia R en
funcién del tiempo (ie. escriba la corriente de la
forma I(t) = Iy cos (wt + ¢), especificando clara-
mente los valores de Iy y ¢).

d) La potencia promedio entregada por la fuente.

[220 V] (220 V]
Problema 15.4 ® 220 V] [110w] [1100 W]
[1,5A] .-

En la figura se esquematiza la conexién de un compu-
tador personal, una lampara de escritorio y una estufa
eléctrica a un enchufe maltiple (“alargador”) el cual es
conectado al enchufe de 220 V en la muralla. Las es-
pecificaciones de cada articulo aparecen en la figura. El
enchufe ' conectado a la muralla tolera una corriente HED
maxima de 7 A. Examine cuantitativamente la conexién
y determine si el enchufe E' es el adecuado.

Problema 15.5 @®

Un circuito tiene dos resistencias Ry y Ry, un con-
densador C' y una inductancia L dispuestas de la for-
ma que se indica en la Figura. El circuito es alimenta-
do mediante una fuente de voltaje alterno de ecuacion

V(t) = Vo sinwt. Determine Ry

¥
a) Laimpedancia equivalente del circuito y el médulo Vo @
de la corriente en funcién del tiempo por cada L —0,
rama del circuito.

b) La frecuencia de resonancia del circuito, j Cual es
el valor de la corriente maxima que sale de la fuen-
te? (exprese su resultado en funcién de la frecuen-
cia de resonancia).
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Problema 15.6 @®

Los enchufes eléctricos chilenos proveen una fuente de
voltaje alterno con Vims = 220 [V] y una frecuencia
f = 50 [Hz], por otro lado, los enchufes en Estados
Unidos usan Vims = 120 [V] y una frecuencia f = 60
[Hz]. Si se trae una ampolleta de 60 [W] y 120 [V] de
Estados Unidos a Chile, j Cuan grande debe ser una in-
ductancia L, en henrys, que debe ser conectada en serie
tal que la ampolleta opere normalmente, produciendo la
misma cantidad de luz como si fuese conectada en Esta-
dos Unidos?. Explique brevemente por qué es ventajoso
corregir la iluminacién con una inductancia en vez de
una resistencia.

Problema 15.7 @®

Para el circuito en la figura, muestre si

L
R1R2 - 6

entonces V4 = Vg sin importar la frecuencia w. Ambos
potenciales estan medidos de la tierra del circuito.

Problema 15.8 @®

El circuito de la figura tiene una fuente de voltaje al-
terno V(t) = Vpcoswt , conectada en serie con una
resistencia R = 1 Q y una “caja negra”, que puede con-
tiene un condensador, un inductor, 0 ambos. Se mide la
corriente que circula en el circuito con una frecuencia
angular wy; = 1 rad/s y se observa que la corriente ade-
lanta al voltaje de la fuente en una fase de 7 /4 radianes.
Si se repite el experimento con una frecuencia a wy = 2
rad/s se encuentra la corriente se atrasa exactamente
7 /4 radianes con respecto a la fuente.

a) iQué hay dentro de la caja negra?.

b) ;Cual/es es/son los valor/es de inductancia o/y
capacitancia?.

c) (Puede ser el circuito resonante?, en caso de serlo,
icual es la frecuencia de resonancia?.
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Problema 15.9 @®

a) Un circuito RLC serie contiene una inductancia
de 0.1 H. y una resistencia y capacitancia de valor
desconocido. Cuando el circuito es conectado a
una fuente AC V (t) = 230sin 1007¢, la corriente
que fluye por el circuito es I(t) = 2,3sin 1007t.
Encuentre: los valores de la resistencia y la capaci-
tancia, la diferencia de potencial en la inductancia
y la potencia promedio total consumida.

b) Un circuito resonante en paralelo consiste en un
condensador C' = 32 pF en paralelo con una in-
ductancia F' = 18 pH y una resistencia R = 60
), respectivamente. Determine la frecuencia de
resonancia del circuito y el médulo de la impe-
dancia equivalente en funcién de la frecuencia w
del generador.

c) Un generador entrega un voltaje constante con
frecuencia variable de Vs = 100 [V] (rms) a un
circuito RLC serie que contiene R = 502, L = 4
mH, y C = 0.1 uF . La frecuencia del generador
se varia hasta que se obtiene el maximo valor de
la corriente. Determine el valor de la corriente ma-
xima, la frecuencia en la cual ocurre, y el voltaje
entre la inductancia y el condensador.

Problema 15.10 @ @

Suponga usted que cuenta con dos herramientas que
operan 110 V. Una de ellas es un taladro eléctrico cuyas
especificaciones son (110 V - 2,6 A). La otra herramien-
ta en una sierra eléctrica de especificaciones (110 V - 3
A). Para utilizar estas herramientas requiere un trans-
formador que reduzca el voltaje de 220 V a 110 V. Estos
aparatos se encuentran en el comercio y los hay de 50
W, 100 W, 800 W, 1000 W, 1500 W. Mientras mayor es
la potencia tolerable por el transformador mayor es su
precio. Determine el transformador mas econémico que
permita la operacién simultanea de ambas herramientas.

R
||
|
C
(a) RLC Serie
Vo R L= C—=
(b) RLC Paralelo

— ey
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Problema 15.11 ® v

Los filtros de sefiales son cominmente usados para ate-
nuar algunas frecuencias presentes en las mismas. Con-
sidere el ejemplo de la figura, donde se conecta una
resistencia R y condensador C' en los terminales de
la tarjeta de sonido un computador. Por simplicidad,
suponga que entre los puntos A y B hay un voltaje

Vi(#)
a)

= Vp cos(2m ft) (sefial de entrada).

Encuentre la relacién |Vier|?/|Vag|? para los dos
casos mostrados en la figura (asuma la impedancia
del micréfono es nula).

Escuche los sonidos que se indican a continuacién
(también puede hacerlo escaneando el cédigo QR
de la figura):

e Sonido Original
e Sonido 1
e Sonido 2

Usando los resultados de la parte (a) y habiendo
escuchado los sonidos, determine a qué sonido de
filtro corresponden los Casos (1) y (Il). Recuerde
que el oido humano escucha las altas frecuencias
en forma aguda y las baja frecuencia en forma
grave.

Caso Tipico

Tarjeta de Sonido

* |

Micréfono

Sonido Original

Caso (I)

Tarjeta de Sonido

Micréfono

Sonido (I)

Caso (II)

Tarjeta de Sonido

A B
E F

Micréfono C

=

Sonido (IT)



https://dl.dropboxusercontent.com/u/29407553/nofilter.wav
https://dl.dropboxusercontent.com/u/29407553/highpassfilter.wav
https://dl.dropboxusercontent.com/u/29407553/lopassfilter.wav
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Il. Soluciones

Solucién

a) La impedancia equivalente estad dada por

1 1 -1
pen (1)
JXL —j3Xc1  —j3Xo2
R <—onz+jXL —ij>1
=R+
(X1 — Xc1)Xeo
X — X)X
:R+j( L c1)Xc2
Xcoo+ Xo1 — Xy
w2L01 —1
w(Cl + Cy — w2L0102)

=R+

b) La frecuencia de resonancia es tal que la parte imaginaria de la impedancia se vuelve nula, es

decir
1

Vv LCy

Nétese el hecho que al elegir esta frecuencia, el médulo de la impedancia se vuelve minimo, y
en consecuencia, se maxima el médulo de la corriente que sale de la fuente.

XL:X01:>UJOL: — Wy =

woC1

c) La corriente que circula por la resistencia es

R A N A (i B
I(t) —Re{ 7 } _Re{|Z|eJ¢ = @cos(wt—qﬁ)

donde de la parte anterior se tiene que los valores de |Z] y ¢ son

w?2LCy —1 2
7| = 2
| | \/R + <w(01 + Cy — w2LCng)>

w2L6’1 -1
Rw(01 + Cy — wQLClCQ)

¢ = arctan (

d) Finalmente, la potencia media que entrega la fuente es

- 2
2 2LC1 -1
2R°+2 (w(clfcroi%clcz))




II. SOLUCIONES 165

Solucién

a) La impedancia equivalente esta dada por

1 1 -1
7
c <R1+ZL+R2+Z0>

donde Z1, = j Xy Zc = —jXc, con X, =wL y X¢ = —. Luego

o= (s )
“ Ry +jX,  Re—jXco
(R1 +jX1) (R — jX0)
(R1 + R2) + 7 (X1 — Xo)
(RiRy + X1 X¢) + j(XR2 — XoRy)
(R1 + R2) + (X1 — Xo)
[(RiR2 + X1 X¢c) + j(XpL Ry — XoR1)][(R1 + Ra) + j( X1 — X¢)]
(R1 + R9)? 4+ (X1 — X¢)?
(RlRQ + XLXc)(R1 + RQ) — (XLRQ — Xch)(XL — Xc)
(R1 + Ro)? + (X — X¢)?
—l—j(R1R2 + X1 X)X, — Xo) + (XpRe — XoR1)(R1 + R2)
(R1 + R9)? 4+ (X1, — X¢)?

Los médulos de cada una de las corrientes vale

Vpelwt 14 Voe! Vo
WOl = 50 | = T ROI= |1 | =
117 VR +wL 1= Jgo R} + ()2

Nétese que los médulos de las corrientes son constantes en el tiempo y sélo dependen de los
parametros fijos del circuito. El aporte temporal estd dado netamente por la parte exponencial
compleja de la corriente.

b) La frecuencia de resonancia puede ser calculada al hacer nula la parte imaginaria de la impe-
dancia, de modo que

(RiRs + X1 X¢)( XL — X¢o) + (XpR2 — XcR1)(R1 + R2) =0

Reemplazando los valores de X y X¢

L 1 Ry
YV —woL ) = (woLRy — —&
<R1R2 + C’) <woC wo ) <w0 Ry woC> (R1 + R2)

donde puede despejarse el valor de wy como

1 RIC - L
wo = .
T Vvic \|RC-L

El valor de la corriente para esa frecuencia vale

\4 Vol (R1 + R2)? + (woL — W%)Z

Zeq (RiRy + &)? + (wo LRy — 1 R1)?

‘Zeq’ B
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Solucién

Previamente, antes de resolver el problema, es bueno conocer el concepto de “Divisor de Voltaje”
que es sumamente (til en problemas de corriente alterna.

N oy

v(R) 2

Figura 15.1: Divisor de Voltaje con Impedancias

En la Figura|15.1]es posible apreciar una malla de un circuito CA que posee dos impedancias en
serie Z1 y Zs. El divisor de voltaje permite obtener el voltaje el punto Vo, que es justo antes
de donde comienza la impedancia Z5. Nétese que Vo, representa la caida de tensién al pasar
la corriente por Z;. Para determinar el valor de V5, se debe considerar que Vi, = I - (Z1 + Z2)
y Vout = I - Z5, juntando ambas ecuaciones se llega a

Z3

Vout = Vin + -——-
out Zl+Z2

Volviendo al problema, usando notacién fasorial para la fuente V() = Vpe/®?, se tiene que
usando la férmula del divisor de voltaje para la rama que contiene a C'y Ry:

, VA A R . 1
Vi = Vped®t . ﬁ = Vpet . 71] — Vpelwt . -
ctZRr1 Ry — =& I e,
De la misma manera, para la rama que contiene a Ry y L:
; JjwL ot 1
Vg = Vot L _ = Vel ——
P T Ryvjer T T 1o iR

Luego, usando el dato que R1 Ry = % o equivalentemente R1C = R%, se llega a que

1 ; 1

= ']Wt —_— =

— e T T Ve
wR1C wL

Va = Vo' -

que era lo que se queria demostrar.
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Leyes de Maxwell y Ondas Electromagnéticas

I. Problemas Propuestos

Problema 16.1 ®

a) Explique qué es una onda plana monocromatica
e identifique explicitamente la direccion de propa-
gacién, la velocidad de propagacién, la frecuencia,
y la longitud de onda.

b) En el caso que la onda plana sea electromagné-
tica, demuestre que los campos E y B son per-
pendiculares entre si y (ambos) perpendiculares
a la direccién de propagacion. Indicacion: use las
ecuaciones de Maxwell.

Problema 16.2 @

Considere una onda electromagnética que posee el si-
guiente campo eléctrico

E = Eycos[(10m™Y) -z + (3-10°s71) ]2

Encuentre:

a) La longitud de onda A y el periodo 7.
b

) La direccién y el sentido de propagacion.
c) El campo magnético B asociado a esta onda.
)

d) El vector de Poynting S.

Problema 16.3 @

Escriba una expresién para el campo eléctrico y magné-
tico de una onda electromagnética plana, cuyo campo
eléctrico estd contenido en el plano zy y se propaga
desde el origen hasta el punto (0,3,3). La frecuencia
angular de la onda es w = 1007 [rad/s] y la veloci-
dad de la luz es ¢. La magnitud del campo eléctrico es
Ey. Encuentre la potencia promedio que transporta esta
onda

167
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Problema 16.4 @®

Al interior de una guia de ondas se transmite una onda
electromagnética (solucién de las ecuaciones de Maxwell
en ausencia de cargas y corrientes p = 0 y J = 0) tal
que las tnicas componentes del campo magnético son B
son B, y B,. Su expresién en funcion de las coordenadas v
x, z y del tiempo t es:

Bok
B, = 4208 Gin (E> sin(kz — wt)
T a

B, = By cos (Lx) cos(kz — wt)
a

en donde a, By, k y w son constantes. La relacién entre

kywes
w2 2
k=\3-3
c a
Se sabe que el campo eléctrico E sélo tiene componente
E, que es funcion solamente de las coordenadas z, z,

t. Encuentre la expresion para este E,.

Problema 16.5 @

Considere una superposiciéon de ondas viajando en el la
direccion del eje z, donde

E = Re{i - Byl k=1 4 . Byeithe—wi))
B = Re {g By k) _ 4 E2€j(kz—wt)}
¢ c

donde E7 y Fs pueden ser complejos
E1 = Clej(bl, E2 = 026j¢2

C1 donde y C5 son reales.

a) Calcule el flujo promedio de energia (S).

b) Suponga que E; = C'y Ey = jC, es decir, C1 =
Co=Cy¢1 =0, ¢p2 = 5. Determine la direccién
de E en funcién de ¢, en un punto de plano zy.
Describa el resultado mediante palabras y dibujos.

c) Para el mismo campo en la parte b, determine la
direccion de E en funcién de z, para el instante en
t = 0. Describe el resultado en palabras y dibujos.
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Problema 16.6 ®

Dos ondas electromagnéticas son emitidas desde dos di-
ferentes fuentes, de modo que

El(x, t) = Eygcos(kr — wt)y

Ey(x,t) = Eogcos(kx — wt + ¢)§

a) Encuentre el vector de Poynting asociado a la on-
da electromagnética resultante.

b) Encuentre la intensidad de la onda.

c) Repita el calculo si la direccién de propagacion
de la segunda onda electromagnética viaja en la
direccién contraria a la primera

Ei(z,t) = Eyg cos(kz — wt)j
Ey(x,t) = Eaq cos(kx + wt + ¢)j

Problema 16.7 &

Una onda electromagnética plana propagandose en el
vacio tiene un campo magnético dado por

= . 1 si0<u<l1
B=puftee i f={ o 50

Donde a y b son constantes positivas.

a) (Cual debe ser la relacién entre a y b para cumplir
con las Ecuaciones de Maxwell?

b) Determine el valor de |E| de esta onda electro-
magnética. j En qué direccién y sentido se propaga
la onda?.

c) Determine la magnitud y la direccién del flujo de
energia llevada por la onda. Exprese su resultado
en funcién de By y constantes universales.

d) Esta onda choca perfectamente sobre un plano
conductor y es reflejada. j Cual es la presion (fuer-
za por unidad de area) que ejerce la onda mientras
impacta el plano?.
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Problema 16.8 @

Una onda plana linealmente polarizada se propaga a lo
largo de la direccion %(ﬁ: + ). La polarizacién de la
onda yace sobre el plano XY (ie, el campo eléctrico vive
en el plano XY').Si el médulo de campo eléctrico es Ej
y la frecuencia de la onda es w, encuentre

a) Las funciones reales que representan E'y B.

b) El promedio temporal del vector de Poynting.

Problema 16.9 @®

En un buen conductor, cuando la frecuencia no es de-
masiado grande, una buena aproximacién consiste en
despreciar el término de la corriente desplazamiento. En
tal caso la ecuacién para E es

. OF
V2E — pog— =0
Hog 2,

Considere el caso de una onda plana que ha penetrado
a un medio (interfaz: plano XY") con conductividad g.

a) Tomando k = (0,0, %) demuestre de lo anterior

que k = (1 + j)\/wrog/2. En lo que sigue se

usara la notacién kg = \/wiog/2

b) Para el campo eléctrico de una onda plana en el
medio conductor, luego de una incidencia normal,
es E = Eyellkz=wt)z (convencionalmente escoja
Ey real). Determine el valor de B.

c) Calcule el flujo temporal del vector de Poynting

()
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Soluciones

Solucién 2

a)

Una onda plana es una onda tal que se propaga en una sola direccién en el espacio, o equivalen-
temente, su frentes de ondas son infinitos planos perpendiculares a la direcciéon de propagacién.
Un onda plana es monocromatica debido a que posee una Gnica frecuencia de propagacion. La
forma matematica para expresarla (solucién de la ecuacién de ondas) es

A7 1) = AedFT—en)
donde:

e La direccion de propagacion esta dada por el vector k,

e La velocidad de onda puede ser obtenida al reemplazar la expresion anterior en la ecuacién
de ondas, resultando v = e

e La frecuencia angular esta dada por w = 27 f, donde f es la frecuencia.

e La longitud de onda A est4 dada a partir del médulo del namero onda como |k| =

Se debe considerar un campo eléctrico arbitrario como

-

E = Eyed®740 — (By,a + Eoyj + Eou2)ed B0

Reescribiendo k = k@ +kyy+ k.2 se tiene que E = (oni“+Eoyg)+EoZzA')ej(ksz“kny“kzz_“’t).
Tomando la divergencia de este campo
0E, O0E, OE

6 ’ E = ox + ay + 822 = ] (kxEOx + k’yEOy + k‘ZEOZ)ej(k‘”x—i_kyy—szz_“’t)

B

L

— -

Por la primera ley de Maxwell se sabe que V- E=0=FE k=0=FE LFk de igual forma
como VB =0=> B 1 k. Por otro lado

G E_ (0B _0B) (0B, OB\ . (0B, 0B
N oy 0z 0z ox Y ox oy
—_—— —_—— —_——

§(ky Eoz—k= Egy )ed (k-7—wt) (ks Bop—ke Eo, )ed (F-i—wt) (ke Eoy —ky Eog )ed (F-7—wt)

Por lo tanto

—

V x E = j[(kyEo. — k.Eoy)@ + (k. Eoy — ke Fo2)i + (kuEoy — kyFox)? ]ej(k el — ik x

tm

kXE()

Suponiendo que el campo magnético también es de la forma B = goej(E'F_Wt) y aplicando la
Ley de Faraday

. . OB L ﬂ . kxE
VxE=-L  jixE=juB— B="2
ot w
Aplicando producto punto con E a ambos lados
. - - kxE - ExE
E-B=F.""Z _F.2"% 9
w w

Por lo que se deduce finalmente que £ L B | k.
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Solucién

a) Se debe recordar que la forma general del campo eléctrico de una onda electromagnética es en
este caso:

B Eoﬁej(z;‘-f;wt)

Donde 7= (z,y,2) y k = kk indica la direccién de propagacién de la onda y la polarizacion
del campo eléctrico. En este caso la direccién de propagacion de la onda es k (unitario) y esta
determinado por

1 1 y+ 2
—=——=(0,3,3) = — vz
V32 + 32 V2 V2

Por otro lado se sabe que el campo eléctrico esta polarizado en el plano xy por lo que

k= (0,1,1) =

>

B 1
= W(@aﬁjo)

Ahora usando el hecho que la direccién de propagacién es siempre perpendicular a la polarizacién
de la onda se cumple que

k-n=0=(0,1,1)-(a,3,0)=0= =0

Por ende

n =

1
—(,0,0) =(1,0,0) =z
Vo2
El campo eléctrico es entonces

E _ Eoﬁjej(%(y"!‘z)_“”f)

El valor de k se determina volviendo a la ecuacién de onda

— - 5 = _—— — _—= k:
2 ot? Oy? + 022 2 ot? 0= 2 2 + c? 0=

. 10’E O°E | O’E 10°E R W w
c
Finalmente el campo magnético B puede ser determinado como

B = (2 (y+2)—wt)

N

A . T _
Lx E (3)-1—2:’) % E()i%@](‘/i(y—‘rz) wt) EO
C

= C\/§ :C\/ﬁ(g_é)e‘j

En resumen como w = 1007rad/s :

- 1007 ( Y2 _ = E 100 ( ¥tz —
B = Byae® ) g fo @_z)egloo (L)
cV'?2
b) El vector de Poynting Promedio esta dado por
1 = = 1 (L2 E, (Lt E? E?
ISy = 5| ExBY| = o | Bpae™ (™" 5 =L (g — 2)e o3 ™0)| = =0 |(g45)| = =0
2410 210 cV2 focy/2 Hoc
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SOLUCIONES

Solucién [16.6

) Para determinar el vector de Poynting es necesario determinar el valor del campo magnético B

N>

Luego para el campo El se tiene que

x Y
V x E, = a% a% % = Fyoksin(kx — wt)
0 FEipcos(kr —wt) 0
y dado que por Maxwell
ElgE cos(kr —wt)z = — cos(kx — wt)

B .
9B, = —ksin(kr — wt)z = By (z,1t)

ot
El calculo es analogo para determinar Bs, por lo tanto por principio de superposicién se tiene

[Eo cos(kz — wt) + Eg cos(kx — wt + ¢)]

que
E =
- 1
B = —[Ejgcos(kx — wt) + Egg cos(kx — wt + ¢)]
c
Donde finalmente el vector de Poiynting vale
. ExB
§==272 _ [Eqo cos(kx — wt) + Eag cos(kx — wt + ¢)]
Ho Clo

b) La intensidad de la onda esta dada por

T
1 1
/ —[E1g cos(kz — wt) 4 Fog cos(kx — wt + ¢)]*dt
cio
0

Antes de comenzar a trabajar la expresién debe usarse el hecho que

T
1 1
T/cos (kx —wt+¢) = 3
0
Por lo tanto
T T
_ 1 2 2 _ 2 2 _
I= Eiy | cos® (kx —wt + ¢)dt + E5y [ cos® (kx — wt)dt
cuoT
0 0
T
+2F10FE2 / cos (kz — wt + ¢) cos (kx — wt)dt
0
E? E2 FoE i
1 2
= |22 20 4 2210720 [ og (kx — wt + @) cos (kx — wt)dt
2 2 T
0
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Para la altima integral se tiene que

T T

1 1

T /cos (kx —wt + ¢) cos (kx — wt)dt = T /[Cos (kx — wt) cos ¢ — sin (kx — wt) sin @] cos (kx — wt)dt
0 0

T
s (kx — wt) sin (kxz — wt)dt

o

_coso
2
Finalmente la intensidad vale
1 [E2, E3
= — —10 + —20 =+ E10E20 CcOS ¢:|
cio | 2 2

c) Rep|t|endo nuevamente los calculos de parte anterior se tiene que el campo magnético asociado
a E| se mantiene, mientras tanto el campo asociado a Es vale

T U z
V X Ey = 8%[: % % = FEyksin(kz + wt)z

0 Eycos(kr +wt+¢) O
Nuevamente por Maxwell,
OB _ E
a—tQ = —Eyksin(kx + wt + ¢)2 = Ba(z,t) = i cos(kx + wt + ¢)2
c

donde se tiene que
E = [E1p cos(kx — wt) + Eag cos(kz + wt + ¢)]y
- 1
B = —[Ejgcos(kx — wt) — FEyg cos(kx + wt + ¢)]2
c
lo que implica que en este caso

= 1
S = —[E%, cos®(kx — wt) — B3y cos®(kx + wt + ¢)]2
CHo

Por lo que la intensidad de la onda vale

T
_1 2 2 1 [Ef
ElO cos?(kx — wt) — B3 cos? (kx + wt + ¢)|dt = — -
0




Parte V

Campos Electromagnéticos en
Medios Materiales
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Campo Eléctrico en Medios Materiales

I. Problemas Propuestos

Problema 17.1 @

Considere una esfera conductora de radio R;, cargada
con (). La cual estad rodeada de un manto dieléctrico de
permitividad € y radio Ry (con respecto al centro de la
esfera), el resto del espacio esta vacio. Determine:

a) El campo eléctrico en todo el espacio.

b) Las densidades de carga libre e inducidas por la
polarizacién en las interfaces (cambios de medio).

c) La diferencia de potencial entre la esfera conduc-
tora e infinito. j Aumenta o disminuye esta tension
debido producto a la presencia del dieléctrico?.

Problema 17.2 @

Una esfera conductora de radio R flota hasta la mitad
en un medio dieléctrico de permitividad eléctrica €1 . La
region sobre la esfera es un gas de permitividad eléctrica
€2 . La esfera esta cargada con una carga igual a Q.

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

b) Calcule la densidad de carga libre superficial en
la esfera conductora, y la densidad superficial de
carga de polarizacion de ambos medios dieléctri-
cos en la interfaz con la esfera.

c) Si el medio en el cual flota la esfera es agua (&1 ~
79¢0) y el gas que hay sobre ella es aire (e2 = €p).
Obtenga la relacién (en médulo) entre la carga
total de polarizacién en la interfaz con la esfera
y la carga libre de la esfera, jqué signo tiene la
carga neta sobre la esfera? .

177
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Problema 17.3 *

En un condensador cilindrico de radios a y b y de largo
L (> a,b) se han puesto dos dieléctricos tal como se
muestra la Figura. Si el condensador posee carga +Q y
—@ en sus superficies y los dieléctricos poseen permi-
tividades €1 y €2 (€1 < €3), calcule la fuerza necesaria
que hay que aplicar al sistema para que el dieléctrico de
permitividad €; permanezca una distancia %L dentro del
condensador. Considere que ambos dieléctricos son muy
largos y se extienden mas alla del largo del condensador.

Problema 17.4 ®

Se tiene dos placas conductoras paralelas muy grandes,
separadas una distancia d. El espacio entre las placas
estd lleno con un material dieléctrico de permitividad
€(x), tal que e(x = 0) = €. Se encuentra que el poten-
cial electrostatico entre las placas satisface la ecuacién

diferencial P J
Vv V
bl Sk A
dz? + dx 0
donde k es una constante positiva.

a) El potencial electrostatico V' (z) dentro de las pla-
cas.

b) La permitividad €(x).

c) La densidad de carga libre que reside en la super-
ficie conductora a potencial Vj.

Problema 17.5 @®

El espacio entre dos disco discos paralelos conductores
de radio Ry separados una distancia d < R es puesto
un dieléctrico no uniforme, de modo que su permitividad
varia linealmente en funcién de la distancia del centro
de los discos
r
e(r)=e€ + (e2—€1)—=

R

Calcule la capacitancia que forma este sistema.

Dieléctrico 1

Condensador O L

Dieléctrico 2
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Problema 17.6 @®

Un dispositivo de uso frecuente en muchos artefactos
eléctricos de uso diario son los condensadores variables.
Este tipo de condensador posee una geometria que es
facil de modificar mecanicamente, con lo cual se puede
ajustar su capacidad a gusto. Existen muchos disefios de
este tipo de dispositivos, un ejemplo simple e idealizado
es el que se muestra en la Figura. El cual consiste en
dos placas paralelas y cuadradas de largo a y separadas
una distancia b. Entremedio de las cuales se introdu-
ce parcialmente un dieléctrico de permitividad ¢, el cual
penetra una distancia 2 de uno de los bordes del con-
densador. Suponga que dispone de una bateria que da
un voltaje Vj, y desea almacenar una carga Q* en el
condensador. Para ajustarlo, calcule

a) La capacidad del condensador para un z dado,
despreciando los efectos de borde (i.e. b < a,z) .

b) La penetracién x del dieléctrico para el conden-
sador tenga una carga Q* (dado el voltaje de la
bateria Vj).

c) iCual es la fuerza que siente el condensador en
esa posicién?.

d) ;Cudl es el rango de carga Q* que puede ser al-
macenado en el condensador?.

Problema 17.7 @®

Una esfera dieléctrica de radio b y permitividad de carga
€ contienen en un interior una densidad de carga libre

r 0<r<b
p(r):{ 98 r>b

a) Calcule las densidades de carga de polarizacién en
volumen p,, y superficial o, en las zonas donde
existan.

b) Calcule la energia electrostatica del sistema de
cargas.

|
1
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'

Problema 17.8 @® P

Suponga una zona en el espacio separada por dos sec-
tores: al izquierda un sector con permitividad €; y a
la derecha €3. Un campo eléctrico El (con sus corres-
pondientes vectores Dy y ]31) incide sobre la zona de 61 M
izquierda, emergiendo un campo E», a la derecha. Los

angulos de incidencia son los que se muestran en la fi- oL
gura. En la interfaz, hay una densidad de carga libre o. Er P D Ey P D

Determine P, en funcién de las permitividades eléctri-
cas, el angulo de incidencia 0, y la densidad de carga

&

g.

Problema 17.9 &

di dr
Un condensador de placas paralelas y area A tiene una e
lamina dieléctrica de espesor do y permitividad eléctrica
¢ adosada a una de sus placas. Un espacio vacio de an-
cho d; separa al dieléctrico de la otra placa conductora.
La superficie del dieléctrico en contacto con el vacio es- & e
ta cargada con una densidad superficial de carga libre
uniforme og. Esta carga no puede moverse. Las placas
estan conectadas a través de una resistencia R, tal como
se indica en la figura. Desprecie efectos de borde.

a) Cuando ambas placas de condensador estan en /'
reposo, calcule la densidad de carga sobre cada ~ 0p
conductora.

b) Considere que la placa de izquierda se acerca al W

dieléctrico con una velocidad constante vgy. Calcu-
le la diferencia de potencial que genera entre los
extremos de la resistencia en funcién de la distan- —
cia dy vy el resto de los datos del problema.

Problema 17.10 @®

Un largo y sélido dieléctrico de forma cilindrica de radio @

a es estd permanentemente polarizado tal que su vector
de polarizacién esta dado por la expresion P = %Porﬁ

a) Encuentre las densidades de cargas de polariza- ( )a)
cién.

b) El campo eléctrico en todo el espacio.

c) Si el cilindro empieza a rotar con velocidad angular

w (con respecto a su eje) , determine el campo @ i

magnético en eje del cilindro.
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Problema 17.11 @®

Considere dos condensadores de placas cuadradas de la-
do 2a separadas una distancia 2d. Dentro de cada con-
densador existen dos medios con constantes dieléctricas
y conductividades, €1, g1 y €2, g2. Los medios llenan la
mitad del volumen de cada condensador, pero de una
disposicién distinta en cada uno (ver figura). Despre-
ciando todos los efectos de borde:

a) Para cada condensador determine el vector den-
sidad de corriente .J, vector campo eléctrico E' y
vector desplazamiento D dentro de él.

b) Para el condensador de la derecha, determine las
densidades de polarizacién y carga libre donde co-
rrespondan.

c) Determine la capacitancia equivalente que forman
ambos condensadores.

d) Determine la corriente que sale por la fuente y la
resistencia equivalente del sistema.

Problema 17.12 @

Dos condensadores cilindricos de radio interior a y exte-
rior 3a, y largo L, han sido llenados con dos materiales
dieléctricos €1 y €y de distinta forma (ver figura). Si los
condensadores son conectados de la forma que se indica
en la figura, determine la capacidad equivalente entre
los puntos Ay B.

€1, 81
€1, 81 £,82 2d

€,82

€1

€1 &
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Il. Soluciones

Solucién
a) Dada la simetria esférica del problema, es posible usar ley de Gauss de la siguiente forma

o r <R

/ﬁ-dE:Q.ierZO:ﬁzo

Por lo tanto E = 0 (es un conductor)
e Ri <r<Ry

/ D-dS = Qiibre = D(r) - 477° = Q = 5(7‘) = 43272

Por lo tanto

- 1s Q.
E= ED a 47T€’I“2T
e r> Ry
/D dS = Qiire => D(r) - 47r* = Q = D(r) = @
o 472
Por lo tanto ) 0
E=-D=—2_¢
€0 47T607‘2r
b) Las densidades de polarizacién estan ubicadas en
5 W (le—e) Q . (e—e) Q
o(R1) = P(Ry) - (—7) = (=7)=—
Opol (B1) = P(Ra) - (=1) e w7 e  4nR2
- . (e—e) Q@ . . (e—e) @Q
o(R2) = P(Ry) -7 = =
Tpot(F2) (Rp) -7 € 47rR%T " € 47rR§
Mientras que la densidad de carga libre es
= . Q . Q
ibre(l1) = D(Ry) -7 = r=-""""75
Olib ( 1) ( 1) r 47TR%T r 47.‘_R%
c) La diferencia de potencial entre el infinito y la esfera es
7 Fao T @ @1 1y Q@
Vi) / drer2 " + dmegr?  4dme (Rl Rg) + dmeg Ry
Ry Ry Ry

En ausencia de dieléctrico se tendria que la tension V5 es
1 1
Va(Ry) = @ = ¢ —_— - = |+ @
dmegR1  4meg \ R1 Ry 4meg Ry

Notese que el altimo término para ambos potenciales es igual, por lo que el término que
indica cual es mayor es el primer término de la suma, ahora dado que € > ¢, se tiene que

11 Q (1 1 Q /1 1
— > — > (- = Va(R1) > Vi (R
€0 ” € = 4dmeq <R1 Rz) = 4me (R1 R2> = Va(R1) > Vi(R1)

El potencial en la esfera es mayor en ausencia del dieléctrico.
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Solucién

a)

Para r < R se tiene £ = 0 ya que es un conductor. Para r > R es necesario usar ley de Gauss
de la siguiente forma

/ D-dS = Quibre => D1(r) - 212 + Do(r) - 2112 = Q

Adicionalmente, dado que por simetria el campo eléctrico es completamente tangencial a la
interfase de los medios, se tiene que £y = Fy = E . Luego D1(r) = e1E(r) y Da(r) = e2E(r),
por lo que se puede despejar la expresion del campo eléctrico para » > R como

BN Q N
E(r) = 2712 (e1 + 62)7"

La densidad de carga libre dependera del hemisferio de la esfera, de modo que para el hemisferio

inferior
€1Q .

— Di(r) - —_ % sz
on 1) "ok 27TR2(€1+62)T "

y de la misma forma para el hemisferio superior

€2Q .

=R 2 R%(e1 + Eg)r T

g9 = 52(7‘) ‘N

En cuanto a las cargas de polarizacién, hay que calcular previamente el vector polarizacién en
cada medio

— —

D=eE+P=¢E=— P=(c—¢)E

De modo que
5 - (€1 —€)Q .
P = — E =
1= (e —<) 2712 (€1 + 62)7’
Entonces,

_ (a—e)@
r=R 27R2%(e1 + €2)

(€1 — €)@

T G )

op1 = 131(7") ’fl

De forma analoga

(e —e)Q
21 R?(€1 + €2)

Notar el hecho que la normal en el caso de la densidad de carga libre apunta desde el conductor
al dieléctrico y en el caso de la densidad de carga de polarizacién apunta en el sentido inverso.

op2 =

La carga de polarizacion total estad dada por

(€14 €2 — 2€0)Q ‘QP

Cp _61+62—260 N39
(€1 + €2)

= 27 R? 2 R? S ~ 27
Qp =21R*0p1 + 2nR°0p3 o+ o 10

Q

Luego la carga neta vale

Qneta:Q+QP:4QO>O
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Solucién [17.3

Para iniciar el problema se necesita saber la capacitancia de un condensador cilindrico que posee un
medio con constante ¢; en un interior, de radios a y b y de largo H. Para ello se usa la ley de Gauss
para el espacio entre los cilindros (a < r < b).

L . Q .
D(r) - = D(r)27rH = E=
ﬁa (r)-dS =Q = D(r)2nr Q= QWEiTHT
Luego
[ @ _ Q. (b

AV =V(a) V() = 2me;rH - 2me; H n (5)

Por lo que
Q 2me; H
C = — = 5

Figura 17.1: Dieléctricos dentro del Condensador Cilindrico

Para lo que sigue del analisis se debe considerar la Figura[17.1] Se ha puesto el dieléctrico 1 una distan-
cia z dentro del condensador. La capacitancia de este sistema es equivalente a la de dos condensadores
en paralelo, luego la capacitancia total del sistema es igual a su suma, es decir:

2merz  2mes(L — z 21
Cr=C1+Cy = ;) + 2( ) = ((61 — 62)2 + EQL)

b - b
n (3) n (3) n(3)
Por lo tanto la energia de ese condensador esta dada por

_1@
T 207(2)

U
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Luego, considerando que la carga es constante, la fuerza que ejerce el sistema es

Fe VU= Lrl (L ), @ 00,
Faist = —VU = 2Q 0z <CT(Z)>Z_2CT(Z)2 9z

Reduciendo la expresion a

ﬁsist = iQ2 In <b> (( S z

A a) ((e1 —e2)z + €aL)?

Nétese lo siguiente, como €1 < ey la fuerza que efectia el sistema apunta en el sentido de negativo
de z, por lo que el dieléctrico 2 intenta expulsar al dieléctrico 1 del condensador. En efecto, este
resultado es consecuencia de que el sistema busque su minima energia, la se obtiene con el condensador
completamente lleno del dieléctrico con constante €. Por lo tanto, para poder introducir el dieléctrico
1 una distancia z = %L dentro del condensador se debe aplicar una fuerza del mismo valor en el
sentido contrario a la que se siente en ese punto, es decir, la fuerza buscada vale

R o 2 b\ e —e
Fert = —Foist = Q \ <>212

=—=In
=i 7wL? a) (€1 + €2)?

Solucién

a) Se debe encontrar el valor de V' (x), sabiendo que el potencial cumple la siguiente condicién

>V
(@) , V)
dx? dx
Conk >0y 0 <z <d. Para ello se asume que la solucién de la EDO es V(z) = Ae** + B
con A, B y a constantes no nulas por determinar. En efecto, reemplazando la solucién en la
ecuacion anterior
>V dv
(@) , V()
dz? dx

=0

= Aa”e®® + kAae™ = Aae®®(a + k) =0

De la ecuacién anterior se obtiene
a=—k

Luego, la solucién se transforma en V(z) = Ae ™™ + By las otras constantes pueden ser
despejadas con las condiciones de borde

V0)=0=A+B=0=— A=-B

V(d)=Vy = Ae " + B =1}

Despejando A y B de las ecuaciones anteriores

Vo
A= ————
e~kd 1
Vo
B=—
e~kd —1
Finalmente la solucién es N
Vole™F* —1
V() = 2L )
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b) Dado que se conoce el potencial, es posible conocer el campo eléctrico dentro de las placas

E:—vvz—d<

Vo(e ™™ — 1)\ . B Voke ko
e~kd 1 P

Asumiendo que el material es lineal, isétropo y no homogéneo se tiene que

. . Voke k.
Dada la ausencia de carga libre dentro de las placas
vl s e i —kxy _ —kx __
V'Df0:>d(e(a;)e ) =0= e(x)e =C
X

Usando la condicién de borde e(x = 0) = ¢; = C = ¢; por lo tanto

e(z) = €™
c) La densidad de carga libre en la placa a potencial Vj dada por o; = D-#n , de modo que
r=
Voke™F® 1A%
ok 0 A L 0
o=e’ gt (C8) =g

Solucién

a) La capacitancia de un condensador de placas paralelas es

€A

C:d

donde € es la permitividad del medio que lleva dentro el condensador, A es el area de las placas
y d es la separacion entre ellas. Si un dieléctrico se pone parcialmente una distancia x en el
condensador, se forman dos condensadores en paralelo, de capacitancia

o= 2, ¢, - e )

Por lo que la capacitancia total (condensadores en paralelo) es

Cr=Cy+Cy= %(ex + (a — 2)e0)

b) Por otro lado, se tiene que la definicién capacitancia es

o= 9
AV
Por lo que si el condensador esta conectado a una bateria de voltaje 1} y tiene una carga Q*

se cumple que

_a 7@ 1 Q*b_
CT—b(ex+(a x)eo)—voz>x—€_€0<voa ea)
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d) Dada la dependencia Q = Q(x) se tiene que la carga varia en el rango x € [0,al, si se usa la
parte anterior, se obtiene que
a

Qx) = g((e — €0)T — €pa)

lo cual es una funcién lineal, y como € > ¢ se tiene la funcién Q(z) alcanza su minimo en
2 =0y su maximo en z = a. Por lo que

Goa 2

Qe =0)= " <Q@ < = Q=0

Notese que fisicamente esto significa que el condensador alcanza su minima carga vacio y su
maxima carga lleno de dieléctrico.

Solucién

a) Calcular las densidades de carga de polarizacién en el espacio. Para resolver este problema es
necesario dividir en dos areas, un radio menor y mayor al radio de esfera b.

e r > b se tiene que hay vacio por lo tanto no existe el vector polarizacion.
e r < b, de acuerdo a la ley de Gauss

g/ﬁ-dtg—///pgrdv

A
D(r) - 4mre = 47TpOZ
5 pors
4
Por lo tanto )
= por .
 de

Utilizando P = D — ¢y E se obtiene

P = (6 - 60),007"2f
4de

Luego, la densidad de carga de superficial polarizacién es
=P-n A|7‘ b

_ (e—eo)pob” 0b?
4e
y la densidad volumétrica polarizacion es
pp ==V P
10

- 1"287‘(P " )

1.9 ((e=eo)por’
2 9r 4e

1 (e —€o)por®
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b) Calcular la energia electrostatica del sistema de cargas. Para esto es necesario encontrar D y

E paraunr > b.
//ﬁ.dfs*z///pordv
Q

b
D(r) - 4nr? = 47Tp0z

Entonces,

Ya con esto es posible encontrar la energia del sistema en todo el espacio

/// D-Edv

Todo el Espacio

_ ;///D(r)~E(r)r sin(8)d0dgdp

b 27 7 0o 27

;///D Py sin(0)dbdgdp + — //
b O

T T oo 21

pOT POT 2
// 1 i sin(6)dOdedp + — //
0 b 0

o0

/ por?\? pob* \ o
= 27T/6 1 r d?“+27r/eo Tegr? rédr
0

b

5 b 28 T 2
=27 €0 / rSdr +€op /Tdr
16€2 1660 ri
0

b

r) - E(r)r? sin(0)dfdodp

St~y
U

in(6)d0dodp

o
s
»Jk‘b
s
Y
[en}
3R
no

=,

FB

:s

Solucién

a) Como sistema de referencia no daremos z creciente hacia abajo. Para el condensador de la
izquierda:
Jpn=Jdoyp =1 =J2=J

(vector densidad de corriente constante en ambos medios). Suponiendo estado estacionario

dentro del condensador
Voic0— Y o o az
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donde A es una constante por determinar. Por lo tanto el campo eléctrico en cada medio esta

dado por
- A ~, A
Ei=—3 , Ey="—3
g1 g2
La constante A puede ser determinada como
; A 2dA Ad Ad V;
Viz=2d) - V(=0 = Vo=— | Zde— | Dde= 20 20 g 709
J g1 92 g 92 d(g1 + g2)
Por lo tanto
o Vogr92
= ——""_7Z
d(g1 + 92)
o2 o op Vo
d(g1 + g2) d(g1 + 92)
By = Vg2 . 5 eWg .
d(g1 + g2) d(g1 + g2)

Para el condensador de la derecha:

Elt:EQt:>51:EQZE
(campo eléctrico constante en ambos medios). Luego, dado que no hay densidades volumétricas
de carga del condensador

= — dE —
V~E:O:>E:0:>E:C’2

donde C' es una constante por determinar. La constante C puede ser determinada como

2
%,
V(z:2d)—V(z:O):—VO:—/Cdz:>C:2;
0
Por lo tanto v
—)_70/\
E—2dz
“:glvbé j’ZQQVbé
DY I DY
= _aW, = el
Di==7% Da=2

o Vo. . Vo
opi(z=0)= (e eo)ﬁz z2=—(e 60)2d
Vo. . \%
opi1(z =2d) = (e1 — 60)2—32 zZ= (e — 60)27[;
- Vo, . Vo
O'PQ(Z = 0) = (62 60)ﬁ2’ zZ = (62 60)2d
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Mientras que las de carga libre son

or1(z =2d) = 61%2 s 61%
ora(z = 2d) = 62;%5 o _62;%

No hay densidades volumétricas de ningtn tipo dentro del condensador.

c) En este caso hay que notar que el capacitor de la izquierda puede ser dividido en dos capactores

en serie, mientras que el capacitor de la derecha puede ser dividido en dos en paralelo. Usando
eA

el resultado conocido de la capacitancia de un condensador de placas paralelas C' = £, se tiene
que:
1 61202 €92a? 4a%eq ey 102 €a?
Cr= —ia 7t i Yol Tdare)t 4 Tod
€14a? + e24a? —_——— €1 T €2

- - . Capacitancia de la derecha
Capacitancia de la izquierda

d) La corriente total que sale de la fuente puede ser determinada integrando los vector densidad
de corriente que pasa por el condensador de la |qu|erda (J ) y los dos vectores densidad de
corriente que pasan por el condensador de la derecha (J1 y Jg). Por lo tanto:

2a 2a v 2a a 2a 2a v v
I:// 09192 //91 0 1 +//92 0 vy = 402 09192 9 291V0 o 2
s d(g1 +92 d(g1 + 92) 2d
Voa? 4 1 1
7= 20 9192< ++>

d gt g 0
Por lo tanto la resistencia equivalente es
Vo d
R = — =
I

a2g192 (91+92 + % + )




Campo Magnético en

I. Problemas Propuestos

Problema 18.1 @

Se tiene un dispositivo de simetria cilindrica que consta
de un conductor cilindrico macizo de radio 3a rodea-
do por un conductor cilindrico hueco de radio interior
4a y radio exterior 5a por el cilindro central pasa una
densidad de corriente uniforme J = Jo% y por el cilin-
dro hueco exterior circula una intensidad de corriente de
igual magnitud pero de signo opuesto. El medio entre
ambos conductores tiene permeabilidad p > pg. Calcule
el campo magnético en todas partes.

Problema 182 @®

Considere una bobina toroidal de seccién rectangular de
N espiras, por cada una de las cuales circula una co-
rriente I. El radio interior de la bobina es a y el exterior
es by la altura es h. El nicleo de esta bobina es de un
material inhomogéneo en tal forma que su permeabili-
dad magnética p depende tan solo del angulo polar 8 y
satisface

Ho 4 + kcos? @

L
Determine la intensidad magnética H en el interior de
la bobina.

Problema 18.3 @

Un material ferromagnético tiene la forma que se indica
en la figura, donde la seccién transversal es un cuadrado
de lado de @ = 2 cm. El resto de las dimensiones se
muestran en la figura con b = 2,5 cm. El enrollado tiene
N = 500 vueltas, la corriente que circula es I = 0,3 A
y it = 250040. Calcule el flujo neto en la rama central y
en la rama del lado derecho. Desprecie cualquier pérdida
de flujo fuera del material ferromagnético.

\|I||l’II

18

Medios Materiales

6b

[T

4b

3b

191
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Problema 18.4 @®

Un solenoide infinito de radio a que tiene m espiras
por unidad de largo, lleva corriente I. La permeabilidad
magnética del material al interior del solenoide es

o si0<O0< T
= po sim<0<2m

Encuentre el campo magnético, la intensidad magnética
en todo el espacio, la magnetizacion de los materiales y
las densidades de corriente.

Problema 18.5 @

Considere un toroide de seccién transversal circular A
y de radio medio R como se muestra en la Figura. El
toroide esta compuesto por tres medios de permeabili-
dades i, 1y pe (ver Figura). Un cable con corriente T
atraviesa el toroide por su centro por eje perpendicular
al toroide. Para efectos de calculo, puede considerar que
[ — 00.

a) Calcule H y B, para cada material si las permea-
bilidades de los materiales son lineales, uniformes
e isotrépicas.

b) Si las permeabilidades de los materiales son linea-
les uniformes e isotrépicas jexistirian densidades
de corriente de magnetizacién?. Si existieran, cal-
culelas.

c) iCémo cambia (explique) H, By las corrientes
de magnetizacion si u1 = ar o u; = afd?.

Problema 18.6 @

El sistema de la Figura representa un conductor cilin-
drico de resistividad p = ps el cual estd sometido a
una diferencia de potencial Vj. Este conductor posee
ademas caracteristicas magnéticas, con una permeabi-
lidad relativa pu(r) = po (1 — %), tal como se muestra
en la Figura. Suponiendo que la corriente se distribu-
ye en forma homogénea al interior del conductor y que
D > L > R, se pide

a) Estimar campos H y B en el interior y exterior
(pero en las cercanias) del conductor.

b) Estimar la magnetizacién M.

c) Determinar las densidades de corrientes de mag-
netizacién y libre en el conductor.

Vista Frontal

.
T Gy

Corte Transversal

|+
r

Vo T
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Problema 18.7 @®

Considere N vueltas de un alambre conductor se han en-
rollado sobre un toroide de hierro dulce de seccién trans-
versal S'y permeabilidad p. El radio medio del toroide es
R y posee un entrehierro de longitud ¢ como se muestra
en la Figura. La corriente I que circula por el alambre es
suﬁaentemente grande de manera que la magnetizacion
M adopta su valor de saturacién M, = M0 en el hierro
dulce.

a) Encuentre los valores de H y B en todo el toroide.

b) Cuando la corriente I se interrumpe, la magnitud
de la magnetizacién decrece a su valor remanen-
te MT = M,0 en el hierro dulce. Encuentre los
valores de H y B en esta situacién.

Problema 18.8 @

Considere un toroide de permeabilidad 1 de seccién cua- _
drada a? y de largo 8a. El toroide cuenta con dos en- I J_a
trehierros de una longitud muy pequefia g tal como y se 0
muestra en la Figura. En uno de sus extremos el toroide
posee un enrollado de NV vueltas, el cual estd conectado
una fuente de corriente Iy. Determine

&

\

/\I/\/\
VY

a) El flujo magnético y la autoinductancia del siste-
ma. a

T
i
o] |

b) Si el lado izquierdo con forma es U es fijo, la a 6a
fuerza que siente el material de la derecha.

Problema 18.9 @

Considere una linea de transmisién coaxial llena de un
material con permeabilidad magnética no lineal, con un
conductor interno sélido de radio a y un conductor ex-
terno muy delgado, de radio interior b segiin se muestra
en la figura. Se sabe que en el conductor interno circu-
la una corriente Iy hacia afuera de la hoja, y vuelve en
direccion opuesta por el conductor externo. En ambos
conductores la corriente se reparte en forma homogénea,
y ambos se pueden suponer muy largos. Si la curva de
magnetizacion del material se puede aproximar como

Material Magnético

_ 16H
-~ 1000+ H

a) Campo magnética en todo el espacio.

b) Vector de magnetizacién en el medio material.
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e
Problema 18.10 ®

Un circuito magnético es un toroide de material magné-
ticamente lineal de permeabilidad y, de seccién circular
de radio Ry, siendo el radio de la circunferencia media
del toro Ry (R2 > Ry). El toroide tiene un entrehierro

AW
de longitud e, que esta ocupado por un disco conductor 2k
de radio a (a > Ry) y espesor e colocado simétricamen- AV
te en el entrehierro. La permeabilidad del disco es 1 y (1)

su conductividad g. El circuito magnético esta alimenta-
do por un arrollamiento de N espiras por las que circula
una corriente I(t) = kt donde k es una constante. —

a) Calcular By H en las dos regiones del toroide.

b) Encontrar la potencia disipada en el disco conduc-
tor.

Disco Conductor

Problema 18.11 @ 4

a) Un cubo de lado @ esta hecho de un material fe- l\?[ -
rromagnético el cual estd permanentemente mag-

netizado, con una magnetizacién igual / \
a

M:M()$ . Y

z

a

Encuentre las densidades de corriente de magne-
tizacion presentes en el cubo.

b) Se tiene un cilindro infinitamente largo, de radio
R con su eje coincidente con el eje z y con una
magnetizaciéon constante M = Mz perpendicu-
lar a su eje. Determine las corrientes de magne-
tizacion (volumétricas y superficiales) y el campo
magnético en el eje del cilindro.

(b)
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Il. Soluciones

Solucién [18.3

Para resolver este problema se usara la técnica de reluctancias. En primera instancia, es necesario
definir reluctancia como

l
R—Mj

donde [ es el largo, 1 la permeabilidad y A la seccién transversal del medio por donde pasa un
respectivo flujo. La idea de este método es emular un circuito simple con resistencias, en el cual la
fuente de tension es el equivalente al enrollado con corriente (V' — NT), las corrientes es equivalente
al los flujos magnéticos (I — ®) y las resistencias a las reluctancias (R — R).

Para aplicar este método, es necesario identificar las reluctancias en el circuito magnético, para ello
se verifica en que ramales del circuito pasa el mismo flujo.

6b

I, |
I L 4b
3] |

—

3b

Figura 18.1: Determinacién de Reluctancias.

En la Figura [18.1} es posible identificar los caminos por los cuales circula el mismo flujo. Cada uno
de esos caminos I'1, I'y y I's tienen asociadas los siguientes valores de reluctancias:

10b 4b 100

=g =g =g

Una vez determinado los valores de las reluctancias, se procede a plantear el circuito analogo.
O
. R

—L_ 1
o s
o

Figura 18.2: Circuito Equivalente.
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Las incégnitas en este circuito son los flujos @1, ®3 y ®3 como es mostrado en la Figura [18.2]
Planteando la ley de Kirchoff de Nodos se obtiene que

O =Dy + D3
Mientras si se plantea la ley de Kirchoff de Voltajes
NI =R1P1 +Ra®Ps

RPy = R3P3

Usando las tres ecuaciones anteriores es posible despejar los valores pedidos, de modo que

NI(),U,A
P, —
2 18b
NIOIU,A
P$y =
57 45D

Solucién

Dada la geometria del problema, el campo magnético provocado por el solenoide debe ser paralelo
al eje del cilindro. Recuérdese en el solenoide ideal e infinitamente largo se hace el supuesto que el
campo magnético es nulo fuera del mismo.

Figura 18.3: Calculo de Campo Magnético Usando Ley de Ampere.

En la Figura se muestra el rectangulo con el cual puede ser usada la Ley de Ampére de la siguente
forma

%ﬁl-cﬁ21|ibre:>H1~L:mLI:>ﬁ1:mI,?AZ
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Analogamente, es posible hacer el mismo analisis para Hs, por lo que también se puede concluir
HQ =mlilz

El resultado anterior es coherente con la condicién de borde 1 x (Hy — H1) = Kjjpre ya que en la
interfase de los medios no hay corrientes libres circulando por ende H; = Hs. Por otro lado, los
campos magnéticos estan dados por

gl = /JNTLI% ég = /Lgmlf

partir de lo anterior, se procede a determinar las magnetizaciones de cada medio, las cuales cumplen
= po(H 4+ M), por lo tanto

M, = <’“—1>m12 M,y = (“2—1>m12
12%) Mo

A
B

Ahora, para encontrar las densidades de corrientes presentes se usan las definiciones Kpy = M x nn y
Jy =V x M. Hay que tener precaucion debido a que los medios tienen mas de una normal.

Figura 18.4: Calculo de Corrientes de Magnetizacién.

Siguiendo la Figura [18.4} se pueden determinar las corrientes superficiales en la divisién son

K= [(’“ - 1) mlé] x (—f) = (’“ - 1) mlIi
Ho Ho

Ky = [(“2—1>m14 xy:—(’“—1)mm
10 Ho

Mientras que en los mantos se tiene que

Finalmente, dado que M es constante J =V x M = 0.
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Solucién

a) En primera instancia, debido al solenoide enrolado en el toroide, existe un campo magnético

b)

confinado dentro del material magnético y también en el entrehierro. A priori, se supone que
existen los campos H; y By en el hierro dulce y los campos Hy y By en el entrehierro. Adi-
cionalmente, en este tipo de problema se suele suponer que el campo magnético es mas bien
homogéneo dentro del toroide, por lo cual es una buena aproximacién es tomar el camino medio
del mismo para calcular H y B en todos los puntos.

Entonces, usando Ley de Ampeére al camino medio de radio R y usando el supuesto que Hy =
H.0 y Hy = Hyf se obtiene que

yﬁﬁ.cﬁ:M:Hl-(QWR—£)+HO-£:NI

Dado que el hierro dulce alcanzé su maxima magnetizacién, se puede afirmar que
By = po(Hy + M)
El paso clave del problema, es usar la siguiente condicién de borde
(Bo — By) -t = 0 = By, — Bi, = 0 = By, = Bi,,

Nétese que es posible aplicar esta condicién ya que el campo magnético es perpendicular a las
interfases del problema (hierro-entrehierro y entrehierro-hierro), por ende B debe ser continuo
en esos puntos. Adicionalmente, como Hy = ugBy se obtiene que

- NI — Ml -
Hi(2rR—{)+ Hid+ Msd=NI — H = ———F0
2R
En consecuencia,
- NI — Ml - - _ o, 1 (NI — M . -
= 0+ M, Bi=By=— | ——20+ M,
0 ok Peo Mo( ok )

Usando el resultado obtenido en la parte anterior, se tiene ahora que I =0y My — M,.. Por
lo que los valores de los campos son

= M.V ~
H=——"0
! 2T R
. . M
Ho = My = 27TR9

_ _ 1 - M0 .
Bi=By=— (M, -4
1 0 ,U0< r 27TR>
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Capitulo 1

19

Respuestas

Problema Respuestas
a) E = 47:'160 : (1_7?éa)72
b) SiI' es una circunferencia de radio R sobre el plano zy entonces gﬁr E-dl=0 para ambos
@ 1.1 campos eléctricos (experimental y coulombiano).
c) Para una esfera de R centrada en la carga, ff,, E-dS = (1 —+VaR). Para el caso de un
campo tradicional por Coulomb: ﬁn E-dS = %.
@ 1.2 Q=17
a) E(P)=0
_, 3 R
Bl 3 B E=ia () Gitit i)
., 3
C) Etotal - ﬂ.egaz (%) 2 23
@ 1.4 E(0) = =25 (2v3% —2§), V(0) =0
1.5 r=s
’@‘ 1.6 U= e? 1n(2)
" 2mepa

201
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CAPITULO 19.

RESPUESTAS

Capitulo 2

Problema Respuestas
P b1 Brota = 52 (55 —3) 2
—qK + +/(¢K)? +4
P) 2.2 €08 0cq = oK + VI(gK)" + con K = 52—, 0(qg—00) =%
2 meglmg
(P 1 9Q
2.3 =4/— |k
v \/m( + 47’1’60R3)
q A o q A N
= — b) EO)= -
@ 2.4 a) V(©) Ameo R + 4eo ) ©) (47T60R2 27reoR> Y
c) ¢=2R\
_ L L
a) E: ;Ta z 2 3 — 2t 2 3 z
0 2 2 2 2
P s (G=57+a)"  (+5)*+a)?
’ Aa (1 1
b) V(O)-V(O)=— |- - ——=
) vio)-vio) =24 (- L)
- A - A
. E = y—1x) b) E = th
@ 2.0 a) E(4) 47r60a(y %) b) ( 4dmeoa
@ 2.7 E= A% (cosﬁ—ﬁsinz)
’ " 27meR 8 8
(2 () et
a) B@)=y -2 (4 -1)s =<0
@ b8 00 0<z<L
— 2 L d2 N
b) F = 4;0 In (%) z
2 — 2,
c) In (d(éz‘i)d)) ~ In (1 + 5—22) ~ 5—5 entonces F' & L3
oz S oA
Pl he A E=— T i) F=2MJRt(dra- VR )
e S M e\ G e G
- o
Eo)=-"32
P 1o (0) 3e”
@ oh
2.11 V=>"-In(1+Vv2)
260
— o'a2(a ) 3Q0’0(1
P 12 &) B e ) w=
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Problema

Respuestas

@ |

2.13

Joil

= e (1 —cosa)2

@ ||

6GM cos® a .

A 7h3(1—|—cosa)z

Q

®

a) |E(P)| = £2 [L— (VR + 2 = /(L+h)? + R?)]

2.15 B .
_ Po
b) |E(P2)| = 2eqhy/4h2+L2
a — _<cFEo
@ 2.16 ) r e

b) g1 = 02 = CQEO
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CAPITULO 19.

RESPUESTAS

Capitulo 3

Problema Respuestas
8mpoR®
3 Q=
. =2%—(5Rr —3r’)f r<R
® ) £(r) = { T
3.1 T5eor2 r>R
2pg R? (r2=R?) (7TR?-3r?)
C) V(T) _ fgeos - p015eoR2 4 r<R
2008 r>R
15€gr
0 0<r<R:
p2(” B Ri<r<R
. ) P
P b2 B(r)={ @-F; Ry<r<Rs
PQ(Rg_R%)+P4(T2_R§)7; R3 <r< R4
2eqT — —
p2(B-FDYoi (=R s 5 p
2eqr = 1
a) E= —%2 + %2
P bd  b) B D2
c) E=+522—£23
— LTy 0<r<a
. 3eg R
Pl b3 E= %(r—(n—i—l)j—z)f a<r<b
3€§T2 (b3 —(n+ 1)a3) P or>b
@ 3.5 (z) = 99 2 (trayectoria), tan 6 = god (angulo).
’ Y 2e0mu2 ' ov2
Q
@ §| Qe = 51
o d
Y B = o
D) a) E=—r203
3.8 €0
b) o(0) = 2z9pcosb
a) plr) = 45
Pl o b) E(r>a)=22%7 V(r>a)= 22
c) V(r<a)= fT?) (4a— %)
2mwhr
r<R
a) Q(r) = { Qﬂszs -
e r>R
2
- —7 r<R
@ 3.10 b) E(r) = 3acg -
) EM) { 3 7 r>R
aeqr
7,,3
r<R
c) V(r)= { daco . N -
e 0 (%) +3] 7>R
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Problema Respuestas
= 27r>5\ 7'f r< R
a) E(r)= 272“ n %) i SR El campo eléctrico es discontinuo en r = R.
@ 3.11 N ()
— 27e n r r S R . 2 . . .
b) V(r)= { i@ zﬁ + Ro)In () r>R El potencial eléctrico es siempre continuo.
@ 3.12 b) E(z) =& (1—e ")z
= Asin (2a) - o Acos (2a ~ o Aln in
’@ 313 a) Br(h) = 255200+ (2 - 25580) 5 b) W= g2 4 S0 (222 cos2q)
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Capitulo 4
Problema Respuestas
P) 4.1 a) F:—a—géz—%gié b) W:—% ) AV =2
a) o= fﬁ
A_if r<R
— 2megr —
P 2 b) E(T)_{ 0F r>R
-2 In (1) r<R
— 2Teq R —
@ 4 3 b _ 3a U _ 277regEga3
- =72 entonces =~
R 2
B b 4= Rty Umin = srqiirrny Vi) = Va(Re) = roricem
a) Gint = —4q, Gext = ¢, la densidad de carga interior es mayor en los puntos mas cercanos a
la carga. La densidad exterior es homogénea.
b) No cambia.
@ 4.5

c) Toda la carga negativa —q interior se acumula en el punto de contacto, luego al contacto,
ambas se descargan y sélo queda la carga ¢ positiva en la superficie exterior.

d) La carga ¢’ provoca que la densidad de carga en la esfera exterior cambie. La distribucién

de carga al interior se mantiene igual.

Ve —Va=2Vn(2)

L= ]

@ S|

2

_ 1 1 6 (1 1 3/ P2 2 R53—R}
4.7 U—8:€O {EJFW[RQ (E*E)*RQ(RQ*RQ*F%] }
0 O0<r<a Vo 0<r<a
v Vo(g—3+7)
_ € 1_31)@72 a<r<b (lc_lils a<r<b
_ " 5ta — c pTa
a) E(r) =4 ¢ b<r<e V)= (l_ﬁ;)v b<r<ec
Yo __pp r>c Wl
I_1,1),2 Z I/ W
(e=3+2) e
Vi 7 Vi
P| s Te = BN T TR D Y O T A
0 0<r<a (;_?+; (:-3) 0<r<a
Vo < “ \% ¢ 1 1
b) Bry={ (e OS5V ] oy God) asr<
0 b<r<ec 0 b<r<c
0 r>c 0 r>ec
_ €0 Vo e0Vo
e ) H L e Er Y G
@ ﬂ El potencial al interior de la burbuja es V = ﬁ, independiente si es o no esférica.
@ a) Q! = 25 Q1+ Q2), Qi = 725(Q1 + Q2), como b > a entonces Qfinal > (final
4.10
by C= —L 1+
) O= Ittt
_ 2mweg L
P b C = Wtmfts/ FaFi)
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Problema Respuestas
a) 0a=0,0p=59,0c=52,04=0
Q c
2meg L In (E) r<b
@ 4.12 b) V(r)= ﬁ In (f) b<r<ece
0 r>c
) V()= V(b) = 52 In ()
a) A=¢
b) o1 = 27:RQ1L;0-2 = 27r1Q22L
) E(r <Ro)=E(Ri <1< R2)=0;E(Ro <1< Ri)=5-5—p=E(r>Rs)
d) o1 = 72177R?L;Ué =0
@ 4.13 e) E(r > R2) =0, en el resto de las zonas el campo permanece igual.
_ _—Q R
f) V= Trecl ln(R—é)
C — 2meg L
g In(z4)
2
h) U= 2 In(£)
i) C'=C
87(?0a + 47rnga3 (CL2 T2) 0<r<a
B 4.14) o(r) = % a<r<2a
47201" r Z 2a
poo [l—exp <—2—a>]z 20 > a
. € 1
a) E(20) =
pod [1 — exp (7%>] Z z0< -—a
€0 5
&62 zo > a
- €0
@ laas|  b) Bz) = .
—&2 20 < —a
€0
Vo —a<z<a
) Viz)={ Vo—2%(z—a) z>a
Vot 22(z+a) z2<—a
0 r < Ro
2 2
. ”0(;771{2)A Ry<r<Rs
a) By =4, )
%02 PR3 <r< R4
@ 4.16 0 r> Ra
R2_R2
o(r=R1) =0, 0(r=R4) = —W, o(r=R5)=0
2 p2
b) V(Ra) — V(R1) = —£& (B2 4 R3In (£2) + (13 - R)n (2))
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Capitulo 5

Problema Respuestas

@ 5 1 b) z(m):M—&-CconCeR.
' c) o =2eWkcoskzx
@ a) AV = poa?
5.2 €0
b) AV =12 [V].
22 (xz +b) -b<z<—a
@ 5.3 V()= —2t (m%+a(2b—a)) —a<z<a
—(xz—b) a<uwx
360V0(ka+1) r<a Vo — Vo(ka+1)§r2_a2) r<a
@ > plr) = { —k26 V‘)aek(“ N or>a ®(r) = Yoa ok(a—r) * r ; a
” EI O'= < in()
i Or = Mo + 520
a y) = ——=h
) o(z,y) 27r(ac2+y2+h2)%
@ 5.7 b) Qdisco - \/m -4, d= h\[
2
C) W= 327reoh
os(x) = 2bo R? (f L T + 1 3 )
@ (z—a)2+b2)2 ((z4a)24b2)2
5.8
o = 2a0 R? <— L + L )
#(9) @H@-02)2 (@402
i—1
@ Vie,y,2) = g i H(ag,yl,i)—'r ik donde = (dc (%) ,0), 72 = (d,dcot(),0),
5.9 73 = (—=d,dcot(%),0), 714 = (— dcot(g) d,0), = ( dcot(%),—d,0), 75 =
(—d,—dcot(%)y()) 77 = (d, —d cot(g), 0), 7s = (dc¢ (g), —d,0)yx >y >0.
R—R—2>q
@ 5.10 9) = < d g = — 1
o) 4m(R?+d?—2Rdcos0)3 (ind at
@ 5.11 F= Tg (‘;—g#—ﬁ)idcnde q = _%7 q":Q+%, d':%Q
1 aq’ qaq” ' _ R
Fl=—|——"== , L =+/d?>+ 02 —2d( L =
@ a) |F] Az ((L_L/)Q 12 \/ + cospy L
5.12 7
q
b =
)@= Gz e\ Tneomi
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Problema Respuestas
— _2A r24+h?—2rhsin g _ R2
8) V(r,0) = 725 In (gt ) donde h = 4%
_ A(d?(2R—d)
@ 5.13 b) o(0) = " 27R(R2+d?—2dRsin )
C) )\inducido =-A
5 A(R—d)
d) F=- 2meqd?
@ 5.1 V(z,y) = -y Msin("—"m)w
. ) T n=1,n#2 (n2=4) a Sinh(%b)
>0 ) i nmr s nr(a—x nr(b—
@ 5.15 Viz,y) = % Do % (sen (2r2) senh (“I¥) + sen (%) senh (%))
@ 5.16 Viz,y) = -2l m sin(az) sinh(ay), a = "<2+a+1)
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CAPITULO 19.

RESPUESTAS

Capitulo 6

Problema Respuestas
a) Vuip(0,L,0) =0
- o 3
Pl o1 b) £ e
c) W=0
a) §=4AR*}, Vaip(2,0,2) =0
b) Euip(x,0,2) = — B2 5
P 2 ) Eaip(x,0,2) T
c) V(z,0,2) =0
a) 7= (z,y,z2)
. 7 _ poR® F—R: _ _it+Rz
Fuera de las dos esferas: E = 7 (HFfREHi‘ |\F+R2H3)
@ 6.3 Dentro de la esfera positiva: E = n ((F— RZ) — %(F—l— Ré))
Dentro de la esfera negativa: E = 7 (%(F—i— R2) — (T+ Ré))
b) El campo eléctrico decae como 1/r3.
® w= o /rE
V(z,y,z) = 2= 1 — L >
P s (5.2 = 326 (($2+y2+(zfzo)2)% (@242 +(2420)%) 3
or,y) = — e
2meq(z2+y2+23) 2
al?
a) Q=3
@ 6.6 b) E(P) = —m:@ Campo eléctrico producido por una carga puntual de carga Q
TEQY
c) V(P) = %@.é Potencial eléctrico producido por una carga puntual de carga Q.
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Capitulo 7

Problema Respuestas

— _91+392
a) R= 247agy g2

® |

_ 3Vpeq (91—92)
b) 7= T2a (91+392)

LS|
LS ]
=
©
Il
|
2la
s
©
I
[\~
8

a)J g

—_ V0 5
= I+ L maY

®

b) P =nad® Vi) 3% In (1+ 2‘5)

__ In(z2/21)
R==0%80

4nkV?

_ln( )21,07T21n( )

Q|

L& |

=7
gdIn(1+)

LS|

a) I = a0 (Bgr + (27 — B)g2)
b) R, = 2/

®

Lﬁgll (a/8)

_ _In(a/b)
Rz = Tar—p)
Rr = In(a/b)

~ L(Bg1+(27—PB)g2)

PY L L9V 0 V(S) = V(S) = Fealn(2)

by R="22 = M

goa '

®

@ ||
N

(=]

<y
<

|

= — ) — 9, 1a
a,t_g)_oe 372

o

@ 7.11 R:27lrg(ai+a712_%)
i — Vog192 N
a) J = (g1 In(c/b)+g2 m(b/a) !

_, (g1 ln(c/b)OiZQ m/ay! a<r<b
E =
(g1 1n<c/}>f)ofég myay b<r<c
P a2 b) o(r =a) = Gy O = ©) = — G A wTa)
) I = gmimis o

In(c/b) | In(b/a)
d) R = gy (G + )

— _1_(In(e/b) ln(b/a) _ V@nLg1g2
e) Az = 2rL ( 92 + ) P= 2(g1 lD(C/b)+gz In(b/a))
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Capitulo 8

Problema Respuestas

a) R=0Q, P =900 [W]
b) R=209Q, P =145 [W]

0 || S

a) Rg=3R

. i =2 , Yo . _ Vo
b) Las corrientes son iy = 270, iy = 5% , i3 = &

®

(Nota: Las corrientes son simétricas, i1 es la corriente por la resistencia a la izquierda R, i
es la corriente que pasa por las tres resistencias en serie e i3 es la corriente que pasa
por la resistencia central de la figura).

R = 60082

LS SIS
[ |
F
Il
=

|AU| = 201?00101202)
2) Q)= ¥
@ 8.7 ) 10) = ﬁ
¢) I(t) = Jemt/2RE
2
d) U(0) = ¥

a) Q(t) = VoCere

_ —VoCe%

b) E= = % donde z apunta desde la placa cargada positiva a la negativa.
TO“€Q

Ri=R, Ry= 3R, Rs = LR, Roo = (V3 - )R,

Sl
S|
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Capitulo 9

Problema Respuestas

@ E B= —%OTIE‘IAC donde k esta saliendo de la hoja de papel.
o I a 5
P) 9.2 B =l {17 TW]

[(=]
w
o]
Il
[ V]
3
—
‘h
N
+
Lk
~— ;
< |w
~
+
8
N
>

Susana tiene la razén.

Q| S S|
| |

_ .
B = 4”1?122'
0.7 B = #02¢(3./2 — 4) R% Propuesto: B(z) = sozw [\2/2% - 2|Z|} z

B= fZTOi(sin a4 +sinac)Z (£ entrando a la hoja de papel).

a)
b) B = — 20 tan (Z) sin (Z)2

@ ||

(P) = ™2 (cos By — cosy)

2

Il
||
o]
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Capitulo 10

Problema Respuestas

@ 10.1 f=a, d=2"F cosl
(ZEETY! t=7TF
a) #(t) =0,
i) = 122,
Z(t) = L (Eo cos (Qt) — Boy)
b) i(t) =0,
y(t) = %(cos (Q2t) — cos %t),
@ o3 A1) = e (% sin (520) — Qsin(21))
c) z(t) =0,
y(t) = —TERB (IR0 — i sin 200),
z(t) = ﬂ(cos (Qt) — cos 150 ¢)

B
m( qwno —-Q?%)
Si Q = gBo/m la particula entra en resonancia y la amplitud de su movimiento se
vuelve infinita.

qLB

a) |Ucritico‘ = Tm

b) Si la velocidad es mayor que ese vcritico, la carga escapa de la zona de campo, sino la carga

@ 10,4 se devuelve siguiendo una trayectoria de semicircunferencia.

m
7;731}]3 Vo < Vcritico
c) h=

m . LB
4B VB arcsin Zo—m Vo > Vcritico

a) v==6-10" [m/s].
1
= %00
c) El electrén choca con una de las placas.

®

10.5 b) |B [T]. El campo magnético debe apuntar hacia dentro de la hoja.

@ 10.6 I = %m, la corriente I debe tener sentido horario.
L e 2
Bl hor =)

1
VEOHO
ya que para velocidad de esa magnitud no es posible usar la fisica tradicional.

velocidad debe ser igual a v =

= ¢ (velocidad de la luz). El resultado no es valido

@ ||

10.8

r2_q2
a) L(r)=Lo+eB- 5
10.9 b) w(b) = /220

_ 2mb 2eVp
C) Be = e(b2—a?) m

®
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Capitulo 11

Problema Respuestas
a) a= % f= 2t
“,gjgg 0 r<a
@ 11.1 rolo
mhe-rj p<r<e
0 r>c
a) v+ %
@ 12 ;. v -
b) &~ -y
@ 11.3 B(P) = —%{(é +4), B(P2) = 0. (& creciendo hacia la derecha e § hacia arriba)
pooIn(2)z r<a
— 2 2y A
@ 11.4 B = %9+uo&ln(%)2 a<r<hb
2 2\ A~
uoﬁ(grﬂl )h r>b
I I z i
(271"{1?7z)_;;l7)ra ln(zfa))k a<x§b—R
5 5 (ot — wlim (2 ))k b-R<w<b
- I r A
@ 11.5 - 27:(‘;’—.1‘) - ‘;('/)ra In T—a kob<z < b+ R
I I’ x 7.
e~ Franl(s))k v>b+R
F I b\~
b) G =5 In (m)ff
@ 11.6 % = ofaKasinfz donde £ apunta desde plano II; al Ilz. Si 8 € (0,7), la fuerza es
) atractiva, si 8 € (m,2m) la fuerza es repulsiva, y para 8 = 0,7 no existe fuerza.
@ 11.7 B(z) = ”OQAIQ x b, el vector b es que parte del centro del cilindro hasta el centro de la
circunferencia de radio a.
P s J=23K
@ |19 A oI(2R 4 Ly
a) IQ = 7%[1
@ 11.10
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Capitulo 12

Problema Respuestas

P) 12.1 A(r) =

a) B.(0)= —oIN 4 (0) = £d

1
(R24p2N?)2

—_

n <(R2+<pN>2)%+pN)
(R2+(pN)2) % —pN

@ 12.2

®

12.3

— wopoeR® 5 J(0) = 0

> 47rp0wR5 2
b) m = TR0z

)
e
e
=

12.4{

@ |h2s B = tforg
@ 12.6 T= % y la direccién es horaria segun la figura.
M
P a7 1= Mo
_ NlIgm
a =
(ZEPY ) wo =/ ik

b) w(6’ = 0) = woeo

2
N e‘B
12.9 |7| = - /Tim

@ |

a) W= 4og,
@) |12.10 ama - )
b) En A: 7= %k, En C: 7= 0. k sale de la hoja de papel.
Tia?
P h2u k = Hlia
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Capitulo 13

Problema Respuestas

a)
@ 13.1 b) E(T’, t) _ _r#omlowcc)S(wt)é
=] _ b I (W) j
¢) B(r,t) = — Promipu cos(wn) j

a) v(t) = voexp (—%t)
138 b u(t = o [1 - B (1 exp (+4))], QU0 = B (1 enp (4)), donde £ = 5 +

B2ad?
mR

®

13.3 w(t) = BEME y o(p) = BEL202 i ¢ ¢ [0, T,

ARma’B
a = —_—
13.;| ) wr =2

b) Es independiente de B(t), solamente importa el valor inicial y final.

o || 9

13.5 B =298

TND?2

LS|

a) v(t) = voexp ( o t) Tmax = (”59;2;2

13.6 2
b) w(t) = Yo (1 e t>

®

2 2
13.7 P= w Prop. I = _gh4a2 ponlow cos wt

13.8 vr = gz—[z%, el sentido de la corriente en la figura es antihorario.

LS| I

a) Antihorario (considerando normal positiva +2)

b) = —Cxe;

P 139 L
c) £, =0, F, = md®CI3
e
13.10 |AV| = 29201 (1 + £), si a > d entonces |AV| ~ £0vLd

QLS|

13.11 || = BoR2
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Capitulo 14

Problema Respuestas

@ |aa M = pohtana
M = pow(ab)®
@ 14.2 (@403
@ 14.3 M = 2pupa
a) M = ponmb’sina
P |aa ) He ,
b) AViae = ponmb wlpsina
> dln(4/3
a) M:¥:“O 27E/)
@ 14.5 b) Antihorario en la figura.
€) Fior = 5205200 (3) 59
® 3) =4 (1)
14.6 " , “
b) I =£52In(3)
P a7 &) L= Ny
P as Up = Holo0at) RIxH 17 _ coluoa) RO
a) e= —ma® Bowo sin(wot)
ma? . _R
@ 14.9 b) I(t) = %(Rsmwot —woL(coswot — e TY))
2 _4p2
c) 7(t) = %(R sin wot — wo L cos wot) sin wot
@ 14.10 v(t) = v cos %t, i(t) = — =% sin \/“%t. El largo del carrito debe ser menor a “0¥ L
para que logre entrar.
a) & =hgln =, e = Lobeth
@ |41  b) Vote=LR+LY%
R
c) L(t)=2+£(1—e L)
a) Is =0 (la corriente no puede aumentar en forma abrupta en una inductancia), I; = I> =
1%
P |12 R
b) I, = Is = ;—‘i, I = 0 (la inductancia actia como un cortocircuito en un tiempo muy
largo).
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Problema Respuestas
a) I(0)=4A. e I(c0) =8A.
@ 14.13 ) 1(0) 73(0(”)
b) I(t) =8—4e A.
_ V3R _ 2woR
a) L= 2wo ! C= %
P |41 Ao con(u _n e (L A _
b) Q(t) = Ae™ " cos(w't + ¢) con v = 37, —(ap)?+(zg)? A= 2y ytang =
.
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Capitulo 15

Problema Respuestas

b) ¢ = 2arctan —~

@ 15.1 c) Cambian los dos resultados anteriores, ya que ocurre una divisién de voltaje previa que
cambia el médulo y el desfase de la diferencia de potencial.

a) C = 281n[F]

b) R = (225)e’"1Q

P) 15.2 c) I(t) = 0,89 cos(100007t — 1,11) [A]

d) (P)=39,6 [W]

€) Imaz = 0,89 [A], VE.. =89 [V], Vo = 897 [V], Vi$ee = 100,7 [V]

_ - w2LCy—1
a) Z= R+ i —wriaey

b) wo = 7%01

Y _ w2LC1—1 2
Pl lsg  © ()= % cos(wt — ) donde |Z| = \/R2 + (sotlirrey )

2
_ w?LCy—1
¢ = arctan (Rw(cl-s-cQ—wZLclcQ))

2
d) (P) — V@R
) < > 2R2+2( w2LC12—1 )2
w(C1+Ca—wZLC1Ca)

15.4] Imax = Tv/2 > 7 [A] . El enchufe no es capaz de trabajar con esa corriente.

a) Zeqg = (55— 4+ 5—+—)"! donde X; = wL y X¢ = %, |L(t)] = —=2—

€q R1+5Xp Ro—jXco ! L y Ac wcr 11 \/Rerszz
P 2(t)| =
15.5 VR5+(5E)
_ 1 [mc-L v (RitR2)*+(wol—gos)?
b) wo = VLC Rric—L Y 1= Vo (RiRa+&)?+(woLRa— i R1)?

V2 e Rampolleta= P R2 1
15.6! Rampolleta = 2409, L = P27 f pile) 2
grande!). Es mejor un inductor ya que no consume potencia.

®

= 1,2[H] (una inductancia muy

a) Contiene un inductor y un condensador.
15.7 b) C=05FyL=1H.
c) Si, y la frecuencia es wo = /2 rad/s .

®

a) R=100Q, C ~ 1075 F, AV(t) = 23w sin(1007t + %), P = 72,25 W.

L

b) wo =, |Z| = ~c
@ 15.8 ) wo VLC | \/(%)2+RQ<W2L27“}2102)

€) Imax = V"“TE‘/E, esto ocurre en resonancia con w = wy = \/% y AVie(w = wo) = 0.
@ 15.9 La potencia consumida es de 616 W, por lo que bastaria un transformador de 800 W.

CWerl® _ wRC . VeRl® _ 1
? a) Caso (I): 75t = Jitino” Caso (II): 75t = JIr RO
15.10

b) EIl Sonido (1) viene del filtro pasa alto (Caso I) y el Sonido (II) viene del filtro pasa bajos
(Caso II).
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Capitulo 16

Problema Respuestas

a) A=ZmyT=2.10"s.
@ b) La onda se propaga en —3%.
162 o) B=Eocos[(10m ) -2+ (3-10° s1)-#]g

d) §=-28co?[(10m™") -2+ (3-10°s7")-1]¢

a) E= Eoied 005D

@ . 0o 4EE
16.3 B = f})é(g _ 2)63100 (EE2 )

3 E2

b) (IS]) = TOOC

| IE]

16.;| E= faBTO“’ sin (Z%) sin (kz — wt) §

a) (S) = ;- (CT+C3)2

cno
@ b) E(z = 0,t) = C(&coswt + gsinwt). El campo eléctrico rota en plano zy pasado un
16.5 periodo.

¢) E(z,t=0) = C(&coskz + sinkz). El campo eléctrico rota a medida que se avanza de
una longitud de onda a otra.

a) S = ﬁ[ElO cos(kx — wt) + Fao cos(kx — wt + ¢)]*&

2 2
@ e b) I= -k [F+ 50 4 FioBaocoso]

cpo

2 2
c) I= 1 |Eig _ E3
cpo 2 2
a) b=ac

b) E = c¢By, la onda se propaga en la direccién —&

¢) (§)=-Liz

@ 16.7

cV2
®P|  |os B =—20scos(-2=(x +y) — wt)
= E,
b) (5)) = ;20

b) B = Loka, /5p—kozgi(koz—wit )
@ 6.9 ?

- 2
€) (I5]) = gae™ ™
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Capitulo 17

Problema Respuestas

0 r< R
a) E= ﬁf' R <r <Ry
Q ~
P 74 Tregrzl T > R
b) opor(R1) = —@43@, Tpot (Rz) = L) g Otivre(R1) = 15
c) Vi(Ry) = 425 (1% — %2) + ﬁ, el potencial en la esfera es mayor en ausencia del
dieléctrico.
0 r<R
a) £ =
Q A
@ |72 mate | 2
) — € Q — ©2Q — _ _(a1-€0)Q — _ _(e2-€0)Q
b) o1 = kR 02 = Tne, fe R OPL T T3 (o es) OP2 T T 3mil (e ren)
C) }%‘ = %, Qneta = %
- 2 e R
P 13 Pt = S n (1) 25552
—kx
a) V(z) = Voéikd_ll)
@ 17.4| b) e(z) = e1e®
) o= *e—kk%
@ s C =2 (e + 2¢2)
a) Cr = §(ex+ (a — x)eo)
— _1 Qb
@ frg V07
c) F= %i, donde z crece de derecha a izquierda.
d) 0 < Qa) < 4
€E—E€ 2 €—€
2 | a) op(r =b) = =G p(r < b) = —Lemwdior
7.7 2,7
TpgHb
b) U = 4" (L + io)
®| 73 Py = (2 — €0)((Z — L Eisin61)d + Ei cos 017)
ogdoe opdie
B lpg 0w o= adig
. b) AV = AeegogRugt
(doeg+(d1—vot)e)?
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Problema Respuestas
P
a) pp =", op=—"3%
Por »
@ . 20 r r<a
17.10 b) E =
0 r>a
¢) B(z)=0
a) Condensador izquierda:
7 Vogi92 5 5 — _Vog2 s i _Voa1 s P, — _«1Vo92 s P — _2Vog1 2
J= d(91+92) By = d(g1+92)z’E2 - d(91+92)Z’D1 = Agitg > Dy = d(g1+92) °
Condensador derecha:
L s AR Voo = Voo = Ve
E=352J1 =902 Jp= 2202 D1 = 22, Dy = 02
b) Densidades superficiales de polarizacién:
Vi Vi Vi
UPl(Z = 0) = _(61 _Eo)ﬁu UPl(Z = Qd) = (61 —60)%, O'P2(Z = 0) = —(62 _60)72'
@ 17.11 op2(z = 2d) = (e2 — 60)‘2%
Densidades superficiales de carga libre:
O'Ll(z = 0) = 61‘2%, aLl(z = 2d) = 61;%, ULQ(Z = 0) = 62;%, GLQ(Z = 2d) = —62;%
No existen densidades volumétricas de carga de ningin tipo.
_ 4(126162 51a2 egaz
c) Cr = et T @ T2
d) R=
4 1 1
a29192(791+92+5+ﬁ)
2 0= gorrmmth
17.12 = W), mE)-ne) | mE)
Ze1 Zeg €1teg
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Capitulo 18

Problema Respuestas

”OTTJUé r < 3a
@ 18.1 B %(9 3a<r<da
1olo (9502 — 1)) da <7 < 5a
0 r > 5a
T 1+k:2cos29 NIp
@ 18.3 Deentral = N{%I;A Y Pderecho = Ni%gA
. w1 ..
®| |54 femps B mmle sio<o<a o ) g —1jmiz si0<f<m
' ’ pamlz  sim <6 <2m L2 1)mlz simt<0<2m
1o =
R _ pmipal ) 17, — pol ) 1. — pal ) 1. —
@ 18.5| a) B= R(91#2+92H1)9 Hy = R(91M2+92#1)9 Hy = R(91u2+92#1)9 Hs =0
’ o | — H1—Ho pol > | — B2—Ho purl 7_
b) |K1| T po  R(01 p2t02 p1) |K2| T po  R(01 p2t62 p1) J=0
rVo ) Vo )
) g gt T<R ~(1-%) 550 r<R
a) H = B=
VoR? 5 VoR? 4
@ 186 —Q;SLTG r>R —7“20%0“ 0 r>R
b) M(r < R) = ;o %-6, M(r>R)=0
- R " R 2 R
€) Jibre = =52, Ju = — 52 K = — 5402
NI-M.Lj 7 _ NI—Me - 3 _ B 1 (NI—M.Lj | 7
@ a) H srrs 0 Ho = =5 7=0+ M,, Bi = Bo %( 7R 9+MS)
18.7
b) Fh =~ 35540, Flo = M, — 3526, By = Bo = ;1 (M, - 355£6).
_ Nlgppga? _ _N2ppga?
@ 18.8 a) = 32a?to+o2gu’ L= 32&#04329#
. = N2I2.%u0a2 .
b) |F| = B2araTaguy? 12 fuerza es atractiva.
5 1.6I0 4 7 _ Io §
@ a) B= 20007”3}»[0 0, H= 520
18.9 — 1,61 T A
— ) [0] [0]
b) M= (uo(QOOOﬂr+IO) - %) 0
. R NT
_ NI _ _ uNI
@ 18.10 a) |H1| = Wﬁ_l)e' |H2| = QWRQ‘;O(ZL%—I)Q |B| - 27rR2+(L%—1)e
) e (O R?
b) P =25 (5) [5+ Bl ]
a) K = Mgmi, Ky = — M(;):”ﬁ:, K3 = Mo#. En las otras caras no hay densidades superficiales.
P hs.a1 J =2y
b) J=0, K = Mossing, B = “oMog




[1]

2]
[3]

[4]

[3]
[6]

[7]

(8]
[9]
[10]

[11]

Bibliografia

BARGER, V., AND OLSSON, M. G. C(lassical electricity and magnetism: a contemporary
perspective. Allyn & Bacon, 1987.

CORDERO, P. Electromagnetismo. Editorial Universitaria, 2015.

DOURMASHKIN, P., LiAo, S.-B., AND WINSTON BELCHER, J. Introduction to electricity
and magnetism. Pearson, 2013.

GRIFFITHS, D. J., AND COLLEGE, R. Introduction to electrodynamics, vol. 3. Prentice Hall
Upper Saddle River, NJ, 1999.

LM, Y.-K. Problems and solutions on quantum mechanics, vol. 6. World Scientific, 1998.

NAYFEH, M. H., AND BRUSSEL, M. K. Electricity and magnetism. Courier Dover Publications,
2015.

NUNEz CUBERO, F., LOPEZ PEREZ, E., ET AL. 100 problemas de electromagnetismo. Alianza
Editorial, 1997.

PoLrack, G. L., AND STUMP, D. R. Electromagnetism. Addison-Wesley, 2002.
PURCELL, E. M. Electricidad y magnetismo, vol. 2. Reverté, 1988.

RODRIGUEZ, V. L. Problemas resueltos de Electromagnetismo. Editorial Universitaria Ramon
Areces, 2003.

SERWAY, R. A., JEWETT, J. W., PEDROZA, M. D. C. R., AND LOPEZ, E. F. Fisica para
ciencias e ingenieria, 7 ed., vol. 2. Cengage Learning Editores, 2015.

225



	I Electrostática
	Ley de Coulomb y Distribuciones Discretas de Cargas
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Distribuciones Continuas de Carga
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Ley de Gauss
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Conductores, Condensadores y Energía
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Ecuación de Laplace/Poisson y Método de las Imágenes
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Dipolo Eléctrico
	Problemas Propuestos
	Soluciones


	II Corriente Eléctrica
	Medios Conductores y Ecuación de Continuidad
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Circuitos Eléctricos
	Problemas Propuestos
	Soluciones


	III Magnetostática
	Ley de Biot-Savart
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Fuerza de Lorentz
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Ley de Ampère
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Potencial Vectorial y Momento Magnético
	Problemas Propuestos
	Soluciones


	IV Campos Electromagnéticos Variantes en el Tiempo
	Ley de Faraday-Lenz
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Inductancia y Energía Magnética
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Corriente Alterna
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Leyes de Maxwell y Ondas Electromagnéticas
	Problemas Propuestos
	Soluciones


	V Campos Electromagnéticos en Medios Materiales
	Campo Eléctrico en Medios Materiales
	Problemas Propuestos
	Soluciones

	Campo Magnético en Medios Materiales
	Problemas Propuestos
	Soluciones


	VI Respuestas
	Respuestas




