Integral de trabagjo

Definicion:

Se define la integral de trabajo con la férmula:
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Notemos que la complejidad se encuentra en hallar d7 = Zid(rui)ﬁi. Para cada sistema de coordenadas tendremos diferentes

diferenciales de linea:

1. Cartesianas:
dr = d(xi + yj + zk) = (dxi + dyj + dzk)
2. Cilindricas:
dit = d(pp + zk) = (dpp + pd68 + dzk)
3. Esféricas:

d7 = d(pp) = dpp + pdp = (dpp + pdp sin0¢ + pdod)

En seguida, recordemos que las fuerzas se escribirdn como sigue:

1. Cartesianas:
F=(Ei+Ej+Ek)
2. Cilindricas:
F=(Fp+F0+FEk)
3. Esféricas:

Reemplazamos en la definicidon de la integral:

1. Cartesianas:

xf Yr zf
W:fﬁ-d?:W=f(in+ij+sz)-(dxi+dyj+dz1€)= f F.dx + f F,dy + f F,dz
T T Xo Yo Zo
2. Cilindricas:
pf br zf
W=fﬁ-d?:f(p;,ﬁ+F9§+leé)-(dpﬁ+pd9§+dz1€)= f Fdp + f Fopdf + f F,dz
r r Po 6o Zo
3. Esféricas:
pr br ¢r
w= f F-di = f(ﬁ,ﬁ+Fgé+F¢<§)-(dpﬁ+pd9§+pd¢sin9q§) = f F,dp + f Fypdf + f Fypde sin
r r Po 0o $o

Notar que es muy importante que, si algo es constante, puede salir de las integrales; pero si algo es variable, debe ser expresado

en funcién de la variable de integracion y luego resolver.



Ejemplo

a)

En la figura, se presenta una masa sometida a la gravedad, vertical hacia abajo y a un resorte de constante eldstica k de
longitud natural [,. La particula es movida, en primer lugar, verticalmente hacia arriba, desde el origen de coordenadas
polar. En seguida, continia un tframo de cuarto de circunferencia en sentido horario hasta toparse con el eje polar.

Determine el trabajo realizado por la fuerza eldstica y el tfrabajo realizado por el peso.

Definimos las fuerzas que actuardn sobre la particula en nuestro sistema coordenado:
P = mg(—cosff — sin 6 #)

E =k, — 1)

Trabajo realizado por el peso en el tramo vertical:
f Of
J. —mg cos 0 rdf

1=fﬁ-d?zf(—mgsin@f’—mgcos&é)-(dr?+rd9§)= J. —mgsin8 dr +
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Trabajo realizado por el peso en el tramo curvo:
R
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De los dos resultados anteriores, obtenemos que el tfrabajo total que ejerce el peso sobre la particula es W,

- Trabajo realizado por la fuerza eldstica en el framo vertical:
rf R
. i i . kR?
ar = f (k(lo = 7)) - (dr# +rdg8) = f k(ly —r)dr = f k(lo —r)dr = Rkly ——— = kR (lo -3
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Trabajo realizado por la fuerza eldstica en el framo curvo:
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Wr,, = ! F-dit= !(k(zo - 1)) - (drf +rdgd) = Rf k(ly—7r)dr=0
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De donde se obtiene que el frabajo ejercido por la fuerza eldstica es simplemente Wy, = kR (lo



