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P1. Consideramos una érbita circular, con una masa m orbitando en torno a una masa M (asumimos que

P2.

M >> m, de manera que M estd quieta). La tnica fuerza sobre m es la fuerza gravitacional, con
direccién a M:
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Donde R es el radio de la érbita. Ademés de esto, sabemos que m estd en movimiento circular, por lo
que la fuerza neta en la direccién radial (hacia M) provoca una aceleracién centripeta:
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Donde v es la rapidez con que m orbita. Ahora, sabemos que la tercera ley de Kepler relaciona el

periodo de 6rbita con el radio... Arriba tenemos el radio, pero falta el periodo. Para introducir esta
variable, nos damos cuenta que
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Con esto decimos que la rapidez de m es igual a la distancia que recorre en un periodo, dividida por
el periodo. Reemplazando esto en la ecuacién 2, tenemos:
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Ordenando esto un poco, llegamos a la ecuacién buscada:
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Aqui conocemos la fuerza que ejerce una particula sobre la otra en funcién de la distancia a la que
estdn, entonces en principio podriamos utilizar cinemética (porque al conocer fuerza, conocemos la
aceleracion). Pero el problema es que va cambiando esta aceleracién (es mas grande mientras més se
acercan las masas). Entonces vamos a utilizar energfa y momentum, ya que no hay fuerzas externas
al sistema (dado que es el universo completo, no hay nada externo xD), y ademéds la gravedad es una
fuerza conservativa.

Recordamos que la energia potencial gravitacional U en un sistema con una particula de masa m y
otra de masa M, separadas por una distancia r, es:

_mMG
r

U =

(6)

Por lo tanto al comienzo, cuando las masas estdn separadas infinitamente (y asumimos que estdn
quietas), tenemos que
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Luego, cuando las masas se han acercado hasta estar a una distancia D, la masa m tendra velocidad
Um, v M tendra velocidad vy, entonces:
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Igualando energfas y momenta (plural para momentum, es bacdn), tenemos dos ecuaciones:
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0 = mwu,, + Muvy (12)

Lo que queriamos encontrar es la velocidad relativa v,., entonces tendremos otra ecuacion:
Vp = Um — UM (13)

(Podria ser con el signo cambiado, no importa. Lo importante es que corresponde a lo que vimos sobre
movimiento relativo.)

Entonces con esta ecuacién, podemos decir:

U = Uy + Ups (14)

Ademaés, con la ecuacién 12, vemos que:
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Despejando vy,
mu,
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Ahora reemplazando esto en la ecuacion 14, vemos que

Mo,
m — 17
T M (17)

Ahora estas dos tltimas expresiones las podemos reemplazar en la ecuacién 11, donde sélo hay que
despejar v,.. El resultado final (les dejo los pasos de dlgebra a ustedes) es
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Este problema es muy parecido al P1. Primero hay que recordar que nos estan pidiendo el periodo T'
en términos del periodo Ty de una sola luna en torno a la tierra; este periodo Ty cumplird
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Donde R es el radio de érbita, y M la masa de la tierra. En este nuevo problema, consideramos que
hay dos lunas, con el mismo radio R en torno a la tierra, y estan diametralmente opuestas. Esto es
importante porque significa que sobre cada luna, la fuerza gravitatoria sigue apuntando en direccion a
la tierra, ya que la otra luna (que también la atrae) estard detras de la tierra. (Y esto nos gusta porque
justo resultard sumarse para formar una fuerza centripeta.)
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Analicemos a sélo uno de las lunas. La fuerza total sobre ella seré:
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Donde el primer término toma en cuenta la atraccion gravitacional debido a la tierra, y el segundo
debido a la otra luna (que estard a una distancia 2R). Igual que en el P1, esta fuerza neta debe resulta
en una fuerza centripeta:
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Ordenamos esto un poco
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Entonces
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Revisando lo que dijimos al principio sobre Tj, vemos que
T2
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(a) Si el par cae hacia al asteroide, tendremos que la masa mds cercana al asteroide sentird més
atraccion gravitacional, por lo que probablemente la tension la tirard hacia atras (y a la masa mds
lejana la “ayudard” a acelerar). Consideramos las fuerzas sobre la masa m que estd méas cerca al
asteroide, llamémosla masa 1:
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Ahora sobre la otra masa:
mMG
F=_—_"" .T7T= 26
Z (R + h)2 + maz (26)

Queremos que ambas masas aceleren a la misma tasa ya que la cuerda es inextensible, entonces
podemos igualar las fuerzas sobre la masa 1, con las fuerzas sobre la masa 2:
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Queremos encontrar la tensién:
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En teoria estamos listos, pero este resultado es un poco feo... Usemos la aproximacién, que h << R
para mejorar el término en paréntesis (llamémoslo P):
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El término (R + h)? en el denominador lo aproximaremos como R?, ya que h casi no contribuye.
Entonces,

_2hR+R*  2h  h?

PR Twmtw

(30)
El segundo término lo podemos despreciar, ya que h << R. Contribuye mucho menos que el otro

término (prueben con niimeros si no me creen! Asegurdndose, claro, que h sea mucho menor a R,
como mil veces menor, por ejemplo). Entonces finalmente tenemos

N — (31)

Esto lo reemplazamos dentro del paréntesis del resultado exacto que teniamos para la tensiéon T,
y llegamos a una tensién aproximada:
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Ahora consideramos una atraccién gravitacional entre las particulas. Veamos qué debe cumplir m
para que la tensién sea nula. Las fuerzas sobre la masa 1 van a ser
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Donde Fj es la fuerza gravitacional entre las dos masas pequefias. La puse con signo negativo
porque la masa mas lejos del asteroide tira a la otra hacia atrds. No inclui la tension ya que
queremos que sea nula. Las fuerzas sobre la masa 2 serdan
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Ahora la atraccién gravitacional va con signo positivo, ya que la masa mas cercana al asteroide
tira a la masa lejana hacia adelante. Comparen estas ecuaciones con las que teniamos al comienzo
de la parte (a). Son exactamente las mismas, con el intercambio T' — F,. Entonces para que
las masas aceleren al mismo ritmo hacia el asteroide, tendremos que igual Fj; al valor de T' que
encontramos en la parte (a):
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Recordemos que también
m2G
F, = 2 (36)
Entonces,
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