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P1. Antes de empezar a resolver, hagamos un plan. Para saber la altura méxima alcanzada por las masas,
serd 1til saber su velocidad en el punto més bajo (y probablemente podamos aplicar conservacién de
la energia). Pero para conocer esta velocidad, hay que considerar que hubo un choque entre las masas,
y que la masa que cay6 tenfa una velocidad antes del choque (entonces tendremos que utilizar conser-
vacion de momentum!). Y la velocidad de esta masa que cayd, la podremos averiguar conociendo la
altura desde la cual cayé (lo cual es un dato). Entonces comencemos!

Llamemos a la masa que se suelta desde arriba masa 1, y a la que estaba abajo, masa 2.

La masa 1 se suelta desde una altura R y cae sin efectos de roce u otras fuerzas no conservativas. Por
lo tanto, podemos aplicar conservacién de energia aqui. Poniendo como punto de cero energia potencial
gravitatoria al suelo, tenemos que la energfa inicial del sistema es (dado que las masas comienzan en

reposo):
E; =mgR (1)
La energia final sera
L o
E; = 5m (2)

Donde vy es la rapidez con la cual la masa 1 llega al suelo. Podemos despejar esta rapidez al igualar
E; con Ey, y encontramos que v; = v/2gR.

Ahora que conocemos la rapidez con que la masa 1 llega al suelo, podemos aplicar conservacién de
momentum al choque de las dos masas. (Todo lo trabajaremos en una sola dimensién, entonces consi-
deraremos sélo la magnitud de p. Esto no se puede hacer siempre!!!) El momentum inicial es

Pi = P1i + P2; = M1 (3)
El final, mientras tanto, es
Pf = Dpif + p2g = 2muvs (4)

Y esto se tiene porque las masas se quedan unidas tras el impacto, por lo que tienen la misma rapidez
final, vo. Igualando p; con py, vemos que vy = v1/2 = /gR/2. Dada esta rapidez, queremos ver ahora
hasta qué altura llegan las masas. La energia inicial en el sistema ahora sera

1 1
E;, = Q(Zm)vg = §ng (5)

(Vemos que se perdié la mitad de la energia del principio del problema debido a la colisién.) La energia
cuando las masas lleguen a su altura méxima H serd (dado que tienen cero rapidez en el punto de
altura méxima)

Ey =2mgH (6)

1
Igualando las energias, tenemos que | H = ER




P2. Nuevamente, hagamos un plan primero y pensemos en qué estd ocurriendo conceptualmente. La bolita
sube con velocidad inicial tal que puede llegar a una altura 2h; mediante energia, vamos a poder
convertir esta frase en informacién para determinar la rapidez inicial de la bolita. Luego, la bolita
choca contra el techo del cilindro eldsticamente; esto es una colisién (en la cudl podremos aplicar
conservacién de momentum, y hasta energia cinética si lo necesitamos). Intuitivamente, el cilindro
debe comenzar a subir con una velocidad inicial dada por la colisién, y la bolita que rebota bajara.
Entonces esto se convierte en un problema de cinematica, donde tendremos que ver a qué altura de la
base del cilindro, la altura de la base es igual a la de la bolita.

La velocidad inicial de la bolita serd vy, y podemos aplicar conservacion de energia dado que puede
alcanzar una altura 2h con esta velocidad:

1
imvg =2mgh = vy = 24/gh (7)

Ahora hay que ver con qué velocidad llega la bolita al techo del cilindro. Llamémosla v, y apliquemos
conservacion de energfa nuevamente (y reemplazamos vy que encontramos recién):

1 1
—mvg = —mwv? + mgh (8)
2 2
1
2mgh = imv2 +mgh = v =1/2gh (9)

Ok, entonces sabemos la velocidad que tiene la bolita justo antes de chocar con el techo. Luego hay
un choque eléstico, entonces sabemos que el momentum inicial es igual al momentum final (total),
y que la energia cinética inicial es igual a la final (total). La velocidad antes del choque de la bolita
es v = v/2gh y del cilindro es 0, y después del choque digamos que la bolita tiene velocidad us, y el
cilindro u.. Tenemos entonces:

p; = mu (10)

Df = Mup + Mue (11)
1

K; = imUQ (12)
1 1

K¢ = §mug + §mu§ (13)

Dado que p; = py, K; = K¢ (y reemplazando v = /2gh), tenemos:

ma/2gh = muy, + mu, (14)
Lo 2gh = S + S (15)
5™ 2gh = Smup, + Smag

En la ecuacién 14 podemos despejar uy:
up = \/2gh — u, (16)

Y luego reemplazarlo en la ecuacién 15 (y dividiendo por m ambos lados de la ecuacién):
1

gh = 5(v/2gh —ue)* +

Esta es una ecuacién cuadratica para u., hagdmosla mas bonita:

0 =1u? — uc\/2gh = u. = /2gh, u.=0 (18)

La solucién de u. = +/2gh corresponde a la velocidad del cilindro después del choque (la solucién de
0 la descartamos ya que necesariamente después del choque comienza a subir; imaginense una pelota

us (17)

DN | =



P3.

de pool chocando contra otra: la que es golpeada es la que se mueve). Refiriéndonos a la ecuacién 16,
vemos que la velocidad de la bolita justo después del choque es 0. Otra cosa: las ecuaciones para u. y
up son simétricas; hacer el intercambio u. <> u, no afecta las ecuaciones. Entonces vemos que las dos
soluciones de la cuadratica para u. deben existir; una va a corresponder a la solucién correcta para u.,
y la otra para up.

Entonces ahora conocemos la velocidad con que comienza el cilindro, y la que tiene la bolita justo
después de que la bolita choca con el techo. Lo que falta es ver a qué altura con respecto al suelo, la
bolita vuelve a chocar con la base. Para hacer esto escribamos la ecuacién de itinerario para la base del
cilindro, y.(t), y para la bolita, y(t). Tomamos hacia arriba positivo, y el punto de altura cero como
el suelo. Entonces,

1
Ye(t) = uct — §Qt2 (19)
1
w(t) = h—5gt° (20)

Imponemos que tengan la misma altura la base y la bolita en un tiempo 7 : y.(7) = yp(7).

h
ucT—igTQZh—§g7'2 = Tzu—c (21)

Reemplazando u. = v/2¢gh, tenemos que

T=4]— (22)

Este tiempo ahora lo podemos reemplazar en cualquiera de las dos ecuaciones de itinerario que anota-
mos antes; hagamoslo en la de yy:

1
w(r)=h=3597° =h—5g- 5= =| 7 (23)

Considerar la figura de abajo:

] M=

Primero debemos mostrar que las barras se mueven siempre en la misma direccién. Para esto, consi-
deramos el momentum total y la energia cinética total antes de la colisién:

pi = Mmu (24)
1
K; = va2 (25)

Es un choque eléstico, entonces estas dos cantidades se van a conservar. Cuando la masa m de la
izquierda choca con la masa del medio, se quedaré quieta, y la otra masa tendra una velocidad v hacia
la derecha. Esto se puede hacer considerando la conservacién de momentum y energia:

Py = muy + mug = p; (26)
1 1
Ky = §mu§ + imug =K; (27)



Pero no lo desarrollo acd porque en la P2 teniamos el mismo sistema de ecuaciones.

Entonces tenemos que la masa m del medio, es decir, la que estd a la izquierda del resorte, tiene
velocidad inicial v hacia la derecha. La masa de la derecha no tiene velocidad inicial.

Teorema (Bacdn). Ambas masas unidas al resorte se mueven hacia la derecha después del choque.

Dem. Queda propuesta para el lector.

xD Broma esto no es DIM. Ok, veamos. Por contradiccion: si no se mueven ambas masas a la derecha,
hay dos posibilidades: que una se mueva a la derecha y la otra a la izquierda, o que ambas vayan a la
izquierda. Empecemos con que ambas masas se mueven hacia la izquierda con velocidades —u; y —uso
(con up, ug cantidades positivas). Entonces el momentum total del sistema sera:

pf = —mug — mus (28)

Por conservacién del momentum, sabemos que (dado que el momentum inicial es mv)

mv = —m(uy + uz) (29)

Pero esto no es posible, dado que el lado derecho es negativo y el derecho es positivo.

Ahora veamos si es posible la otra cosa: que una de las masas vaya a la derecha con velocidad uq, y la
otra a la izquierda, y tenga velocidad —us. Igual que antes, imponemos conservacién de momentum:

my = mui; — Mus = U] = U + Us (30)

Pero ahora consideremos la energia del sistema: inicialmente, el resorte no estaba estirado, entonces
no hay energia potencial. Pero si tenemos energia cinética, igual a mv?/2. Entonces E; = mv?/2. La
energia después, cuando las masas tengan velocidades u; y —us, sera

1 1
E; = §muf + §mu§ +U (31)
Donde U es la energia potencial debido al estiramiento del resorte. Esta energia siempre es positiva,
dado que depende de z2. Entonces,

1 1
E;> imu% + imug = % (v+u)®+u3) > —=E; (32)

Entonces vemos que si una particula va a la izquierda, la energia necesariamente serd mayor que
al principio, lo cual no puede ocurrir. En palabras, lo que dijimos es que si queremos conservar el
momentum y ademas tener que una particula vaya a la izquierda, la otra debe ir mas rapido que v a
la derecha. Pero entonces la energia cinética al final serd mayor al final, dado que las dos particulas
contribuyen positivamente, y una por si sola (la que va més rdapido que v) ya tendrd mdas energia
cinética que la inicial.

Ahora queremos determinar las velocidades de las masas cuando el muelle estd estirado al maximo, y
la separacién entre las masas. Digamos que la méxima separacién entre las masas serd D, y que tienen
velocidades v; y vy en ese momento. Utilicemos conservacién de momentum y energia (recordando el
momentum y la energia con que empieza el sistema):

mu = muy + mus (33)
1 1 1
iva = imvf + imvg + ikAxQ (34)



Donde Az es el estiramiento del resorte cuando estd estirado al maximo. Tenemos que dado que el
largo natural del resorte es L, y ahora se encuentra con largo D, Az = D — L.

Ahora analicemos la relacién entre vy y vo. Esta situacion es de maximo estiramiento, entonces es un
poco parecida al problema de lanzamiento vertical; cuando uno lanza un objeto verticalmente, el punto
de maxima altura cumple que la rapidez es cero en ese punto. De manera similar, cuando el resorte esta
estirado al mdximo, las masas por un instante no tienen velocidad relativa (estdn quietas una respecto
a la otra). Si se estuvieran alejando, no se encontrarian en el punto de estiramiento méximo, y si se
estuvieran acercando, habrian tenido un momento anterior con mayor estiramiento, entonces tampoco
estarfan en estiramiento maximo. Por lo tanto, v1 = vo = u (u es una nueva variable) en el momento
de estiramiento méximo. Las ecuaciones se convierten en:

muv = 2mu = u:g (35)
%mvz — o + %k(D Ly (36)
Reemplazando u en la tltima ecuacién,
1, 9 muv?
5 =k(D-L) = D=L+ o (37)

Donde tomamos la solucién con signo positivo, dado que esa es la que corresponde a estiramiento
méximo (en vez de compresiéon maxima, que también satisface las ecuaciones):

mu?
D=L —_— 38
1\ 5k (38)




P4. Plan: la bolita cae desde su altura L hasta el piso, a chocar con el bloque. Entonces tendremos que
aplicar conservacion de energia para determinar la rapidez con que la bolita llega al piso. Luego, habra
que considerar el choque (conservacién de momentum) en el caso eldstico e ineldstico. Gracias a esto
podremos determinar velocidad de la bolita después del choque, y con esto podremos conocer la altura
méxima a la que llega (nuevamente aplicando conservacién de energia).

Empezamos :). La energia inicial en el sistema estd dada por (considerando el suelo como punto de
energia potencial gravitacional cero):

E; =mgL (39)
La energia al final, justo antes del choque, es

E; = —mv? (40)

Igualando las energias, vemos que v = y/2¢gL. Ahora analicemos el choque:

1. Caso elastico:
Sabemos que la energia cinética en el sistema se conserva, ademdas del momentum. Entonces
tenemos las siguientes ecuaciones (considerando u;, ug las velocidades de la bolita m y el bloque
M después del choque, respectivamente):

mv = muy + Mus (41)
1 1 1
iva = §mu§ + §Mu§ (42)

Este sistema de ecuaciones es muy parecido al que vimos en la P1. Despejamos uy en la primera
ecuacién y lo reemplazamos en la segunda:
1 9 1 1 mv — muy

—mv? = —mud + =M - ( i

2 2 2 > (43)

Ordenemos un poco esta ecuacién (y reemplacemos v = /2gL):

1 2
mgL = fmu1+m(\/2gL—u1)2 (44)
2 2 2
9, M M m<\/2gL
= ———) —mglL L 4
0= (5 + 5o) (-2 — gL+ T (15)

Y la solucién de esta cuadratica es

m’ X7 :t\/2m4gL—|—2 (m+ M)(mgL—mngL)
= 46
“ m+ m2/M (46)

Notamos aqui que cuando M = m, tenemos exactamente las mismas soluciones que aparecieron
en la P2 para u,. (demuestren esto!). Esto nos ayuda a escoger el signo correcto; seréd el negativo
(piénsenlo! Si no cachan por qué, pregunten por el foro y lo hablamos :D).
Ya, entonces conocemos la velocidad después del choque de la bolita. Sélo hay que aplicar con-
servacién de energia una vez mas para determinar hasta qué altura llega desde el piso con esta
velocidad.

uy

1
mgH, = imu% = H.= % (47)

Reemplazando el corcho, tenemos:

2
1 m*/2gL 2m4gL m2 m2
He= 29(m +m2/M)? ( \/ +2(m + =) (mgL — 9L)> (48)




Esto lo podemos hacer (mucho) més lindo (les dejo los pasos intermedios a ustedes porque escri-
birlos es bien largo y fome. Sélo factoricé y cancelé muchos terminos y expandi el producto dentro
de la raiz, se cancelaba casi todo):

HeL~(%+Z>2 (49)

2. Caso Inelastico:

Este caso es méas simple que el anterior. Como es tipico de los choques ineldsticos, lo que ocurre es
que las masas se quedaran pegadas después del choque, entonces tendran la misma velocidad wu.
Ahora sélo podemos aplicar conservaciéon de momentum ya que la energia cinética no se conserva:

muv

m—+ M (50)

mv=m+Mu = u=

Entonces tenemos que la masa m con M comienzan desde el piso, pegadas, y viajan juntas hasta su
altura maxima, done su velocidad seréd cero. Aplicamos conservacién de energia mecénica (porque
ahora si se conserva):

1 2
§(m+M)u2=(m+M)gHi = Hz‘Z;LQ (51)

Reemplazamos u y tenemos:

m2v?

H-_"7
" 29(M 4+ m)?

(52)

Ahora sélo falta reemplazar v = y/2gl, la velocidad de m antes del choque. Nos quedamos con:

Hi:L-(MTmY (53)

Luego de haber encontrado H; y H. (las alturas méximas para el caso ineldstico y el eldstico, res-
pectivamente), queremos encontrar M para que sean iguales. Igualamos las expresiones encontradas,

entonces:
M—m\? m 2
L- =L- 54
<M+m> (M+m> (54)

Ordenando un poco,




