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P1. (a) Veamos la componente en el eje X primero. Sabemos, gracias a la segunda ley de Newton, que

P2.

> Fr=ma, = Fi,+ Fy = —9[N] = ma, = 2[kgla, (1)
Entonces, a, = —4.5[m/s?]. De manera similar, calculamos a,:
ZF =may, = Fyy + F5y, = 3[N] = ma, = 2[kgla, (2)

Entonces, a, = 1.5[m/s?].

Ahora nos piden calcular la velocidad después de 10 segundos. Recordamos que cuando hay
aceleracion constante, U(t) = v) + dt. Esto lo podemos aplicar en cada eje, y recordamos que la
particula estd inicialmente en reposo (entonces vy = (0,0)[m/s]).

v5(10) = ay * 10[s] = —45[m/s] (3)
vy (10) = ay * 10[s] = 15[m/s] (4)

Tenemos entonces que 0(10) = (—45,15)[m/s].

(b) La direccién en que se mueve la particula en ¢ = 10s se puede especificar por el dngulo a que
forma su velocidad con respecto al eje X. Si aplicamos trigonometria sabemos que
1

tan(a) = -

1
o 3 = o= arctan(—g) (5)

(c) El desplazamiento durante los primeros 10 segundos estard dado por #(10) — 7(0). Nuevamente
vemos por componentes. (Y recordemos la ecuacién de itinerario: 7(t) = 7(0) + Tot + $at?.)

2(10) = x¢ 4 vo, * 10[s] + %am * (10[s])? = —2[m] — % * 4.5[m/s?] * (10[s])? = —24.5[m)
y(10) = yo + o, * 10[s] + %ay « (10[s])* = 4m] + % £ 1.5[m /5] * (10[s])? = 11.5[m]

Entonces, el desplazamiento en los primeros 10 segundos serd 7(10) — 7(0) = (—24.5,11.5)[m]| —
(=2,4)[m] = (—22.5,7.5)[m].

(d) Sus coordenadas en t = 10[s] serdn = —24.5[m], y = 11.5[m], como ya encontramos en la parte
anterior.

Sera conveniente hacer tres diagramas de cuerpo libre, uno para mi, otro para ms, y otro para el
sistema completo. Fijamos el sistema de coordenadas de modo que el eje X es horizontal, y apunta
hacia la derecha; el eje Y es vertical y apunta hacia arriba en sentido positivo. Del DCL de la masa
mq, encontramos la siguiente ecuacién:

E Fz =miai1, — T = miaiye (6)
Donde aq, es la aceleraciéon de m en el eje X. Considerando ahora la masa mo, tenemos

ZFy =maag, = T —mag = agy (7)

Donde ayy es la aceleracién de mg en el eje Y. Notemos que la tensién en esta segunda ecuacién es igual
a la primera por la tercera ley de Newton. Finalmente, si pensamos en el sistema completo, tenemos
una ultima ecuacion:

Zsz(M+m1+m2)a$::> F=(M+mi+ms)ay (8)



Donde a, es la aceleracion del sistema completo en el eje X. Ahora imponemos las condiciones fisicas
presentes en el problema: queremos que la masa ms no suba ni baje. Para que esto se cumpla, su
velocidad debe ser cero en el eje Y, y ademads, su aceleracion debe ser cero en este eje. Por lo tanto,
podemos a partir de la ecuacién 7 deducir que T' = msg. Ademés de esto, si la masa ms no sube ni
baja, la masa mj no se puede deslizar sobre la masa M. Para que esto tltimo se cumpla, imponemos
que a1, = ag, lo que implica (combinando las ecuaciones 6 y 8) que

r___r ()

mi - M +mq + ma

Reemplazando T' = maog, vemos que la fuerza F' requerida cumple

mag(M + mq + ms)
my

F= (10)
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P3. En este problema es importante tener cuidado y hacer diagramas de cuerpo libre para cada polea y
cada masa. No lo haré para las masas aqui (ya que sobre cada una acttia s6lo una tensién hacia arriba,
y un peso hacia abajo), pero si lo haré para la polea que cuelga por el lado derecho. IMPORTANTE: las
poleas no tienen masa, pero esto no significa que no puedan acelerar! Fijamos el sistema de coordenadas
de modo que el eje Y es vertical (y positivo hacia arriba) y el eje X es horizontal. Todas las fuerzas y
aceleraciones son soélo a lo largo del eje Y, por lo que ignoraremos el eje X aqui.

Usaremos la siguiente notacion: la masa my tiene aceleracién ap, la masa mo tiene aceleracion aso, la
masa mg tiene aceleracién as, y la polea que cuelga por el lado derecho tiene aceleracién a4 (todas
éstas en el eje V).

Planteamos las ecuaciones de movimiento para cada cuerpo. Una cosa importante es que dado que las
poleas no tienen masa, las tensiones se transmiten perfectamente a través de ellas. Entonces para la
polea de arriba, las tensiones en ambos lados son iguales, y para la polea del lado derecho abajo, ocurre
lo mismo (pero son dos cuerdas—éstas tensiones no tienen por qué ser iguales).

ZFly =mia; = 11 —mig =miay (m1)
ZF2y =maaz = Ty —mag = moaz (m2)
ZFBy =mzaz = 1> —m3g = mszas (m3)

)

Z Fyy =myaqy = T1 — 215 = myay (Polea

Tenemos muchas incégnitas! Pero podemos simplificar un poco, y agregar mds ecuaciones (haciendo
algo que llamo “andlisis dibujistico”). Una primera simplificacién: my = 0 (la polea no tiene masa),
entonces con la ecuaciéon de movimiento de la polea podemos concluir que 77 — 2T =0 = T} = 275.
(Y de ahora en adelante usaremos T = T».) Este tipo de argumento es importante; bésicamente, la
fuerza neta sobre un objeto con masa cero debe ser cero; de otro modo, su aceleracién tendria que ser
infinita! (RECUERDEN: No significa que el cuerpo tendrd cero aceleracion.)

Ahora aplicamos anélisis dibujistico. Para esto, serd importante considerar el dibujo.

La idea es la siguiente: podemos considerar restricciones geométricas o fisicas que vemos en el dibujo,
y aplicarlas para relacionar las aceleraciones de las masas (esto suena medio abstracto: 1éanlo de nuevo
después de ver el proceso para que les quede més claro).

Comenzamos observando que las cuerdas tienen un largo constante (son inextensibles). El largo Ly de
la cuerda de arriba lo podemos descomponer en distintas partes: el largo debido a la parte de la cuerda



my

ms

que cuelga por el lado izquierdo (llamémoslo x1), el largo que cuelga por el lado derecho (z4) y el largo
de cuerda que siempre estd enrollado en la polea (Lg). Es decir, L1 = Lo+ x1 +24. Si ahora analizamos
como cambia esta expresion en el tiempo, notamos que dado que L; es constante,

ALy A(Ly + 1 + x4)
_ — 11
A 0T At 0 (11)
Entonces
ALO A.’L‘l A.%‘4 -
At T AL T A =0 (12)

Pero el largo de la cuerda que estd enrollado (Lg) también es constante, por lo que su variacién en el
tiempo serd cero. Entonces,
Az, Axy

a a0 13)

Si vemos la variacion de esta nueva expresion en el tiempo, vemos que

At At
At

A(Aacl + Au) . (14)

Ahora notamos algo: la cantidad Ax; /At corresponde a la velocidad de m; (entonces la llamaremos
vy, y Axg/At corresponde a la velocidad de la polea (la cual llamaremos v4). Entonces,

A(Ul + ’U4) Avl A’U4
_— = _— = — 1
At 0= A At T T (15)

Esa es la magia del andlisis dibujistico :). Nota: Podemos hacer algo andlogo con las masas mo y mg
para determinar que as = —as... Pero esto estd mal! Es sélo valido desde el punto de vista de la polea
de la cual cuelgan mo y mg, vy esta polea esta acelerando. Entonces visto “desde afuera”, no podemos
decir que ay = —ag (este es un punto bien delicado—piénsenlo harto, y si no lo entienden pregunten en
el foro o en clases!).

Yap (se pone un poco dificil pero no tanto!). Aplicar as = —as sélo es valido cuando la polea derecha
estd quieta... Veamos qué ocurre cuando se puede mover :). El lado del cual cuelga mo tiene cuerda de
largo Lo, y el lado derecho tiene largo Ls. La posiciéon de mao, eso si, estard dada por yo, v la de mg
por ys. La posicién de (la parte de abajo de) la polea la denotaremos y4. Si consideramos como origen
del sistema de coordenadas la posicién inicial de la parte de abajo de la polea (ya sé, extrano—pero es
conveniente!)7 tenemos que

ys3(t) = —L3(t) + ya(t) (16)
y2(t) = —La(t) + ya(t) (17)



P4.

Cada cosa puede variar en el tiempo (es importante), pero de ahora le quito el (¢) a las expresiones
para hacerlo més corto. Sumando las ecuaciones,

ys+y2 = —(Ls + La) + 2y4 (18)

Ahora vemos como cambia esto en el tiempo:

Ays | Ay A(Lz+ La2) | Ays

o £ e Sl L VA Y 19

Al A At A (19)
Anélogo a lo que vimos en el caso més simple del anélisis dibujistico, notamos que L3 + Lo no cambia
en el tiempo (cuerda inextensible), por lo que

Ays Ay Ay,
At + At T At (20)

Variando en el tiempo una vez mas podemos concluir sobre las aceleraciones de cada objeto:

as + as
as + ay = 204 = 3T = —a1 (21)
Analizamos ahora el sistema de ecuaciones que teniamos al comienzo gracias a las leyes de Newton (y

reemplazamos Ty = T, T = 2T acorde a lo discutido antes):

2T —m1g = miaq (22)
T — mag = maas (23)
T — m3g = mzas (24)

Esto, combinado con la ecuacién 21, nos da 4 ecuaciones y 4 incognitas, por lo que podremos encontrar
las aceleraciones de cada masa. Ponderamos las Ultimas dos ecuaciones por ms3 y mso respectivamente
y las sumamos:

T (mag + m3) — 2maomsg = mams(az + as) (25)

Aplicando 21, vemos que
T(ma + mg3) — 2mamsg = —2mamgzay (26)

Multiplicamos esto por 2:
2T (mg + m3) — dmomgg = —4dmamsay (27)

Y en la ecuacién 22 despejamos 27T, reemplazandolo en esta tltima ecuaciéon:
mi(a1 + g)(ma + m3) — dmamsg = —4dmamsay (28)

Ahora es sélo despejar aq:

dmomg — mq(ma + m3)

a; =

(29)

g dmams + mq(ma + ms3)

Determinar as y a3 se los dejo propuesto, es més algebra nomas :D.

1) Para esta pregunta, estd claro que vamos a necesitar cinemdtica. Esto es porque tenemos una
velocidad inicial dada, y como veremos, una aceleracién constante (y lo que nos piden es deter-
minar la altura méxima alcanzada). Lo que debemos hacer primero, eso si, es usar dindmica para
determinar la aceleracién que tendra la masa mientras que va sobre el plano.

Para encontrar esta aceleracion, primero hacemos un DCL.



N es la fuerza normal, mg es el peso, y f, es la fuerza de roce.

Fijamos los ejes de coordenadas x e y de la forma que se ve en el dibujo. Esto es por conveniencia
(sabemos que la aceleracién perpendicular al plano es cero, ya que la masa sube pegada al plano,
entonces podremos imponer a, = 0). El 4ngulo « de inclinacién del plano se repite de la manera
que se ve en el DCL (preguntenme en persona si no saben por qué ocurre esto). Ahora planteamos
la segunda ley de Newton:

ZFx =ma, = —f. —mgsin(a) = ma, (30)
ZF =may, = N —mgcos(a) =0 (31)

(Recordemos que a, = 0. Lo otro que hice fue proyectar el peso sobre los distintos ejes usando
trigonometria.) De la segunda ecuacién podemos despejar N = mg cos(a). Ahora aplicamos que
fr = N, ya que la masa estd en movimiento. Entonces,

ma; = —pe.mg cos(a) — mgsin(a) (32)
az = —g(pe cos(a) + sin(a)) (33)

Vemos que efectivamente la aceleracion es constante (mientras que estd en movimiento la masa).
Este valor de la aceleracién lo podemos usar ahora, ademas del vy conocido, para encontrar la
altura que alcanza m. Primero vamos a determinar la distancia D que recorre sobre el plano. Luego
la altura serd (trigonometrial) H = Dsin(a). Planteamos la siguiente ecuacién de cinemética:

v

2 2
= 20, D = D =—
vy = vy + 2a %,

(34)

Donde utilizamos que vy = 0 en el punto de altura maxima. Reemplazamos la aceleracién encon-
trada anteriormente, y podemos determinar H:

v sin(a)

2¢(pe cos(a) + sin(a))

H— (35)




2)

Para que el bloque vuelva a descender, en el punto més alto de la trayectoria su aceleraciéon debe
ser menor que cero. Algo importante aqui es que la fuerza de roce cambia de direccién; dado que
el bloque quiere descender ahora, la fuerza de roce estatico intentard mantenerlo quieto. Entonces
ahora en el eje = la ecuacion que tenemos es:

fr —mgsin(a) = ma, <0 = f,. < mgsin(a) (36)

Recordamos ahora que en el caso critico (cuando la fuerza de roce se “esfuerza” al maximo),
fr = ueN (y en otros casos es menor). Lo que nos interesa es que la masa vuelva a descender, por
lo que hay que considerar este caso maximo de la fuerza de roce.

mgsin(a) > peN = mgsin(a) > pemg cos(a) (37)
(Nota: la fuerza normal es la misma que en la parte anterior.) Entonces finalmente tenemos

pe < tan(a) (38)

Si desciende, para determinar la velocidad con que llega a la base podemos aplicar cinematica.
v} = v} —2aD (39)

Aqui, v; = 0, D fue determinada en la parte 1 del problema (y va con un signo menos dado que
ahora la masa desciende), y a lo vamos a determinar ahora. Para encontrar la aceleracion, es
analogo a la parte 1 sélo que ahora el roce apunta hacia arriba. Entonces,

Z F, =ma = f, —mgsin(a) = ma (40)
Nuevamente f, = u.N, y N = mgcos(a) (va que en el eje y nada cambid). Entonces,
a = —(sin(a) — pecos(a)) (41)
Reemplazando en la ecuacién de cinemética (y reemplazando D también),

v5
2g(pe cos(a) + sin(a))

v} = 2(sin(@) — pic cos(a))

Entonces

o= vy \/sin(oz) — pic cos(a) (43)

sin(a) + pe cos()

Varios comentarios:

o Escogimos la solucién negativa de vy porque va en descenso.

o Se ve que |vf| < |vgl, y esto es razonable ya que el roce hace que la masa pierda energfa. Sélo
son iguales la velocidad con que baja, con la que tenfa al subir, si pu. = 0 (esto también es
bacén—se reduce a algo razonable cuando no hay roce).

o Las unidades estan bien.

o El término dentro de la raiz no serd negativo nunca si se cumple la condicién de la parte 2,
y si ademds se cumple que p. < pe (lo cual es algo razonable y que casi siempre se cumple).
Confirmen esto para asegurarse :) (y recuerden que « estd entre 0y 7/2)



