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DERIVADAS e INTEGRALES

DERIVADAS :
Derivadas por definicion. Derivada del producto y del cociente. Derivada de

composicion de funciones. Regla de la cadena. Derivada de funciones inversas.
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INTEGRALES :
Integral indefinida. Método de Sustitucion. Integracion por partes. Integral

Definida. Regla de Barrow. Propiedades de la integral definida. Célculo de
Areas. Ejercicios de parciales.
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ASIMOV

* MATEMATICA - EJERCICIOS RESUELTOS
Son los ejercicios de la guia resueltos y explicados.

* PARCTALES RESUELTOS DE MATEMATICA
Son exdmenes que fueron tomados el afio pasado. Todos los ejercicios
estdn explicados También hay parciales resueltos de afios anteriores.

* FINALES RESUELTOS
Son exdmenes que fueron tomados el afio pasado. También hay finales
resueltos de afios anteriores. Todos los ejercicios estdn explicados

OTROS LIBROS DE ASIMOV:

* QUIMICA PARA EL CBC
* FISICA PARA EL CBC
* BIOFISICA PARA EL CBC

Estos libros tienen la explicacion de lo que se da en clase pero hablado
en castellano.

Temas que estan en el libro 1:

FUNCIONES
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DERIVADAS

Vamos a agarrar una funcién cualquiera f(x). Por ejemplo esta:

—,h /
fixo) |

La recta que dibujé es la recta tg en el punto xo. Acuérdense que la recta
tangente es una recta que toca a la funcién en un solo punto. Digamos que
"roza" a la funcién. ¢Hasta acd me siguieron? Bien. Lo que buscamos es un
método para determinar la recta tg a una funcion en un punto. Hacer esto

se llama DERIVAR una funcion. Entonces anoten lo siguiente. Dicto:

DERIVAR UNA FUNCION ES HALLAR LA RECTA
TANGENTE A ESA FUNCION EN UN PUNTO

Vamos a buscar un método matemadtico para encontrar esto. A ver, a ver,
pensemos. Supongamos que tfomo una recta secante a la curva. Eso significa
agarrar a una recta que corte a la funcidn en 2 puntos. Si conozco los
puntos... ¢ Puedo determinar la pendiente de esa recta ? Piensen

Rta: Si, puedo. Fijense:

CURVN
(‘

RECTA SECANTE

La pendiente de la recta secante la calculo hallando la tangente al

triangulito que marqué:
op
A J ady

ady
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op _ fix+h)-f(x)
ady (% +h)-x

=>tga=

Es decir:

f(x, +h)—f(x,)

" «— Pendiente de la recta secante

m(=tga)=

Bueno, con esto obtuve la recta . i Pero ojus | Yo buscaba la recta
, no la recta secante. ¢ Entonces qué hago ?

Y bueno, voy achicando el intervalo h mds y mds. A medida que h se achica,
la recta secante va a ir tendiendo a la recta tangente. Voy tomando h mds
chico y me queda lo siguiente: (miren bien este dibujo por favor)

<:| El punto p se va corriendo,
acercdndose al punto Po

NUR—
|

F——hy —— |

l"‘hs-[ I| t

: : : . —>
xﬂ' xﬂ+h1 X

Es decir ¢Qué es lo que voy haciendo? Voy acercando el punto P al Punto Po.
Cudnto mds lo acerque, mds cerca estoy de obtener la recta tangente.

¢ Cudndo tendré EXACTAMENTE‘ la recta tangente ? i Piensen | Muy bien.
En el limite cuando h tienda a cero.

¢ Lo ven ? ¢ Ven esto ? Pregunten si no entienden porque esto es importante.
Entonces, esto de que en el limite cuando h es infinitamente chiquito me da
la recta tangente, se escribe matemdticamente asi:

i FO%0 )~ (x0)

h—0 h

Pero la pendiente de la recta tg es la derivada de la funcién en ese punto.
Entonces si me dan la funcién f(x), voy a llamar f'(x) (efe prima de equis )
a la derivada de la funcion. ( Es la misma letra f con una comita arriba ).
Me queda:

£(x, +h)—F(x,) Def.inicién de
h derivada de una

funcidn en un punto

f'(xo) = LT(‘)
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¢ Hasta acd estd bien ? Che, ¢ Voy muy rdpido ? Pregunten, chicos estos
conceptos son muy importantes.

Todo lo que tienen que entender hasta ahora es que la derivada de una
funcidn en un punto xo es un . 3,5, 20000, lo que sea. Ese ndmero
es LA PENDIENTE DE LA RECTA EN ESE PUNTO.

Si yo a ese nimero le saco el arco tangente, voy a tener QU_é?

Bien. El dnguloa que forma la recta tangente.

Yt
rt.f,{'ﬂ- 1':5 S

Vamos a hacer algunos ejemplos de como se calcula la derivada de una funcion.

CALCULO DE DERIVADAS

Vamos a tomar la funcién lineal. Supongamos que me dan la recta 'y =2x +1

Grafiquémosla.
1
>

¢Cudl va a ser la derivada de esta funcion? Bueno, va a ser la pendiente de la
recta. La pendiente de la recta es m = 2. Enfonces:

Sif(x)=2x+1=f'(x)=2
¢ En qué punto de la funcién la pendiente vale 2 ?
Rta: En|TODOS| los puntos. La recta tg a la funcion es la funcion misma, quiere
decir que la pendiente es cualquier punto es siempre la misma. (Y vale 2)

¢ Hay preguntas sobre esto ? ¢ Lo ven ? ¢ Qué pasaria si la recta fuera
horizontal ? Lo que quiero decir es esto. Miren el dibujo:

[ g

T
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¢Qué pasa acd? ¢Puedo derivar? ¢Cudnto vale la pendiente de la recta
tangente?
Bueno, vamos por partes ¢ Tiene pendiente la recta que grafiqué ? Rta: Si,
tiene. Vale cero. Es una recta horizontal de manera que no forma dngulo.
m vale cero. Entonces la derivada de la funciény = 5 ¢ Cudl va a ser ?
Y bueno, CERO. Es decir:

1\

5
Sif(x)=5=f'(x)=0 '
—_—

Fijense que estamos calculando derivadas sin aplicar ninguna férmula. Sélo
estamos analizando pendientes de rectas tangentes. Vamos ahora a este
caso:

¢ Qué pasa si tengo una recta vertical ? ¢ Cudl serd la pendiente ? ¢ Tiene
pendiente esta recta ? Piensen ¢ Qué dngulo forma la recta ? 90°, ¢ Si ?
¢Cudl serd su pendiente?

Bueno, la cosa es que esta recta no tiene pendiente. Es decir, la tg de 90° no
existe. Podriamos decir que es infinita pero... quedemos en que no existe.
Las rectas verticales NO TIENEN PENDIENTES. Entonces:

Six=4=f(x)=}

Vamos al dltimo caso de las funciones lineales. Supongamos que la recta esta
inclinada pero va para abajo. Es decir, tengo una funcién del tipo f(x)=-2x+1
Tengo esto:

L/f y=-2x+1
-l e

AN

La pendiente de esta recta es -2. En cualquier punto de la recta tangente
del dngulo que forma es -2. ¢Entonces cudnto va a vale la derivada de la
funcién y =-2x+1. Bueno, -2. Esa es la derivada. Lo escribo:

Sif(x)=-2x+1=f'(x)=-2

Lo que quiero que vean es que la derivada de una funcidn en un punto es un
NUMERQ, Ese nidmero puede ser +,- o cero.
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Si es positivo, las rectas tangentes irdn asi:

Si es negativo, irdn asf: \

¢Y si es cero? Si es cero serdn rectas horizontales: —
Entonces, resumo todo esto en un dibujo:

En x, la
" ' . Pendlen‘l‘e
ﬁx} f (xf) -0 / esnula
f'(x0)=(+) I,
\ v
]
E:nzoieli'reﬁ-_) 1 : I Enx, la
I .
es posiﬂvq ; | [ 4':""\_ pendlen“re
: ‘ f es hegativa
1 } . .
X 1 X 1 ’\(’ 2 }J\’

Ahora... ¢Toda funcion tiene derivada? Piensen ¢ A ver ? Fijense la funcion
maodulo. ¢Se acuerdan de la funcion médulo ? Era asi:

f(x)=1x|

o

¢Cudl es la pendiente de la funcion en x, = 0 ? Bueno, ahi la funcidon no tiene
pendiente. No se puede hablar de la recta tg a la funcion médulo en el punto
Xo= 0. No tiene sentido. Entonces:

Si () = x| = f'(x, =0)=F

Pero ojo. La funcién no tiene derivada SOLO EN ESE PUNTO. Del cero para
alld — la pendiente es 1. La derivada de la funcién serd 1. Ahora, del cero
para alld: < la pendiente es -. Vale -1. Resumiendo:

f'(x)=1parax>0
Sif(x)=|x|{f'(x)=-1parax<0 <—
f'(x)=Aparax=0

Derivada de la
funcién médulo

Lo mismo pasa cuando me dan una funcién que no es continua. No se puede
hablar de derivada de una funcién discontinua. Es decir, puede ser que en
algunos puntos tenga derivada, pero en ofros no. A ver si nos entendemos.
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Miren:

% K Recta tangente?

D
7

No puedo hablar de derivada de una funcién discontinua. Siempre vamos a
sacar derivadas de funciones CON-TI-NUAS.

CALCULO DE DERIVADAS POR DEFINICION

Lo que vamos a hacer es lo siguiente. A mi me dan una funcion f(x). La
pendiente de la recta secante entre 2 puntos xo y x1 sera:

m— f(x, + h}i —f(x,)

s
)

(-

Lo  Xo+h

A esta cuenta se la llama cociente incremental. Cociente porque es un
cociente (divisién) e incremental porque h se va incrementando (Aumenta o
disminuye).

El limite del cociente incremental cuando h tiende a cero, es la derivada de
la funcidn en el punto xo.

Entonces lo que tengo que hacer... ¢ Qué es ?

Plantear el cociente incremental y hallar el limite hache tendiendo a cero.
Es decir:

L 4

f(x, +h)—f(x,)
h

(%) =lim

Por ejemplo, supongamos que me dan la funcion f(x)= 3x+2 . La derivada de
esta funcion es f'(x)= 3. Hagdmoslo segln la férmula y lo verificamos:

f(xo +h)—f(x,) _ i 3(x, +h)+2-(3x, +2)
h s h
3x5 +3h+2-3x, -2
h

:f'(xo):Ligg%:3

(%) =lim

= '(x,) = lim
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=> f'(x) =3 ( Verifica)

La derivada de la funcion dio 3, es decir verificd. Fijense que los términos
con Xo se simplificaron. Eso pasa porque la pendiente de la recta (la derivada)
es independiente del punto xo que uno fome. Para cualquier xo (1, -1, O, 10,
etc) la pendiente es siempre la misma y vale 3.

Hagamos este otro ejemplo:

CALCULAR LA DERIVADA DE LA FUNCION f(x) = 4

y -9
La funcién f(x) = 4 es una recta horizontal asi: —7 L_"_ Th 5 Su pendiente
vale cero y la derivada va a tener que dar cero. X
Veamos:
(o) =1im fOto )=o) _ i 4=% _ o _ verifica

h h>0 h

Hagamos otro ejemplo mds dificil.
CALCULAR LA DERIVADA DE LA FUNCION foo = x? en Xo=2

Me estdn pidiendo que calcule la pendiente de la recta tg a la curva en el
punto xo = 2. Hago un dibujito para entender mejor:

Planteo la formulita del limite del cociente incremental y hago las cuentas.
Veamos:

von g F+R)-F(2) . (2+h)?-2?
f @)= R &
2

h

f'(Z):L@@:Lm(hJFM

0

=f'(2)=4
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Quiere decir que la derivada de la funcién y= x° en el punto xo= 2 es 4.
¢ Qué significa eso ? ¢ Entienden lo que significa ?
Fijense. 4 es la pendiente, ¢ Si? ¢ Eso lo ven ?

Bueno, y.... ¢Y qué es la pendiente de la recta? Es la tangente del dngulo que
forma. Entonces, si la pendiente me dio 4, ¢ Cudl serd el dngulo que forma la
recta tangente ? Muy simple.

Sitga=4=a=arctg4=

a=75,96°

El angulo me dio 76°. ¢ Qué es este dngulo ? Hagamos un dibujito :
Si ustedes quieren lo pueden hacer dando valores a la funcién. Yo lo voy a
hacer todo en forma cualitativa. O sea, sin dar valores. Miren :

~ VER ACA

Quiere decir que el dngulo que forma la recta tg a la curva es de 76 grados.
¢ Estd bien eso ? ¢ Como sé si estd bien ? ¢Se les ocurre alguna manera de
verificarlo?

Bueno, yo les paso una manera. Grafiquen en su casa la funciény = x° con
mucha precision. Agarren una regla y tracen la tangente en el punto xo= 2
¢ Y ahora ? Bueno, ahora me consigo un transportador y mido el dngulo .

Si lo hicieron bien ese dngulo tiene que dar aproximadamente 76 grados.
¢Loven?

Asi uno puede ir agarrando funciones y calcular la derivada por definicién.
A veces eso es fdcil y a veces es dificil. Eso depende de la funcién que me
toque.

FUNCION DERIVADA

Fijense ¢ Cudnto me dio la derivada de la funciény = x° en el punto xo= 2 ?
Rta: me dio 4 ¢ Y si cambio el punto xo qué pasa ? Bueno, la derivada (= la
pendiente) va a cambiar.
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La pendiente cambia segln
dénde yo tome el punto x,

'||r'

Si yo hago la derivada de la funcién para un punto genérico x, lo que voy a
obtener es la FUNCION DERIVADA

Fijense:

(x +h)? —(x)* :“m)fz’JrZI'lx+I'12 —x
h h

f‘(X):I!li—t% h—=0
= f'(x) :lim =lim2x +h

/h/ h—0

= f'(x)=2x & FUNCION DERIVADA DE LA FUNCION Y = X?

¢ Qué obtuve ? Obtuve una funcion que me va dando todo el tiempo el valor
de la derivada. La derivada de la funcién y = x* es 2x. Yo le pongo el valor de
x y ella me da el valor de la pendiente. Es decir, por ejemplo, si xo= 0,

f'(Xo= O)= 2.0=0.

¢Estd bien eso? Si, estd bien. En xo= 0 una pardbola tiene pendiente nula.

tg 21 X229 ( harizontal)
O

¢ Ysixo=1?Bueno, f'(x)=2x=f'(x,=1)=2.1=2

¢Y si xo= 2? Lo mismo. f'(x, =2)=2.2=4

Lo mismo puedo hacer para otros valores de xo 1, 10.000, 1 millon, lo que se
me ocurra.

Ahora, piensen: ¢ Podria fomar valores negativos ? (-1, -10, etc).

Rta: Si, podria. En ese caso la derivada daria negativa. ¢ Estd bien eso ?
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Si, estd bien. Miren el dibujo. De cero para alld € las rectas tangentes van
asi: & \ , es decir que su derivada tendrad que ser negativa.

Ahora, pregunta: ¢ Para qué me sirve la funcién derivada ? O mejor dicho,
cambiemos la pregunta. ¢ Qué es la funcidn derivada ?

Rta: Es una funcidn tal que yo le pongo el punto xo que yo quiera y ella me da
la derivada de la funcién en ese punto. Esto viene bien porque asi me ahorro
ir calculando la derivada en cada punto. Yo calculo la derivada en forma
genéricay listo. La funcién derivada es la funcion que me da la derivada en
funcién de x.

Por ejemplo, a ver, sin hacer cuentas diganme: ¢ Cudl va a ser la funcidn
derivada para la recta f(x) = mx + b ? Bueno, tiene que ser m, porque m es

la pendiente de la recta.

S J}}:MHB

>

¢ Y si la funcién fuera y= cte (por ejemplo, y = 5) ? Bueno, la derivada va a
tener que ser cero porque son rectas horizontales:

De esta manera puedo ir haciendo una tabla de funciones y sus derivadas.
Hasta ahora vimos sélo 3 funciones, pero eso se puede hacer para cualquier
funcién que se les ocurra. Para las 3 funciones que vimos la tabla quedaria
asi

Funcién | Derivada
y=k | y=0
y=mx+b| y=m
y= x° y' = 2x

Van a ver que los libros tienen esta tabla hecha para un montdon de funciones.

PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS

Estas propiedades las vamos a ver sin demostracion.
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1) La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas.
Es decir:
(f+9)|= fl—"_gl

2) La derivada de una constante por una funcion es el producto de la
constante por la derivada de la funcién. Es decir:

(a.f(x)) = a.f'(x)
Hay mds propiedades pero las vamos a ir viendo mds adelante. Ahora quiero
que apliquen esto en el siguiente ejercicio.

Calcular la derivada de la funciénY = 2 + 3 x + 5 x°

¢ Qué hago ? Bueno, puedo poner a la funcién Y = 2 + 3 x + 5 x° de esta
manera:
y=fi+f+1

Conf,=2,f, =3xyf, =5x°

Haciendo eso puedo derivar considerando que la funcion original f es una
suma de 3 funciones. O sea:

f=fiefrfi=f=(f+f+£)
= f'=f'+f,+f = f'=(2)'+(3%)'+(5x?)'
Ahora voy derivando casa funcién por separado y listo:
f'=(2)"+(3x)"+(5x%)'
= f'=0+3.1+5.(2x)
= f'(x) =3 +10x

Usando estas propiedades puedo ir derivando funciones choclazas sin tener
que usar el limite del cociente incremental. Chicos, derivadas es un tema
largo. Les pido que no se atrasen. Empiecen @ a hacer los ejercicios de la
guia.

CALCULO DE DERIVADAS POR DEFINICION

Quiero que vean un ejemplo mds del cdlculo de una derivada por definicion.
Tomemos la funcidn f(x) = x>. Aplico la férmula del limite del cociente
incremental:
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f(x+h)—f(x) _ lim (x+h)* —x3
h

Ahora: f'(x) =L|£r(\) lim -

(x+h)® =(x+h)(x +h?) = (x + h)(x? + 2xh + h?)

= (x+h)? = x® +2x%h + xh? +hx? + 2xh? +h®
= (x+h)® =x> +3x%h+3xh? +h®

Entonces: 3 2 2 133
f'(x)=Lirr37/ +3x h+3hxh +h /

Bueno. Saco h factor comin y lo simplifico con el de abajo:

£ = “m)é(sxz +J:th+h2)

Ahora hago cero los términos que tienen h y me queda:

f'(x) = 3x?| Derivada de la funcién f(x)= x>

Conclusién: La derivada de la funciény = x> es 3 x°

¢ Siguieron este razonamiento ? Lo Unico que hice es aplicar la definicidn.
Quiero que presten atencion a lo siguiente. A ver:

La derivada de la funcién ¥3 me dio 2x. La derivada de la funcién ¥2 me dio
3x%.. ¢ Si?

¢ Cudnto me dard la derivada de la funcién *2? Bueno, habria que hacer
toda la cuenta, pero da 4x°. Lo que quiero es generalizar esos resultados.

Si me dan la funcién y= x™, ¢ Cudl serd su derivada ? Y bueno, tendrad que ser

.x@. Es decir:

(x™)=mx""
Aplicando esta propiedad hagamos algunos ejemplos; derivar:
1)y =x> >y'=5x*

_l -1 ‘(L (-1-1) _ ¢ -2 __i
2)y_x—>y—x —>y'=(-1)x =(-1)x*° = v

3)Y=\/;—>Y=x% —>Y'=%X(%_l):>
! 1 (*%) ' 1 1 ' 1
==X =Y =—— =Y = —

’ ! X2 N
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DERIVADA DEL PRODUCTO Y DE LA DIVISION

La demostracidn de esto la pueden ver en algin libro por ahi. Yo no voy a
hacer la demostracién. No es el objetivo. La idea es que vayan entendiendo
el método para derivar. ¢ Me siguen, che ? Esto si anétenlo porque lo vamos
a volver a usar:

(f.9)'=f'.g+f.g'«< Derivada del producto

(ij _flo-fg <« Derivada de un cociente

9 9’

Combinando todas estas propiedades se pueden resolver derivadas de funcio-
nes choclazas. Por ejemplo, hagan estas:

1) f(x)=x2 = ', (x) =%x(%_l) = f'(x) :%x%

2) f,(x)=3x*-2x +1
f,(x)=3.2x-2=f,(x)=6x-2

(X)) =xxx = f(x)=x* = f,(x)=4x’

Vamos a ver si sacan esta derivada:
x>\
f(x):—3 -
VX
Acad lo que hay que hacer es poner cada x a su potencia respectiva.
Acuérdense que

Jx esx'2yx =x*.

Entonces:
_x3.x%_ 3 Y% % _
y= x% =x’x2x 73 =
12 18 3 4
Ly Ly B
% o 17 7)
y=x"°=y 6x
17 6
:y':%x[" 6j:>
17wy
Y—()><
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TABLA DE DERIVADAS

Vamos a hacer una tabla con todas las derivadas que vimos hasta ahora:

F F

k 0

mx+b m
x™ | mx™!

Ahora les voy a dar las derivadas de otras funciones que van a tener que
usar. Estas tienen que saberlas. Se las acuerdan de memoria y chau.

F F
sen X | cos x
y cos X | -sen x
Funcion — In x 1/x
e e « Derivada de
a | a‘lna esafuncidn

Vamos a aplicar estas derivadas para calcular otras derivadas. Por ejemplo,
calculemos la derivada de la tg x. Acuérdense que la tg x se puede poner
como seno sobre coseno. Entonces:

sen xj'

_fgx=ENX_, '(x):(
Y=19 cos X Y cos X

Ahora aplico la derivada de un cociente:

o f'g—fqg' _ (sen x)'.cos x - sen x (cos x)'

Y g (cos x)?

. €OS X.C0S X -sen x (- sen x)
(cos x)?

. €0oS®X +sen®x
cos®x

=Y

Ahora, cos®x + sen’x es 1. Entonces reemplazo:

< Derivada de la tangente

Hagamos ahora este ejercicio: Hallar la derivada de la funcion fi,) = x.In x
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Bueno, acd lo que tengo que hacer es la derivada de un producto. ¢ Lo ven ?
Tengo el producto de 2 funciones que son x y In x. Entonces hago:

f'(x)=f'.g+f.g'=(x)".Inx+x(Inx)'=1ln x+x.§

=f'(xX)=lnx+1

En base a este resultado que obtuvimos recién, quiero que calculen la
derivada de la funcién: f(x)= x In x - x.

Veamos, me queda: f'(x)=(xInx-x)'=(xInx)'=(x)" pero (x In x)' es la
derivada que hicimos recién, asi que me queda

f'(xX)=Inx+1-1=

f'(x) =Inx | < Derivada de la funcién x In x - x

Este resultado lo vamos a usar cuando veamos integrales.

DERIVADA DE UNA COMPOSICION DE FUNCIONES

Supongamos que me dan para derivar la funcién hey = (x? + 1)°. Puedo
considerar esta funcion como composicién de 2 funciones. Es decir, fomo f(x
= x’y g = x*+ 1. Entonces:

flg(x)] = f[x* +1] = (x? +1)°
Lo que puedo hacer ahora es lo siguiente. Todo lo que hay adentro del
paréntesis lo pongo dentro de una caja. Me queda asi:

h=( )EBAdentro de esta caja puede haber cualquier cosa
Si tengo hix) = x° la derivada me da 5x*

¢ Puedo hacer ahora h'x) = ( '= 5.(

Rta: . No se puede hacer asi, pero es parecido. Hay que hacer esto:

Es decir, voy a poner esto en forma general:

Sih(x)=FO=>h'(x)=f'@. O

Escrito en forma matemdtica me queda:

Sih(x)=f[g(x)]= |h'(x)= f'[g(x)].g' (x)| < Regla de la cadena
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A esto se lo llama regla de la cadena o derivada de funcién de funcion.
Para entender la regla de la cadena hay que hacer un par de ejercicios.

Por ejemplo este: Derivar: f(x) =+/-x>+2x

Tengo £(x) 12 Entonces derivo haciendo :

f'(x) = %.I:I(%_l).(l:l)': f'(x) = %(—x3 + ZX)_%.(—XS +2x)"

5=y (-3x+2)
(—x3 +2x)2
2
Ll () = -3x°+2

2V—-x3 +2x

Hagamos otro ejercicio aplicando la regla de la cadena: Derivar:

h(x) = (252 +1)° +1 = h(x) = ()

h(x) = [(-2x? +1)? +1]% -

h'(x) :%[(—2><2 1y 1]t L ax +1f 41

h'(x) = L Baxt+1y.(-4x)]

2[(—2x? +1)* +1]?

(-4x)3.(-2x% +1)?

h'(x) =
=h0 2,/(=2x% +1)* +1

-6x.(-2x% +1)?
J(=2x% +1)° +1

=h'(x)=

Hagamos otro mds. Derivar aplicando la regla de la cadena:

h(x) =\/(—x"’ +§jz 2

Bueno, primero voy a poner este choclazo a la 3 para verlo mejor.

h(x) = [(-xé + %jz +2T = (IZI)%
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— h'(x) :%K-xé +§j2 +2T1.K-x6 +§j2 +z} |
— h'(x) 7[(_)(6 o +2]; .{2(—%’ Y )ext+ YY) }
Ahxe e )fxe s 1)

Al 15f 2]

(—x6 +%<)(- 6x° —1.x*2)
\/(—x"’ +%)2 +2

—h'(x) =

= h'(x) =

2
Hagamos este otro: Derivar la siguiente expresién: h(x) = cos (x :lj
X

Acd queda el asunto ast:
h(x) = cos (1) =
h'(x) =-sen@).(A)'=

2 2 !
h'(x)=—sen(xx:1j.(xx:1j =

x%+1

Ahora, para hacer la derivada del paréntesis NER lo hago como la derivada

de un cociente:
[i) _fg-fg
g 9°

x?+1)" 2x.x®-(x®+1)3x* 2x*-3x*-3x°
M x® B x®

x3 x®

— h'(x) = —sen(xz jlj.(‘x24‘3J
X

(xz +1]' —x*-3x%  —x?(x?+3)
- = =
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Hagamos este:  Derivar hyy = e

Lo que hay que darse cuenta acd es que en € lo que tengo es e Entonces
al derivar tengo que hacer:

eH)'=e- )

>h'(x)=e* (-x?)'=

h'(x) = —2x.e™

¢ Van viendo cémo se hacen estos ejercicios ? ¢ Tienen dudas ? Es siempre
lo mismo, chicos. Lo que tienen que saber bien son las reglas de derivaciony
la regla de la cadena.

¢ Los de derivada por definicién ? ¢Si los fomamos en el parcial ? Bueno, no.
Generalmente no. Al menos yo nunca vi que los tomaran. Derivada por
definicién es un tema que hay que darlo para que ustedes puedan ver qué es
la derivada y de donde sale. Esto es todo.

VELOCIDAD

Hay algunos ejercicios de la guia que piden calcular la velocidad de un mévil.
Alguien dijo por ahi que hay que derivar la funcién que da el espacio
recorrido. Eso estad bien, pero quiero que vean de donde sale.

Supongamos que un auto viene moviéndose y la funcion que me da el espacio
recorrido es:
Sny=31-5t+2

¢ Qué es esta funcién? Bueno, grafiqguémosla. Es una pardbola, ¢ No es
cierto ? Bueno ¢ Se acuerdan cémo se graficaba ? Debe dar una cosa ast:

S

, / S— 5(t)=3+2-5t+2
Espacio
recorrido
2 Tiempo

t <—~/ empleado

Es decir, yo meto un tiempo cualquiera en la ecuacion y ella me da el espacio
recorrido hasta ese momento. Supongamos que quiero saber la velocidad del
mavil a los 4 segundos. ¢ Cémo hago eso ?
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Bueno, ustedes saben que la velocidad se calcula como espacio recorrido
dividido el tiempo empleado. ¢ Puedo hacer eso acad ?

Rta: No, no puedo porque la velocidad es . Es decir, si la ecuacidn
del movimiento de un auto es S = 3 t°- 5 1 + 2 eso quiere decir que el auto
se mueve con aceleracidn, o sea, va cada vez mds rdpido.

>

ED
1
1)
|

S

La cuenta: S (5se9)-S (4 seg) NO me da la velocidad a los 4 segundos. Miren

el grdfico. 1seg
A
S
S(s s24)
¢ S(5%e3) = S(uteg)
Z - - 45(useg)
. _ t >
YSeq 5 Seg (se8 )

La cuenta S (5seq) - S (4seq)/ 1 Seg me da la velocidad en ese intervalo.
Yo estoy buscando la velocidad exactamente a los 4 segundos. En el grdfico
se ve que la recta que tracé es la recta secante entre esos 2 puntos.

¢ Qué recta tendria que trazar para tener la velocidad exactamente en un
instante determinado ?

Bien. La recta tangente. Muy bien, y...

¢ En qué punto ? En t = 4 segundos, ¢ No es cierto ?

Es decir, el grafico quedaria asi:

«__La pendiente
de esta recta
t _ esla velocidad

>

L L=

Conclusién: Si me dan la ecuacion de movimiento de un mévil S() ( espacio
recorrido en funcién del tiempo ), la derivada de esta funcién me va a dar la
. Por ejemplo, si me dicen que S es:

Stm=3t*- 5t +2
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La velocidad sera:
V)= Sm=61t-5

Esta funcion V(t) (= S'(1)) = 61 - 5 es la funcién derivada, y me va dando
todos los valores de la velocidad en funcién del tiempo. Si ahora yo quiero v
justo a los 4 segundos, tengo que reemplazar t por 4 segundos, es decir:

V(4se9)= 6.4—522

Si la funcién s(t) venia dada en m y en segundos, la velocidad a los 4
segundos serd de 19 m/s. ¢ Lo ven esto ? ¢ Se entendié ?

Vamos a ver este ejemplo.

Un auto se mueve segun la ecuacion S() = £+ 217t
Calcular la velocidad ent =1 seg. y en t = 2 seg.

Bueno, como me dan la funcion espacio recorrido en funcién del tiempo, la
derivo y tengo la velocidad. Entonces:

S(=1>+2t°-t=
S'(H)=V(t)=31t*+41-1

Entonces para t = 1segy para t = 2 seg voy a tener:

V(1 seg)=S'(t=1seg)=3(1s)>+4(1s)-1

=v(@ seg)=6'%

Haciendo lo mismo para t = a 2 segundos:
—19m
V (2 seg)=19 ™/

Ejercicios

Vamos a seguir derivando funciones. Hagamos este:

f(x) = % < Derivar esta expresién

Acd hay que aplicar la derivada de un cociente, pero primero hallemos las
derivadas del numerador y del denominador: Busquemos (€)'

e’ = (") = e (algo)' =
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e")y=e*(-x)=-e~

f'(x)= w(derivada de un cociente)
9

_er-eryerier)-(er-ex)e ey

Fix e +exy

(e rerye e (e —exye -er)

P (e ey

): (ex +e—x)2 _(ex _e—X)Z

f'(X (ex +e—x)2

Acad lo que puedo hacer es distribuir el denominador y me queda:

ex—e~xY
e e

f'(x):l—(

No se puede reducir mds el resultado.

Hagamos este otro ejemplo:

f(x)=In[ (x*+1)*] < Derivar esta expresion

Esta funcion la tengo que tomar como si fuera In (O0). La derivada serd:

£(x) = (In)'= .Y

= f'(x) = [(x?+1)°*]

(x*+1)%°
3(x? +1)2.2x

== (x? +1)°

6x
x2 +1

=|f'(x)=
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DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS

Con este método se pueden calcular las derivadas del arco seno y del arco
coseno. ¢ Qué pasaba cuando yo tenia una funcion y la componia con su
inversa ? Esa composicién me daba x ¢ Se acuerdan ? Eso lo poniamos asi:

fre ()] =

Ahora lo que yo pregunto es lo siguiente : ¢ Qué pasa si trato de derivar esto?
Bueno, probemos. La derivada de x es 1y la derivada de la composicion es:

[f[f'1 (x)])l S OO
Entonces me va a quedar:
(fr (x)])l ~(x)'
= f'[f 1 ()LIF (x)]'=1

:[f‘l(X)]'zm ©
X

Esta es la férmula que usamos para derivar funciones inversas.

Hagamos un ejemplo: Hallar la derivada de la funcion arc sen x

Bueno. Acd hay que pensar. Tengo una funcion f(x) que es sen x. Su derivada
es f'x)= cos x. También tengo su funcién inversa f(x) que es arc sen x. Lo que
me estdn pidiendo es la derivada de f™(x). Para calcularla uso la férmula 1.

Entonces, [f'(x)]'va a ser:

1
cos (arc sen x) < Ver bien aca

[f1(x)]'=(arc sen x)'=

Ahora, el cos (arc sen x) es siempre positivo. Supongo que se acuerdan que
sen’a + cos’a=1, ¢ No ? De acd despejo el cosa.

1
cos(arc sen x) < Ver bien aca

cos a =+v1-sen’a

[f1(x)]'=(arc sen x)'=

Reemplazando me queda: cos (arc sen x) = \/1 —sen®(arc sen x)
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Lo que hay que darse cuenta acd es que es el (seno del arco seno de x).

A ver,,, ¢ Qué es ? Piensen.

Seno y arco seno son funciones inversas ¢ Si ?

¢ Entonces que obtengo si hago sen (arco sen x) o lo que es lo mismo, [f*(x)]'?
Claro, obtengo x. Entonces el choclazo [sen (arc sen x)]° me da nada mds y
nada menos que x°. De manera que la expresidn cos (arc sen x) vale v/1-x2.
Reemplazando esto que obtuve en lo que tenia antes que era:

1

(arc sen x)'=
cos (arc sen x)
me queda:
. 1 .
(arc sen x)'= — Derivada del arco seno x
1-x

De la misma manera se pueden halar las derivadas del arco coseno y del arco
tangente.
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DERIVADAS SUCESIVAS

Supongamos que me dan la funcién f(x) = 4x° - 2x° - x + 3. La derivo y obtengo:

fx)=12 x*- 4x - 1

Esta es la derivada de la funcion. ¢ Puedo ahora a su vez derivar esta
derivada ?
Rta: Si, puedo. Si hago eso lo que obtengo es la derivada |SEGUNDA| de la

funcién. Lo ponemos asi:—f"(x). Entonces:
f')= 24 x - 4 < Derivada 2%

¢ Puedo derivar a f* ? Si, puedo y obtengo la derivada [TERCERA| Me queda
ast:
f"(x) = 24 < Derivada 3™

Lo que quiero que vean es que si a uno le dan una funcion, puede derivarla
un montén de veces. Hacer esto se llama hallar las derivadas sucesivas de
la funcidn. ¢ Esta ?

No tiene nada de nuevo esto. Es derivar y volver a derivar. Si me piden la
derivada 2%, derivo 2 veces. Si me piden f* derivo 4 veces. Eso es todo.

EJEMPLO DE DERIVADAS SUCESIVAS
Dada f(x) hallar f'(x), f'(x) y f"(x).

DfX)=x—>f'(x)=1>f"(X)=0->f"(x)=0
2)f(x)=Inx > f'(x) = %(z x1) > f'(x)=-1x? - f"(x) =2x3

3) f(x) =sen x — f'(x) = cos x — f"(x) = -sen x — f"(x) = -cos x

Asi uno puede ir hallando todas las derivadas sucesivas que quiera.

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Con esto de la derivada podemos saber cudndo una funcién crece y cudndo
decrece. Fijense, si la funcién crece, la pendiente tendrad que ser ast: —>/
es decir, la derivada serd positiva. Cuando la funcion decrece tengo
exactamente lo contrario: —>\ es decir, la derivada serd negativa.

Lo van a ver mejor en este dibujito:
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Funcion creciente

" (f'(x)F®)

Funcidon decreciente

(f'(x)=@)

Hagamos un ejemplo.

Estudiar las zonas de crecimiento y decrecimiento de la funcion
f(x) = %x3 —3x°+b5x-2
¢Qué hago? Bueno, busco la derivada y me fijo qué da: Veamos:
f(x) :%x3 ~-3x? +bx-2=

= f'(x)=x*-6x+5

¢ Cémo sé cudndo esta ecuacion cuadrdtica es + o - ?

Bueno, esta es una pardbola que va para arriba. ( El término cuadrdtico es
positivo). Quiere decir que tomarad valores negativos Unicamente entre las
2 raices. Aplicando la formula para la cuadrdtica calculo x; y x2. Me da:

X1:1
X2:5

Quiere decir que la pardbola tendrd esta forma:

Entonces, la funcion original serd creciente en las zonas que marqué con +
(derivada primera +) y decreciente en la zona que marqué con - ( Derivada
1" negativa). En resumen, tengo:

f(x) :%x3 —~3x?+bx-2
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CRECIENTEen (-~ , 1)
DECRECIENTEen(1,5)
CRECIENTE EN (5, +)

El gréfico de la funcidn tendra aproximadamente esta forma:

A

,_74___

e f(x)= %x3 -3x°+b5x-2

"

o /

i >
S X

¥
L

-

Esto que hicimos se llama hacer el andlisis de la funcion. Para hacer el andlisis
completo faltaria dar la posicién de los mdximos y de los minimos. Ya vamos a
ver bien-bien esto mds adelante. El andlisis de una funcion es un tema impor-
tante. Y se suele fomar bastante. Traten de entenderlo bien.

Vamos a hacer otro ejemplo:

Estudiar intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
y = x*- 4 x*+ 10. Hacer un gréafico aproximado y sefialar la
posicion de los maximos y minimos relativos.

Bueno, hos dan una funcién media rardfila.. ¢ Qué hago ? Y bueno, derivo:

y=x*-4x>+10 =
= y'=4x’ -12x?

Esta es la derivada. Ahora tengo que igualarla a cero. Los puntos en donde la
funcion sea cero son |CANDIDATOS\ a ser mdximos o minimos. Digo "candida-
tos" porque pueden no ser hada. A estos puntos los llamo puntos criticos.
Acuérdense que ho siempre en un punto critico voy a tfener un mdximo o minimo.
Puedo no tener nada. Seria, por ejemplo, este caso:

o
1 ACK En este caso no tengo
— ¢ &— madximo ni minimo en
el punto x = x,
~
X4
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Bueno, trabajemos con la derivada y fijémonos cudndo es +y cudndo es -.

f'(x)=4x®-12x°> =
= f'(x) = 4x*(x-3)

¢ Cudles son las raices de esta ecuacion ? Bueno, son x1= 0y x2= 3. Ahi la
funcion vale cero. Ahora, ¢ Como hago ahora para saber qué pasa en los
puntos infermedios ?

Rta: Tomo valores cualquiera y me fijo qué signo me da. Voy probando con la
calculadora. La tabla queda asi:

Intervalo ‘ Signo de f'

(-0, 0) - f(x)=x* -4x%+10
((30[;32) ; f'(x) = 4x*(x-3)

Entonces donde la derivada 1ra me da -, tengo una region de decrecimiento.
Donde la derivada da + tengo una regién de crecimiento. Conclusién:

En (-o0, 0) la funcién DECRECE
En (0, 3) la funcién DECRECE
En (3, +) la funcion CRECE

Lo que quiero que vean acd es lo siguiente. ¢Qué pasa en el punto x = 0 ?

¢ Hay un mdximo o un minimo ? Bueno, en x = O no hay nada.

Fijense que entre (-o y 0) la funcién viene decreciendo y después de cruzar
el cero la cosa sigue decreciendo quiere decir que voy a estar en este caso:

\Q'L)w‘ .
DR
N

Quiere decir que en x = 0 ho tengo hi un mdximo hi minimo. Tengo un punto
donde la curva cambia la concavidad. A estos puntos se los llama puntos de
inflexion.

Ahora, en x = 3 si tengo un minimo porque en ese punto la funcién pasa de
ser decreciente a ser creciente. Quiere decir que el grdfico aproximado de
f sera:
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\}_\ / 4— f(x)=x*-4x3*+10
] >

0 \;/

Les repito, chicos. Este es un fema importante. Tienen que saber bien este
tipo de ejercicios que piden hacer el andlisis de una funcion.

Vamos a hacer otro ejemplo de andlisis de una funcién:
Hallar méximos, minimos, asintotas, crecimiento y decrecimiento

para la funcion f(x) = x° +% . Hacer un grafico aproximado.
Para buscar mdximos o minimos lo que hacemos es buscar los lugares donde
la derivada vale cero o donde la derivada ho existe. Esos puntos serdn posi-
bles CANDIDATOS| a ser mdximos o minimos. Ojo, digo . No es
seguro que ahi vaya a haber un maximo o un minimo.
Bien. Eso ya lo aclaramos antes. ¢ Se acuerdan ? Seguimos.

Vamos a ver 17 el dominio de la funcidn. ¢ Cudl es el dominio de fix)= x>+ 3/x?
La funcion NO EXISTE en x = O, por lo tanto:

Dom f =R -{0}

El elemento cero ho pertenece al dominio de la funcién. Busquemos ahora las
asintotas ¢ Se acuerdan cémo se hacia ? Tenia que tomar el limite para x
tendiendo a los puntos criticos. De esa manera determinaba las asintotas
verticales. El Unico punto critico es x = 0. Entonces:

. 3
lim x3 += = +o0
x—0" X

.33
lim x° + == —o0
x—0~ X
Los limites me dieron +e y - Eso significa que la funcidn tiene una asintota
vertical en x = 0. Hasta acd vamos bien, ¢ No ? Bueno. Vamos a las asintotas
horizontales. ¢ Cudndo yo tenia una asintota horizontal ?
Era cuando los limites para x — oy - daban un valor finito. Veamos:

. 3
lim x* += =+

X—>+00 X
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) 5 3
lim x° += = —©
X—>—00 X

Los limites no dieron valores finitos — no voy a tener asintotas horizontales.
¢ Como hago ahora para ver si hay mdximos o minimos ? Bien, busco la deriva-
day la igualo a cero. Entonces:

f(x) = x° +%:> Esto lo puedo poner :

f(x) =x3+3.x"
= f'(x) =3x% +3(-1)x?
3

x2

=If'(x) =3x% -

¢ Para qué valores de x es cero esta funcién ? A ver:

3)(2—%:03 3)(2:—2:)( :i
X X 3

=x =%
posibles puntos donde

puede haber un maximo
o un minimo ( Posibles )

¢ Son estos los Unicos candidatos a ser maximos o minimos ?
Rta: No. En x = O la derivada no existe, quiere decir que los posibles
maximos o minimos son:

x1=0 6 xp=1 &6 x3=-1

Tenemos que analizar entonces lo que pasa en estos 3 puntos. Para eso voy
sacando los intervalos de crecimiento y decrecimiento. La cosa es ast:
Donde la derivada sea + tendré a la funcion creciendo y donde la derivada
dé negativa tendré a la funcién decreciendo.

Me fijo entonces en qué puntos f(x) es+o0-.Séqueenx=1yenx=-1la
funcién derivada vale cero. Eso quiere decir que entre esos dos puntos serd
positiva o que entre esos dos puntos serd negativa. Doy un valor con la
calculadora y me fijo:

Fl)=3x" -

Por ejemplo:

f'(f3)=8(=+)y f'(-+/3)=8(=+)
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Quiere decir que de 1 para allé: — y de - 1 para alld < la derivada serd
positiva. O sea, la derivada serd - entre 1 y - 1. Conclusién: la funcion
decrece entre -1 y 1y crece en FUNCION. Es decir:

Intervalo | Signo de f'| Conclusién

(-o0, -1) + —f crece
(-1,1) - — f decrece
(1, +o0) + —f crece

Sabiendo los intervalos de crecimiento y decrecimiento ya puedo conocer
los mdximos y los minimos. Por ejemplo, en x = - 1 la funcidn pasa de crecer
a decrecer, eso quiere decir que

X = -1es MAXIMO

En x = 1 la funcién pasa de decrecer a crecer, por lo tanto: X =1 es MINIMO

¢ Qué pasa ahora en x = 0 ? ¢ Hay extremos ahi ? ¢ Eh ?

Rta: No. No hay nada. En x = O la funciéon no existe, de manera que los Unicos
puntos donde hay mdximos o minimos son 1y - 1. Eso es todo sobre el andlisis
de esta funcidn.

Ahora tengo que dibujar el grdfico aproximado ¢ Cémo hago ? ¢ Voy dando
valores con la calculadora ?

Rta: No. No hace falta dar valores. Tengo la posicién de los mdximos, de los
minimos y las asintotas. Entonces basdndome en esto puedo hacer el grdfico.
Justamente quiero que vean que este es el objetivo de este tipo de
ejercicios. La idea es siempre la misma: hacer un andlisis de funcion para
poder tener una idea de la forma que tiene. El grafico queda algo asi. Miren:

El eje y es
asintota ——>

vertical Y f(x) =X 3
X

* MINIMO

~1

~F

o 1

P

™ MAXIMO
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¢ Preguntas ? ¢ Hay dudas ? Estos ejercicios son importantes, asi que
cualquier cosa que no entiendan, pregunten.

Bueno, vamos a otro ejemplo.

Ejercicio
. , . 16
Hallar el dominio, asintotas y extremos para la funcién f(x) = — 2
X% +

Hacer un grafico aproximado.

¢ El dominio de esta funcion cudl va a ser ? Van a ser todos los valores
donde no se anule el denominador ¢ Si ? Bien. Busquemos esos valores:
2 2
Xx“+4=0=>x"=-4
=>x=4

No existen valores de x que hagan que se anule el denominador. Quiere
decir que el dominio de la funcidn serdn todos los reales. Tonces:

Dom f =R « Dominio de la funcidn

¢ Hay asintotas ? Bueno, busquemos los limites:

. 16

I =0
xLToc x2 +4

lim 216 =0
X—>—w0 x +

Va a haber asintota. La funcién se hace asintdtica al eje x para x tendiendo
a e y a -, Quiere decir que la asintota horizontal vaa sery = 0
Asintota horizontal. ¢ Asintotas verticales va a haber ?

Rta: No. No va a haber porque no hay puntos donde se anule el denominador.
Busco ahora los mdximos y los minimos. Tendré mdximos o minimos en donde
se anule la derivada o en donde la derivada no exista. Entonces, derivo e
igualo a cero:

16
x? +

f(x) =

ie 16(x? +4)™

= f'(x) = 16(-1)(x? + 4) 2 (2x)

-32x

= f'(X)=m

¢ Habrd lugares donde la derivada no existe ? Rta: No. El paréntesis x° + 4
no se anula para ningtn valor real de x. El humerador -32 x se anula en x = 0.
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¢ Conclusion ?
X = 0 es posible mdximo o minimo.

Para ver si x = 0 es mdximo o minimo busco los intervalos de crecimiento y

de decrecimiento. Veamos: En x = O tengo o un mdximo o un minimo. Quiere

decir que tengo que probar con valores menores que cero y mayores que cero.
-32x

La derivada era f'(x) :W , entonces por ejemplo, si x =-1, f'x)= +

Ahora, si x = 1, f'(x) = -, esto quiere decir que puedo hacer la siguiente tabla:
Intervalo ‘ Signo de f'

(-o, 0) +—f crece
(0, +e0) | - * f decrece

Conclusion, los intervalos de crecimiento y decrecimiento seran:

En (-o0, 0) la funcidn crece
En (0, +) la funcion decrece

Bueno, falta ahora saber si en x = 0 tengo un mdaximo o un minimo. Bueno,
eso ho es dificil. Fijense: Antes de llegar al cero la funcién venia creciendo,
¢ No es cierto ? ¢ Y después de pasar el cero ? Después de pasar el cero la
funcidn va decreciendo. ¢ Qué me dice esto ? Me dice que

X = 0 es un mdximo

Ahora hago el grafico aproximado de la funcion. Sé que y = O es una asintota
horizontal. También sé que a la izquierda del cero la funcién crece y a la
derecha del cero la funcion decrece. Sé que x = O es un maximo.

Quiere decir que la forma aproximada de la funcién serd la siguiente:

yT
16

R e

5
-~

X

¢ Lindo dio el grdfico, no ? ¢ Qué pasa ? ¢ No les gusta mi dibujito ?
i Bah, lo que pasa es que ustedes son unos amargados !
i Sonrian | > © ( risas ). Bueh, i Ahora estd mejor !
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Bueno, ahora viene la conclusion de todo este tema. Y esa conclusidn es la
siguiente : ¢ Como hay que hacer para resolver los ejercicios que piden hacer
el andlisis de una funcién ?

Bueno, hay que seguir estos pasos:

1) Dada la funcion me fijo cudl es el dominio buscando los puntos donde se
anula el denominador.

2) Busco asintotas horizontales y verticales (Hallando los limites)

3) Busco posibles extremos (mdximos o minimos) en los puntos donde se
anula la derivada o donde la derivada no existe.

4) Hallo los intervalos de crecimiento y decrecimiento probando con puntos
que estén a la izquierda y a la derecha del posible maximo o minimo. Si en
esos puntos la derivada es +, la funcion crece. Si en esos puntos la derivada
es -, la funcién decrece.

5) Fijandome si la funcion cambia de creciente a decreciente o viceversa,
resuelvo el asunto de si el posible extremo es un mdximo o un minimo.

Eso es todo. Sigan estos pasos y no van a tener problema para resolver
estos ejercicios. ¢ Alguna duda chicos ? ¢ Algo que quieran preguntar ?
¢ Estan haciendo los ejercicios de la guia ? Mejor no pregunto, ¢ No ?

METODO DE LA DERIVADA SEGUNDA ( Para hallar mdximos y minimos )

Quiero que veamos hoy un nuevo método que facilita un poco todo esto de
buscar los mdximos y los minimos de una funcién. Lo vamos a ver con un
problema. Hay algunos problemas en la guia. Son problemas de mdximos y
minimos. Les doy uno. Dicto:

Problema:

De todos los rectangulos de area A, encontrar el que tiene diagonal més corta.

Bueno ¢ Como se hace esto ? Rta: Y, hay que pensar. Vamos, no sean fiacas.
Empecemos por hacer un dibujo. El rectdngulo que tengo es este:

DipGonal
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Fijense que a los lados los llamé x e y ¢ Hasta acd estd bien ? No hice nada
nuevo. Sélo dibujé un rectdngulo y le puse nombre a los lados. i Vamos, no
protesten, che |

Ahora, dicen que tiene superficie A. La superficie de un rectdngulo es base
por altura ¢Si? A la base la llamé x y a la altura la llamé y.

Quiere decir que la superficie serd x por y. Entonces puedo poner que:

A= x .y < Area del rectdngulo - 4

X

Ahora quiero saber cudnto mide la diagonal norte del rectdngulo ¢ Qué hago?
¢ Puedo aplicar pitdgoras ? Si, claro. Es lo que tengo que hacer. Me queda:

diagonal = vlado?® +lado®
=D =x*+y?
Bueno, de la expresion del drea despejo Y y me queda:
A
A=xX. =
Xy=v=1

Esto lo reemplazo con la expresién que me da lo que mide la diagonal.
Entonces:

2

2 2
D= x2+(éJ Y N
X

= D=+/x%+A% x7?

i Chicos, no se confundan por favor ! A es un ndmero. 20, 50, 100, lo que sea.
Se supone que es dato. Quiero decir, la Unica incognita del problema es x.

¢ Estamos ?

Entonces: la funcién que me da la longitud de la diagonal en funcion de x es:

Si quiero saber cuando esta funcion tiene un maximo o un minimo, ¢ Qué
tengo que hacer ? Bien, la derivo y la igualo a cero. Estd bien. Lo hago:

D-{(mz.x—e)é] :[Dij .
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= D'=%(x2 +A%x? )_%.(x2 +A®x? )

=D'= ! Jox+ A% (-2)x 3]

2\x% + APx?
¢ Si? ¢ Hasta acd esta bien ? Derivé el choclazo y me quedé eso. Ahora lo
igualo a cero y despejo x:

B /Z/X Z/AZ _0 Este denominador

/Z /x + Ax2 - existe porque xy A

estdn al # (No pueden

= x-A’x3=0 ser )

. X
S x=AX" = - =A?
X

S x'=A? 5 x=YA? six=+/A

¢ Me siguieron ? ¢ Qué es este valor de x que calculé ? Es el valor que hace
que la derivada 1™ sea cero, es decir, un candidato a ser mdximo o
minimo. Bien ¢ Cémo sé ahora si es un mdximo o un minimo ?

Bueno, para resolver esto voy a usar el criterio de la derivada 2%. Quiero
explicdrselos. Lo que hay que hacer es derivar todo otra vez. Y bueno, hay
que hacerlo. Ya sé que es pesado. Vamos. Tenia:

x—A? x3

X2 + A2x 2

Miren, lo voy a poner de otra forma para que sea mds fdcil derivar:

D'=

1
D'= (x - AZ.x x? + Ax 2z
Ahora tengo un producto y lo derivo con la derivada de un producto:

(f.g) =f'.g+f.g'=
oAt et b a4

=[1-A2(-3)x*]x% + A?x 2 )_% +(x—A2.x‘3(—%](xz +A%x7? )_g [2x + A?(-2)x?]
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i Uhhh !'i Qué choclazo ! Ahora tendria que reemplazar en este coso por x =
JA para ver si da + o -. Asi es el método. Si f" da + es que tengo un MINIMO.

Si da negativo tengo un MAXIMO

Bueno, ¢ Derivo ? No. No lo voy a hacer asi. Es muy largo. Voy a usar otro
método. Fijense. Estoy buscando que la diagonal sea minima. ¢ Es lo mismo
que buscar que D? sea minima ?

Si, es lo mismo. Si yo encuentro el valor de x para el cual ¥ es minima, la
funcién serd minima. Empiezo todo de nuevo. Tenia que la diagonal al ? valia:

D?= x?+ A%x?
Esta va a ser ahora la funcién f que tengo que derivar.
f(=D?)=x? + A% x2
= f'=2x+A%(-2)x?

2
:1":2x—2A3
X
Ahora igualo esto a CERO: 2
f'=0:>2x—2:3 -0
2
= 2X = N = x.x> = A?

= x*=A? = x =3 A?

— x = ++JA < Valor donde hay un
— mdximo o un minimo

¢ Vieron ? Dio lo que mismo que antes. Ahora si puedo hacer la derivada
segunda. ¢ Que para qué quiero la derivada segunda ? ¢ Quién pregunté ?
Bueno, repito, porque quiero ensefiarlos otro método para saber si tengo
madximo o minimo basdndome en el signo de la derivada segunda. Si da
positiva tengo un minimo. Si da negativa tengo un maximo.

Es un método asi. No voy a explicar de dénde sale. Creo que en la guia estad.
Bueno, tenia que f' era: f' = 2x - 2 A°x> ¢ Si ?

Derivo otra vez y me queda: ' = 2 + 6 A°x™ ¢ Sigo ?
Reemplazo por x =+/A y me fijo si da positivo 6 negativo. Tonces:

noo 3 +67A2 N " _ +67Az
P2 (2.8
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:>f"1\/;!=8

La derivada segunda dio positiva. ¢ Entonces qué tengo ? ¢ Un mdximo o
un minimo ? Bueno, seglin el método tiene que ser un minimo, ¢ Cierto ?
Entonces... ¢ Qué verifiqué con esto ? Verifiqué que en x =+/A la funcién
que me da la longitud de la diagonal tiene un MENIMO. Bien, ahora piensen.
Este es el valor de x ¢ Cudl sera el valor de y ? Bueno, la relacion era x.y = A.
Como x=+A mequeda: yJA=A=y=+A

Es decir, el rectdngulo de diagonal mds corta es un cuadrado de lado VA .

Hagamos este otro.

Se quiere construir una ventana que tenga la forma de un rectangulo coronado
por un semicirculo cuyo perimetro sea 12 m. Hallar las dimensiones que debe
tener la ventana si se quiere que deje pasar la mayor cantidad de luz posible.

Bueno. Lo mds complicado de este ejercicio es el enunciado. ¢ Entienden lo
que dice ? Fijense. Dice que es un rectdngulo con un semicirculo. Eso es ast:

v SEMICRGuL
R-ADLO

R
b €— RECTANGULD

X

Esta es la forma que tiene la ventana. Ahora lo que tengo que hallar es el
drea de toda la cosa. La superficie total va a ser:

SUPERFICIE = SUP| |+ SUP /2

La superficie del rectdngulo es base por altura, es decir, x.y. La superficie

del semicirculo es m por radio al % sobre 2.

mr?

2

Entonces: sup=xy+

Bueno, hasta acd estamos. Tengo la superficie. Ahora tengo que poner todo
en funcién de x. Veamos. ¢ El radio cudnto vale ? El radio es la mitad de x .
¢ S1?2.0 seaRadio=x/2

2
S=xy+ —n(x/Z)
(x/2)

Me queda: S=xy+ >
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T
— x?

S=x.
= xy+8

Bien. Ahora fijense ¢ Cudnto vale y ? ¢ Tengo alguna manera de calcularla ?
A ver, a ver. Dicen que el perimetro de toda la ventana tiene que ser 12.
Hagamos un dibujito.

Esto es el
& perimetro de toda
la ventana

El perimetro total de toda la cosa a va a ser:
Perimetro = Perim | | + Perim /"
—> Per=(y+x+y)+(2mr/2)

El radio es igual a x/2 y todo el perimetro vale 12. Entonces:
12=2y+x+ ng

De acd puedo despejar y: -
2y =12 -x - Ex

:>y=%(12—x—ng

Ahora reemplazo esto en la expresion de la superficie. Tenia:

S=x.y+gx‘2 e y=6—§—%x
:>S=x(6—%—%xj+gx2
Esto queda:
X m o, m,
S—bx——>_——
6x > 4x +8x

—S=bx->-x?1
2 8
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:>S=6x—x2(1+£)
2 8

Esta es la funcion que me da la superficie de la ventana. Ahora hay que
entender lo que pide el enunciado. El enunciado dice: "que pase la mayor
cantidad de luz posible” ¢ Qué significa esta frase ?

Rta: Significa que quieren que la superficie de la ventana sea mdxima.

¢ Entonces ? Entonces tengo que buscar el mdximo de esta funcién.

La derivo y la igualo a cero: ;

ol

. 1 =
S'=6-2x| = +—
= 6 x(2+8j
1 @
Ahora: S'=0 -2x| =+—|=0
ora =6 x(2+8j
:>6—x(1+£j:0:>6—x(4+"j=0
4 4
4+m
:>x[ y) j—é
e 24 éValor‘d?{(que
“4.n hace maxima la
superficie

Bueno. Ahora bien ¢ Cémo verifico que en este valor tengo un mdximo ?
¢Hago la derivada segunda ?

Rta: No. No hace falta. Fijense que la funcidn 6x—x2(%+%j es una pardbola.
¢ Va para arriba o para abajo ?

Bueno, tiene que ir para abajo porque el término cuadrdtico es - . Es decir

que tengo algo ast:
Fﬁﬁ M&X| o
i
'

Conclusion: La Unica posibilidad es que la funcién tenga un mdximo. Reempla-
zando el valor de x que obtuve en FUNCION saco el valor de y. El par de
valores x e y son los que hacen que la superficie de la ventana sea mdxima,
o lo que es lo mismo, hacen que la cantidad de luz que entra por la cosa sea
la mayor posible. Eso es todo con este ejercicio y con el fema de derivadas.

FIN TEORIA DE DERIVADAS
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Segundo Parcial AS“W[“’ TEMA 2

...... NOMBRES:.....................D.N.I:. ... ivun..

NOTA

INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS:..........

CORRECTOR:

HORARIO:......... AULA: ......
NOTA ler. PARCIAL:

PROMOCIONA

RINDE FINAL RECUPERA: 1lro-2do INSUFICIENTE

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

3

1. Sea f(x)=x +3x%-10%x+2. Hallar todos los puntos de grafico de f donde la

recta tangente tenga pendiente 14.

k3 s

Ejercicio 1

Nos dicen que f(x) = x*+ 3x% - 10 x + 2. Piden que calculemos los puntos donde la
pendiente de la recta tangente 14. Pero... ¢ como se calcula la pendiente de la recta

tangente ?

Rta: Sabemos que la pendiente de la recta tangente en un punto, es igual a la derivada
de la funcidn en ese punto. Entonces, lo primero que hay que hacer es encontrar f'(x).
Para esto usamos que la derivada de x" es n.x"".

f(x)=x3+3x-10x+2

f (x)=3.x°+3.2x-10

Tengo que f (x) = 3x*+ 3.2x - 10. Igualo a 14 y averiguo x

3x°+3.2x-10=14
3x°+32x-10-14=0

3x%+3.2x-24=0

Uso la férmula para calcular las raices de una ecuacién cuadrdtica

| —6%./6°-4.3.(-24)

X =
2.3

Xx= -6+18
6

x=2 yx=-4

Rta: Los puntos donde la pendiente de la recta tangente es 14 son:

(2.,14)y (-4 ,14).
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2. Hallar los intervalos de crecimieqto y de decrecimieﬁto, los méximos y

minimos relativos y las ecuaciones de las asintotas verticales de la

x_2

3 Hacer un grafico aproximado.

funcién f(x)=

Ejercicio 2

Nos piden el estudio completo de la funcién f(x) = 1 X 3 Bueno, vamos por partes:

- Dominio:
Son todos los valores de x para los que podemos hacer la cuenta de f(x). Como no
puedo dividir por cero tengo que pedir que 4 x - 3 # 0, 0 sea que X % 3.

Asi que Dom =1IR —{?/4 }

- Asintotas:

Hay que fijarse si hay asintotas verticales y horizontales. Los candidatos a asintotas
verticales son los puntos que no estdn en el dominio. En este caso x = 3/4. Entonces,
calculamos el limite de la funcién en ese punto.

2

lim f(x)= lim X -« = x-=3/4esunaasintota vertical
x—)% X—>% 4x —3

Las asintotas horizontales son mds fdciles de calcular. Todo lo que hay que hacer
es calcular el limite de f(x) en el infinito. Si nos da un ndmero, es una A.H.:

2

limf(x) = lim 4; 3 = e = no hay asintota horizontal

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los mdximos y minimos
tengo que derivar la funcién. Como hay una division uso la regla para derivar una

divisién.

f (x) = 2x. (4x-3) - 4x°

(4x - 3)?
f (x) = 2. 4x%- 2.3x - 4x°

(4x - 3)°

f' (x) = 8x° - 4x° - 6x
(4x - 3
f' (x) = 4x° - 6x
(4x - 3)?

Sabemos que la funcién crece cuando su derivada es positiva, y decrece cuando
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f'(x) es negativa. Entonces, tenemos que ver el signo de f'(x) en todo el dominio.
Lo que hacemos es ver donde no existe o vale cero (puntos criticos). Esto pasa
cuando el denominador es cero (x = 3/4). Igualo a cero f'y despejo x

4x*-6x=0
(4x - 3)

4x°-6x=0.(4x-3P% D 4x°-6x=0

Uso la férmula para calcular las raices de una ecuacién cuadrdtica:

_—(-6)*./(-6)-440

2.4

X

x=6+6 las soluciones sonx=3/2yx=0
8

- Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:

La funcion crece cuando f'(x) es positiva, y decrece cuando es negativa. Entonces,
tenemos que ver el signo de f' en todo el dominio. Para eso, hay que ver donde se
hacer cero y donde no existe (puntos criticos). Dividimos el dominio en intervalos
y vemos el signo de f' en cada uno probando con un nimero.

X (-=2.0) (0,374) (3/4,3/2) (374, =)
f'(x) + - - +

Entonces, ya fenemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento:
Crec: (- ;0) U (3/2; +) 'y Decr.: (0;3/4)uU (3/4: 3/2)

Ya sabemos cuando crece y cuando decrece f(x). Buscamos los mdximos y minimos .
En x = 0, la funcidn venia creciendo, y empieza a decrecer = x = 0 es un mdximo

En x = 3/2, pasa al revés = x = 3/2 es un minimo de la funcion. Con lo que calculamos
tenemos que el grdfico aproximado es:

Minimo en
x=3/2

x
a »

_3 _ = 0 1 2 3
/ <«—Asintota
Maximo en’ - vertical en

x=0 x=3/4
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i

E MATEMATICA TEMA 3
APELLIDO: . . ... ....ouuuu.. .NOMBRES: . . . .\ DaNeIt oo,
1 2 3 . 4 NOTA
INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS: . ........
— : HORARIO: . . .. AULA:
CORRE ' NOTA ler. PARCIAL:
PROMOCIONA . RINDE FINAL RECUPERA: 1lro-2do |INSUFICIENTE

En cada ejercicio .estriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

1. Sea f(x):@n(4x2+3x+a) . Determinar el valor de aeR de manera que la recta

tangente al grafico de f en el punto de abscisa x,=-1 tenga pendiente ——%—.

Tenemos la funcién f(x) = In (4x® + 3x + a) y queremos la pendiente de la recta
tangente. Para averiguar esto hay que saber dos cosas: la pendiente de la recta
tangente en un punto, es igual a la derivada de la funcion en ese punto. O sea:
La pendiente de la recta tangente en x = -1 es f'(- 1)

Primero calculo la derivada y después evalido. Uso la regla de la cadena,

f'(x) = 1 . (4x% + 3x + a)
4x®+3x +a
F(x) = 1 (2.4x+3) =
4x°+3x +a
= (8x+3)
4x%+3x +a

Evaldo en x=-1

f () =_(8(-1)+3)
4(-1)°+3(-1) +a

' (%)= (-5).

l1+a

Como me piden que la pendiente sea igual a —1/2 tengo que:

f(-1)=-3
(-5) =-1/2 = (-b)=-1/2. (1 +a)
l+a
52=1+a=10-1=a

a=9

RTA: a tiene que valer 9 para que la recta tangente sea igual a - 1/2 en x = -1
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148x2

2. Sea f (x)=xe Hallar méaximos y minimos relativos e intervalos de

crecimiento y de decrecimiento de f.

Acd tenemos un ejercicio de estudio completo de una funcion. Parece ser un poco
dificil, pero a no asustarse. La funcién que me dan es: f(x) = x. e!8%"2

- Domino: esta cuenta se puede hacer para cualquier x, por lo tanto no hay
problemas. Dominio = R

- Asintotas: no existen asintotas en esta funcidn.

Para buscar los mdaximos y minimos derivo la funcién e igualo a cero. Uso la regla
de la derivada de un producto

f' (x) = 1.e"¥2 + (x.(e"¥?)y

y ahora uso la regla de la cadena para derivar lo que esta entre paréntesis
f' (x) = 1182 4 x (¥2), (-8.2.x)
f' (x) = 82 - x (e!8%"2). (16.x)

f: (X) - e1—8x"2 _ 16X2.(€1—8><A2)
Igualo a cero y despejo
el-8x“2 _ 16X2.(61_SXA2) -0
Saco factor comtin e***
e®2 (1-16x%)=0
Y como e no vale nunca cero, para que esa multiplicacion dé cero, lo otro
tiene que ser cero. Enfonces:

1-8x"2
1-16x°=0
1=16x° —» 1/16 = X°
X =./116 —|x =1/4
{ X1= W
X2 =-V4
Como también tengo que calcular los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Me conviene usar el criterio de la primera derivada. Calculo la derivada en los puntos
a la derecha y a la izquierda de los puntos criticos

Los puntos criticos son

X (-o0.-1/4) (-1/4,1/4) (1/4, )
f'x) - + -
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Por el criterio de la primer derivada x = 1/4 es maximo y x = - 1/4 es minimo.

En f(-1/4) En f(1/4)
hay un f(0)>0 hay un
minimo l mdximo
R 0 s 1
f'(-1/2)<0 f(12)<

Rta: El mdximo se encuentra en x = 1/4 y el minimo en x =- 1/4. Los intervalos de
decrecimiento son (- ; -1/4) y (1/4 ; +x). El intervalo de crecimiento es (-1/4 ; 1/4)

B MATEMATICA Segundo Parcial TEMA 4

APELLIDO: « o o o oeeeeeeeee NOMBRES: . . .. ... .. ...... .ot NI
1 2 3 4 NOTA

INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS: . . .......

HORARIO: . ..... ... AULA: . . ...

CORRECTOR: NOTA ler. PARCIAL: |

PROMOCIONA RINDE FINAL RECUPERA: 1lro-2do | INSUFICIENTE |

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

3,2 _ . ’
1. Sea f(x)=e = “3X +9X  pollar todos los puntos del grafico de f en los

cuales la recta tangente es paralela al eje x.

Si la recta tangente es paralela al eje x entonces va a tener pendiente igual a cero.
Como la derivada evaluada en un punto es la pendiente de la recta fangente en ese
punto, calculo la derivada e igualo a cero

f(x) = (e*”*“z*gx )

Uso la regla de la cadena

!
_ e—x3—3x2+9x .(_ X3 _ 3X2 n 9X)
Derivo - x° - 3x%+ 9x. Esta deriva da: -3x% - 6 x+ x . Entonces

f/(x) =g 3 .(—3x2 —6X +9)

Busco x que cumpla que
e (L3x2 —6x+9)=0

En Nro e elevado a cualquier cosa hunca da cero. Entonces para que la multiplicacién
sea cero, el paréntesis tiene que valer cero. O sea:
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3x°-6x+x=0
Busco las raices

. —(-6)£/(-6)* —4.(-3)9 6144
- 2.(-3) -6

las raices sonx=-3 y x=1

Rta: los puntos donde la tangente es paralela al eje x son 1y -3

2. Sea f({x)=x+ 334 . Hallar dominio, ecuaciones de as%nto:as, maximos y mi-

nimos relativos, intervalos de drecimiento y de decrecimiento de £. Con

1a informacién obtenida hacer un gréfico aproximado de f.

25
X+4)

La funcién a la cual tenemos que hacer el estudio completo es:  f(X)=x+ (

- Dominio:
En el dominio no van a estar aquellos puntos donde (x + 4) = 0. Entonces necesito
que x + 4 2 0. Y el dominio me queda Dom = IR —{- 4}

- Asintotas :
En x = - 4 tengo una asintota vertical.

- Mdximos y minimos: Ahora busco los mdximos y minimos viendo donde la derivada

se anula,
f(x)=1+0.(x+4)-25.1
(x + 4)°
Usé la regla de la derivada de la division
f'(x)=1-_25
(x + 4)°

Busquemos los puntos donde la derivada no existe o vale cero:

- Cuando la derivada no existe: el denominador es O, esto ocurre en x = - 4
- Cuando la derivada se anula:

1-_25 =0 1o 25
(x + 4)° (x+4)°

1 (x + 4) = 25——|x +4|=+/25 —|(x + 4) =5

Saco el médulo y queda
x+4=5 = x=5-4
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2> X=1
x+4=-5=>x=-5-4
2> X=-9

Ya tengo los puntos criticos, dividimos el dominio en intervalos. En cada intervalo,
podemos calcular el signo de f'(x) probando para algtn valor.

X (-=.-9) (-9,-4) (-4.1) (1, =)
f'(x) + - - +

Donde f' (x) es positiva, la funcién crece = Int.Crec.= (-2 ,-9)uU (1, )

Y donde es negativa, la funciéon decrece = Int. Decrec.=(-9 -4 )u (-4, 1)

Ojo: - 4 no puede ser nunca ni un mdximo ni un minimo porque ahi la funcién no existe.

Y el grdfico aproximado me queda

4 1] 1 2 E
¥
1. Sea f(x) = (‘:—+ 5x) .ln(—i—x). Hallar el valor real de k para que la

pendiente de la recta tangente al gréfico de f en x =4 sea 3.

Para poder encontrar el valor de k, lo primero que debemos hacer es buscar la
derivada de la funcion. Vamos a tener que usar propiedades de la derivada para
poder hacerlo: primero acordate que la derivada de una multiplicacion es

f(x). g(x) f(x)"g(x) +f(x).g(x)".
Y también tenemos que acordarnos de la regla de la cadena. Derivemos:
k 1 '
f(x):(—+5len(—xj ,:(5 j [1 J (K j [1 J
” 4 = f(x) X+5x In 4x + X+5x In 4x
k
—+5X
, [ K 1 (er jl
f(X) _(_F—FSJIn(ZXj—Fl—Z

=X
4

!
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Simplificando este choclazo horrible, nos queda:

k+5xj

f(x)’(—%+5jln%x+(x—

X

Ahora, nos dicen que “la pendiente de la recta tangente en x = 4 sea 3". Esto
significa que si evaluamos la derivada en x = 4, nos tiene que dar 3 (es decir,
f*(4) = 3) Sabiendo esto podemos despejar k:

f(4)'=(—£+5j|n1+[wj:3
16 2

Como el logaritmo de 1 es cero, todo el primer término desaparece y la cosa se
simplifica. Despejemos el valor de k y terminemos este ejercicio...

F(a)y =3= k/4+20
4
Este es el valor de k que hace que
= k=-32 | < |qderivada de f(x) en x = 4 sea 3

- 2¢- ~Hallar: -dominio, -ecuaciones de las asintotas, miximos y minimos relativos
intervalos de crecimiento y de decrecimiento .de la funcidn:

fi{x) = Ly 12 . 2. con la informacién obtenida, graficar aproximadamente

3 x

Nos dan la funcién f(x) :%X+E+2 y nos piden que hagamos un andlisis completo
X

de la funcion (yo voy a hacer un poquito mds de lo que piden asi practicamos).

- Dominio.

Tenemos que fijarnos si existe algdn valor de x en donde la funcion tenga problemas...
fijate que si x = O el segundo término de la ecuacién nos queda 12/0 y eso no puede
ser. Por lo tanto x = O no pertenece al dominio.

=  Dom f(x) =% -{0}

- Asintotas.

Primero veamos las AV: los valores de x que no pertenecen al dominio de la funcidn
son muy buenos candidatos para ser AV. Fijémoshos qué pasa con el limite de x
tendiendo a cero:

Lim x50 1x+£+2=oo
3 X
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1X+E+2=oo = Porlotanto x=0 es AV.

X
Tiende a cero tiende a infinito

Ahora, miremos qué pasa cuando x tiende a infinito:
Limyx,ef(x)= 0 = No existe AH

- Mdximos y minimos. Para encontrarlos tenemos que buscar los puntos criticos
de la funcion ¢Como se hace eso?, Fdcil, tenemos que ver cudndo la derivada de la
funcidn vale cero o no existe. Pero para eso, primero tenemos que saber cudl es la
derivada. Busquemos f(x)":

1 12
f(x) =2-=2
(X) 3 ¢

Fijate que la igual que f(x), f*(x) no estd definida en x = O (no se puede dividir por

cero!), esto significa que x = O es un punto critico. Busquemos ahora cudndo la derivada
se hace O (que son los posibles maximos y minimos de nuestra funcion).

f(x)’=0 = 112

12
3 XZ 2

0:>1:
3 X

= |x|=6

Esto significa que en x=6 y x=-6 tenemos 2 puntos criticos. Para saber si son
madximos o minimos nos fijamos cudnto vale la derivada entre estos valores:

f'(-2)<0 f’(2)<0

1 s 0 6 1

f (-7)>0 f(7)>0

Las flechitas indican el sentido de crecimiento de la funcién. Cuando apuntan para
arriba, significa que f(x) crece y cuando lo hacen para abajo, que decrece.

Podemos ver que a la izquierda de -6 la funcidn crece, y a la derecha decrece
= -6 es un maximo. Lo contrario ocurre en 6: decrece a la izquierda y crece
a la derecha = 6 es un minimo.

Los intervalos nos quedan:
Crec = (-<0,-6) U (6,+)

y Decrec = (-6,0) U (0,6)

Ahora con toda esta informacion podemos graficar (aproximadamente) la funcién
que nos dieron. Es algo ast:
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y

2/l «——Asintota

) vertical
Maximo enx=0
enx=-6

-20 -10 0 \\ 10 20 3

/

| Minimo

enx="6
.~ L pMATEMATICA" o ~ Segundo Parcial ‘ TEMA 1
 4PELLIDO: W ..... - -NOMBRES: Wit G/ 5c/x. . . . ... D.N.I:..3079%:¥5. . ...

1 [\ NOT

(5 U \/. K ) m INSCRIPTO EN : SEDE: Avelfan.. DIAS: licte. y.5b.
: : j HORARIO: 7 {045 . . AULA: . 8. ..

CORRECTO '\(\"’C}QQC, \Np’rA Mer. PARCIAL: ¢ (coavre) 8-

PROMOCIONA FINAL ,A</ RECUPERA 1RO RECUPERA 2DO

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que Jjustifican la respuesta

1. Sea f(x)=n110+ax’). Hallar aeR de manera gue la pendiente de la recta ’
tangente al gr&fico de £ en el punto de abscisa X,=1 sea m=-2.

Nos piden que busquemos el valor de la constante a para que la recta tangente
en x = 1 tenga pendiente igual a -2 (es decir, f* (1) = -2). Para hacerlo tenemos
que encontrar primero la derivada de la funcién. Usamos la regla de la cadena:

3ax?

f(x)=Inll0+ax®) = f'x)=————
) ( i ) ) 10+ ax®

Una vez que tenemos la derivada, y como nos piden que busquemos el valor de a
que haga que ' (1) = - 2, podemos plantear:

3a1® 3a
=% _ 5 f@)=-2=
@ 10+a1® @ 10+a

~2(10+a)=3a=-20-2a=3a =-20=5a =

Ahora, simplemente despejamos el valor dea: | a=-4

Y eso es todo lo que nos pedian.




INTEGRALES

| r(xyax = g(x)

P = g(b)- g(a)

TEORIA Y EJEMPLOS

Todo el tema “integrales” explicado con
ejercicios de la guia y de parciales

1) Integrales indefinidas

a) Integrales inmediatas por tabla

b) Método de integracién por sustitucién
c) Método de integracion por partes

2) Integrales definidas

a) Regla de Barrow

3) Cdiculo de éreas

F(x)

j
F(x) - J (K) Ax
[ W \

TECHO PISO
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INTEGRALES - TEORIA Y EJEMPLOS

Este el dltimo tema de esta materia. Aprender esto te va a ayudar a calcular
dreas de figuras o areas bajo curvas. Algunas ya las conocés. Por ejemplo, un
rectdngulo que tiene superficie = Base x altura. Otras dreas son mds
dificiles de calcular, como por ejemplo :

wc(xj =X Fio)ex

Stz 3 X

La derivada de una funcién en un punto x = a del dominio es la pendiente de
la recta tangente a la funcién en el punto del plano (a; f(a)). Este dibujito
que hago ahora es grdfico que habiamos hecho para mostrar la recta
tangente a una funcion en un punto. ( O seaq, la derivada de f(x)en x = a).

}‘F(ﬁ Reem TavsEnTE A $6)
Pol &L PONTD (a.)- 178)

LA PeapiemTE DPe
ES™M Recem g8

f '(a)

QeneuTe X=0
DeL Dorwio (venivama se fau )

e F&)

La integral de una funcién también tiene un significado geométrico. La
integral de una funcion va a ser el drea que encierra el grdfico de la funcidn.
Hay una relacidn entre derivar e integrar que les voy a explicar después

Veamos un grdfico para ver qué quiere decir “la integral de la funcidn f(x)
en el intervalo [a; b] “. Miren bien esto, che :
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A F )

GRAFCO pe -F(x)

AREA ENCERRADA
BAJO LA CURVA

—

\

\

p_-
x\V

b

Lo ponemos ast :

1=
fp(x) dw = El drea sombreada estd marcada por los bordes x =
r x = b, el eje equis y la curva de la funcién f de equis
Mientras la funcidn f(x) sea positiva la integral representara el valor del
drea encerrada entre esos 4 bordes.

Por ejemplo: Supongamos que f(x) = 5 ( Recta constante = 5 ). La Integral
entre a=1y b=4 quedaria:

F(x)
A
5 F(ﬂ‘) :.5 ,

i ACA LOS X =4
BORDES L 4
SON Y=<

F(x)=5
o x

Se escribiria J;45 dx y se lee “la integral entre 1y 4 de la funcién f(x)= 5"

En este caso el drea de la region sombreada es un rectdngulo de base 3 y
altura 5 2

5.5 15

-

Abca T = b'&.«

4
7 f5.d.x
1

Calculé el drea con la férmula base x altura. Pero no siempre va a ser fdcil
calcular el drea encerrada por la funcion. Vamos a generalizar el cdlculo de
dreas a través de las integrales. Entonces vamos a definir las integrales

5

Empecemos. Este proceso de tres etapas formado por:

INTEGRALES

a,



ASIMOV -56 - INTEGRALES

® Q@ ®
INTEGRAL inTEGRAL CAL LD
INDERVIDA DEFINIDA D AreAS
IDTEGRALES RETONO De. RESLA De
y T, ROW
lé_“e'bﬂm Sgsv_'t X E:ﬁg
néEvopo DE
PARTES

Entonces vamos a la primera etapa: la integral indefinida y los métodos de
integracion. Ahora presten atencidn porque esto lo tienen que saber bien .

1 - INTEGRAL INDEFINIDA

Definicién: Dada una funcion f(x) vamos a llamar primitiva de f(x) a
cualquier funcién g(x) con la siguiente propiedad:

g (x) = f(x)
Es decir que si derivamos la g(x), obtenemos la funcion original f(x).
Por ejemplo:
Dada f(x) = 2 x = Una primitiva de f es g(x) = x°
(x?)'=2.x
orque <~ L7 S5
P 95000

También, dada f(x) = cos x — Una primitiva de f(x) es g(x) = sen x

(sen x)'=cosx
—

g'(x) =f(x)

porque

¢ Estd claro ? ¢ Lo ven ? Supongo que ya habrdn escuchado por ahi que
buscar una primitiva de una funcion f(x) es lo contrario que derivar.

O sea:
W&

PADA Tx) = 2% q) =%

Si Derivo g(X)
Deyvewe fx)
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/ﬁéw\m:‘ﬁu

O ™AnbiEY - padA  Fx) = Gos x a(p)=s.zmx
\\______/
derivavoe gx) osredso fix)

Entonces: Buscar una primitiva de una funcion f(x) es buscar otra funcién
g(x) tal que si la derivo obtengo la original f(x): g'(x) = f(x)

Ahora... ¢Qué pasa si alguien nos dice que g(x) = x° + 12 es una primitiva de
f(x) = 2x ? ¢ Tiene o no razén ? Veamos:
g(x) es primitiva de f(x) < g'(x) = f(x)
x? +12 es primitiva de 2x < (x? +12) = 2.
ﬁ_}

2x+0=2x
p) iEs ciertol

— Tiene razén... ¢ Y si nos dice que x*+ 7 es una primitiva de 2x ? Podés

verificar, derivando (x°+7) que también cumple.

CIMQUER Woncho REAL

M
= Ev Geuetal ﬁ(x): xz... CopSMMuTE €S PRIruTIiVA A=

F()=2x pes ﬁ’m = Fox
/
(:(271- C-;psmm) =2.X

\ J
Zx + O o 2x \/él-ﬂe\/

Entonces: Cada funcidn f(x) que nos den tiene infinitas primitivas, tantas
como constantes diferentes se nos ocurra sumarles

Para abarcar todas esas respuestas podemos poner una constante C que se
llama constante de integracion.

PRIMITIVAS DE f(x)=2x son g(x)=x*+C conceR
Cualquier real

—

PRIMITIVAS DE f(x)=cosx son g(x)=senx+C con ceR

— Si buscar primitivas es lo contrario que derivar, acd surge otra
diferencia entre buscar primitivas y derivadas porque derivada de una
funcién HAY UNA SOLA. Pero primitivas de una funcién HAY INFINITAS
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En nuestro caso:

™MIT™MS Owo

: INETAS 2 ¢—\CouSTANES
2 F)= 2x o PRnimivas : () = Lrc DISTIVIAS e .

' sJdne.

Peko si Derivo () - '(w) = (%ra) = 2%
at): g (Frg = 2x
VA somf

—

Ya estds en condiciones de hacer los primeros ejercicios de la guia de
trabajos prdcticos.

Vamos a un ejemplo: hallar una g(x) tal que g'x) = 3

Tengo g'(x) = 3 y busco una g(x) tal que su derivada sea g'(x) = 3, busco una
primitiva de "3, una antiderivada.

BuSCO PainiTiva N 3 (x) = DX

2

~ T
Tenso ! Q‘jf(@ =3 &(K) =7 ade AcRbo.

VERAECO = (bx.)(:'. 3 x=34=3 /

pPUSS DERSVONDO A ‘,
(gm) = ... =D

Pero sabemos que |g(x) = 3 + (| con ¢ € Rtambién cumple que: g'(x) = 3 ya que

cualquier constante que sume o reste, desaparece al derivar.
Vamos a este ofro ejemplo :
¢ Cudl es la funcidn g(x) tal que su derivada es g'(x) = x°?

3

. X

p 2
oo g'(<) =x = SO PEMTVA 5&):%—
)
e X

YA QULE & DER VO (-1‘,3_.;(3); -ga-(xé')t-—a/-“—é;ﬁ = xzséf@)
Y como sumando cualquier constante sigue valiendo =

Primitivas de g'(x) = x* son g(x) = 1/3.x>+ C
Definamos ahora la Integral indefinida de una funcion:

INTEGRAL INDEFINIDA DE UNA FUNCION f(x)

Jf(x) dx= g(x) si ocurre que g'(x)= f(x)
(> Se lee: "La integral de f(x) es g(x)"

O sea, integrar f(x) es hallar una g(x) tal que g'(x) = f(x)
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Entonces aprendete bien gue las siguientes frases:

LA juTEsna L 1ubeFiaibd
be w Rfopcion fo)

VYV TODAS Us FulcionEs
g s Que
&)= ¥&)

B 2ougudTo DE TolAs
s PRimmivas be {6

ii Son todas la misma frase |l

Vamos a este ejercicio: Calcular las siguientes integrales
€RrR
. 2 3
= ,_) fx Ax __g; X"+C
——

<
(%.x%}/:iz.x}tr.é = xz

La integral de x° es 1/3.x> + C porque si derivo esta respuesta, obtengo la x*
original” como cuando buscdbamos primitivas... Ya que “integrar” es buscar

primitivas.
s .-'I.-g..i
M) f\,r;-‘ﬂgs)(z j){é d’( = 7(2 _+.C =
l ve / ‘ } Tt
VX = X ivreseo
>3
= X A e ce R
% A
\._.—-W xz
> . =
PARA veRFaAk, Si DeRivo %.x%c. paga  x
(HJATE 1)
PROPIEDADES:
a) _ff(x) +g(x)dx = jf(x) dx ijg(x) dx

. suma suma .
O seaq, laintegral de una esla de las integrales.
resta ta

res




ASIMOV -60 - INTEGRALES

Por ejemplo, resolver: I2x +x° dx = IZx dx J_rJ'x5 dx

4
Por A
PrOPIEDAD
/’C‘JCLQIR
ooy - G
= y = + =
o PR ruTIVA
PeiniTiva -
DE 2X be X VALE PONER Ws copsTonTES

De CADA INTESRACt=N) &N
OVA Sow copsmnte < &R
FUNE St DeRivANDS XL K rc
OBIENES W “OREINAL" 2X +Xx°
(Ast esTRs SEGueo DE HAPSR (PTESRADS BiGw) D)

Otra propiedad:

b) [k.g(x) dx =k.[ f(x) dx sike®

o seh, VALE APARTAR \AS ConSTAWTES QUE MULTIPUCAN .

Poll een®o: PropicDAD
P e R
fs.mx Ax = . [foos x Ax = 5-(SeuX+C1) =
Tt J
BSTA PRANIT Vﬁc/ DPISTRGOTIVA

W BuscAres |
4 tiane © YA ARSS |

~~
= BD.sen X + Bd.C, —
Sy

YA DERVADA  PARA VERRR R,
DA: >.CoS x jmoa::s,wm‘.

Las propiedades de las integrales son muy parecidas a las de las derivadas.
Eso es porque al integrar uno hace “la operacién contraria” que al derivar.

Ejercicio calcular la integral:
Adom "Saco e 3 por Pest.b

/
f.)i(.-ha‘x-ﬁx dx;—. fix_ le-i—f.:j.x dx - JeX Ax =

PRoPieDAD a_
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AcorDATE INTe SO cADA Co c IR
Mre o < ! D <
Aco L% QUE WC

i'_- \ ]
(%)= L _;_x‘)-.:%,i.x:x
Y fijate que si derivds el resultado te dard la funcion original

Con todo lo visto hasta ahora podemos construirnos la siguiente tabla de
integrales (o primitivas, o antiderivadas)

| f(x) J £(x) dx
x" (h=-1)| 1 X" 4 C
n+1
x! In|x|+C
e e*+C
Sen x -cos x+C
Cos x Senx+C
coiz X Tang x + C
£(x) + 9(x) | JF(x) dx +Jg(x) dx
k. f(x) k. Jf(x) dx

Los resultados de esta tabla se suelen llamar Integrales inmediatas

Hay otros ejercicios mds dificiles para las cuales hay que aprender dos
métodos que ayudan a resolverlos.

METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION

Se basa en una aplicacion de la regla de la cadena para derivada de funciones
compuestas, pero la explicacion prefiero hacerla sobre un ejemplo:

f‘sm(ax) dx = CQiol esto Mo DA —ealx) A gue S
DerivARes esvA (ONIBitioN QUEDA :
@ QMAaﬁm (b)()} !Qu':' po ES A

ESTA DA
DeZiVobA DE 3X  Dek.DE EDP&G{!HAL.{
ws X
TUALOADA &) 2X. sen (3x) !

La idea de este método fue buena porque estamos cerca de [senx dx.
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Esta integral estd en la tabla. Propongo hacer una sustitucién (Y de alli el
nombre de " Método de sustitucion" ). Hago : u = 3x. Fijensé :

berwo cone ) Dehive wro

st m Foeen 31 K FueRA
LA VaRiApLE W Varablie
1.du = >.Ax
§ mesPeo dx
dx = Jdv
bn

Con el reemplazo el asunto queda:

I

=
fm(bx)dx:fMM,_d_A; —%f‘ﬁm,u. 0(/4_:-_
S W
A&v/ \\_J/ esma ST €S
Lo SACO Por ( iwneniama !

(estA en ™o M)

I

= 4 (—MM)-i-c.

" DervVALle ¥ Fdae
Que DafA A orcivals
A (Bx)

Conpo M:_})(

HAY Qe VOWVER A 4 VARALLE
okicina(x) sienpes |

Otro ejercicio: Hallar la Integral j___’i"_____ Ax
>+ A

z
SostiovYo CM: X t1

. Derwwo 4 = dx
c‘fﬁ‘ﬁ Adu =2.xXAx o x = ” .

2x
Reemplazo en la integral original:
PoR (® :
X Ax = J=2 e = [ aige o L4 e
XA - ™ 2% e /"’* o
SesTiTUVG SACo es ™ esm
v=xXH GoONSTNTE iWne DiAm™
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Pucs, (ﬂqm\)(-.-_-i_
M=
_-::._12._. A[Mli-c =
~

¥ Si DEfivAs £Sw
VUGLUO Sig nfiE
A W VakabLs X

Te DARA (A'OR: eiwA<

>
K21
Atencidn: Si al hacer una sustitucion no se reemplaza o simplifica toda la
variable "x" y aparece sélo la nueva variable "u”... iii No sirve Il

i Jamds, después de hacer una sustitucién pueden quedar conviviendo la
vieja variable con la nueva ! Si eso te ocurre es porque estdn usando mal el
método o porque este método no servia para este ejercicio.

Otro: Resolver la Integral: f X' fux dx

fx“.,ﬁu.x dx = j%ﬂux Adx =  SosHTuvo -

= .'/
X =%
) = ﬂrv\.x” @
Jo, M ) p
9‘?(4.0\,&: _1"'&)( ~ = Desbaio d,x@ X. A
SeSETTOYS

/’—'_\
» Jybodem Jye gt o Ju b g pdve
NS ‘ﬁ

?o&@
/“-t\"-
= %(.,(’Mx) +C = —\Z—-ﬂvfx t+c

JVUQLUO A
W VaAble X

¢ Estamos ? = En breve, el método de sustitucidn consiste en:

1) Proponer la sustitucion u = algo con x

2) Derivando a ambos lados, despejar dx = algo con du

3) Reemplazar en el enunciado lo de 1y 2 rezando para que desaparezca
todo lo que tenia "x" y sélo aparezcan términos con la nueva variable
"u" (Si no lo logrds, intentd otro camino PERO NO SIGAS)
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“ II

4) Resolver la nueva integral con
5) A la primitiva ya hallada, volver a poner lo que corresponda con "x"
donde decia "u" (segln sustitucion del punto 1)

No todo ejercicio sale con este método, por eso también tenés que saber el
método de integracién por partes. Vamos.

METODO DE INTEGRACION POR PARTES:

Este método estd basado en la propiedad de la derivada de un producto
entre funciones. Sirve para hallar integrales de un producto. Dice:

Juvdx= uv- Juv dx

Es decir que la integral del producto u'.v si bien no la resuelvo en un paso, la
cambio por
uv -Ju.v dx

Esperando que la nueva integral que se forma si sea fdcil asi la puedo
resolver un paso mds adelante. Miren este ejemplo:

Resolver la integral : [ x . cos x dx
Pt Forrua @
/ MmN s v
/— —
joc e X, AX = A x. x — [Arax. L Ax =

EL‘IJO M"' Cen X

CLIYO V=X
—__;':-_4_3 = M= A K
o ey
= X.AUA X -‘fmx AX = X Seax - ("C-u':ﬁ‘l-rﬂ;t)
\.__._.-—V---_.__,.-'"
L£5TE £5
ihebiamid
€310 YA Mo (st en TABW)

Bl jmxdx = -CopX tC

3i Leﬂ-iv'f_‘&,mm VERIFCAR | TE
- Dara A ORGINAL: x.Gen X
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Lo complicado en estos ejercicios es saber elegir quién hace de vy quién
hace de u'. Practiquemos a ver si le encontramos la légica:

Resolver la integral : J x*.sen x dx

ot FSRnA (B

i
r—'—"1"“1 v
2 / J'_'M—'l‘i__\.
jx.swx Ax = =-CoK. :-: - =R . Ix.Ax —
\- ELEJC‘;& M:-_.m-x
Euido V=X inTeses |
= -t R
{ Dsera( > mrecen J ieee,
‘1MC'GEL2¢

Por Peopb b

(T (Hem:;l{uemJ ={3)

z
= =X cox + 2 x.cmx Ax
- \_,_--—-—\_,Y,_.—-_‘_‘_'_‘/
Yoy No S=
TocA TAS | o NE SalpRA €3TA \WTESRAL ¢

NO & INNEBATA Mo csma cu TABLA.

Pero si la comparamos con el enunciado original estd mds facil porque el
ejercicio decia

_fxz. A X Ax
5 LL"TN@ooanE-re.;oq
ceado 2
PV AHoRA TENEHOS ¢ X . GCop % dX
f zgwméﬂhm
Grado A

Si volvemos a aplicar el método de partes a esta nueva integral, caerd el
grado del polinomio a grado O (i Constante real !). Ahi saldrad la primitiva.

O sea:
2
jx"'.w«x AX = ~X. WX +2. /Jx.cox dx
. \'. o Mfc Ceora X
ELuo Y=X = 4 = X
e N .
> V=1 Deivo ! ly :

Este choclin queda :
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AFecA A -Tohe
A
2 d ? s U e | — M
= j""“""" Xz = KGoX +Z+( MmX. X ~ ) AuX. 4 Ax =

W—/

= jxl.,&wx dx = -)é.wai-Q.x.wt,X -ZJ\WX R x
i —
DisTRGIYO i nebiATA |

&L “2”
POk TM6LA : jw«-xdx= “Coo X +C

_‘__?

xz./w.ax dx = “)(z.f-.-cvx +2XSuu X +2C>= X + C

Toda la ciencia en el método de integracién por partes radica en como
elegimos quién es u'y quién es v. Acd van unas pistas. Si el ejercicio dice:

exponencial
logaritmica
trigonométrica |
uotra

[ (polinomio), dx

Trig
! Exp

d — . . . I —
= elegiv polmomlo) Derivol y u'=| 7

Otra

= v'=(polinomio)' = u'=Integro!

Asi cuando usds la formula de integracidn por partes, aparece el polinomio
derivado (V') que, como tiene un grado menos (ya que al derivarlo se le resta
1 al exponente), te quedard una nueva integral mds fdcil de resolver. Aunque
quizds, como recién ocurrid, haya que usar varias veces el método.

Resolver la integral : J (x%+3x).(x+2)°dx

f(x"‘-bx). (x fz)_sdx
; Y woes

Py venio PO NSIUD
DE crato 2. A -5
Y M= (1C.+2.)

Dima@ao.‘

V= )(le-bk >
Por sustimsciow

Depvo | > M= f(xafz)'s
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LlAMO 1L =xs2 v

Cd‘t udd){, r_/\-ﬁ

= f(z(t-z.)ﬂsd.)(= f‘t-sdf = £t 4 +C = ._(_’.(..f_{'l-... +C
B =

= [ (esx). (x2) " = (’“f,)-q (sx) - [ (zea) o

I‘''l---"'_"m..i"_"""'k—--"'-w""—""-

"f _.l'..{_r M e \.._..-—-\,-""--"’ o . \‘-___.___f:-p"
- v A v
SALE Cono () #aGo papTES
PoR Pecp. b bC NRio Agul

Cone 2%t €3 feuuprao

-4
Syso : N --2x+5 we (¥ 2)
)EEhuaf -4 ) inTEcko !
> M= j{:c-rl) Az

Pk ST ¢ £ = x42
~4 . -3 S wunN
9 j(:dt-t) d}t:j_tqd‘t': _'E-_l_.{.c. = (x+2) Le

= J'&z+}x) (;t +1) dx = ("“*_2' , 6: +5--:> 'l"I(.’“l} (2 +3:} f "“1} l
K"__-_‘_""-——-""/
bramlibuyo & “-}1-" Y AMECAD SACHNOS:

=>
-5 -4 -3 A -
ixuﬁx)_(mz)éﬁ =-52) (xiéx)-:_z(xﬂ).(lua) 4% .f(mz) dx
¢
Satz fol JUSTirocion)
+= X+2
d'& = <lx

-2
= j(&ﬁfl}.‘h'ﬁ .—.j{d‘d'f_ = __:__i_: + €= (1{;2) +C

-7 -4 =k -
= j(uz-!-f’*)- (,.:+z) =t --z- (*’r?) . (1(1#5*) -f-%.,(:(rz). sz-ﬁ)+ _;_, g 1:-2!1 +<
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Resultado lindo, ¢ No ? Lo importante es ver como se actia ante un ejercicio
de este tipo, con prolijidad y tratando siempre de no perderse en cada paso
respecto de lo que estds haciendo y a qué apuntds.

ofra j
., | dx
funcion

Regla (til: j(polinomio)x[

Elijo v = (polinomio); u' = (La otra). Enel 99 % de los casos sale

Otra ayuda dtil es:

[ (polinomio) x (trigonométrica) dx

Elegir como u' aquella cuya primitiva u sea mds fdcil de obtener y la otra serd v

Ejemplo: Integrar [ e* sen x dx

j@.’(- Al X O\X —
\ \p V= 2w X = Vvie cpx
u
x NiSero| — DEbe)

—

GLi\bl}&r: e ’.ﬁ
. X

PoEs SO PRAMINMVA M =€ e¢ PacicaThA

P= oorener | Pucs fe"‘dx =e™

r

A \} Fin v [y
o | E— T 1 WWHEDIATR !
= 5 seux - ) e". corx Ax
\—’—"W

ES ™y Fery DE HAUWAR
Corneo Et Peofio EIERGE O

Aplico de nuevo el método de partes. Elijo :

' X
amu =< V= CenX
);UTEGQQ{ U ) Perave !

e = ~Jl X _—

= M- e

(G-(EG'I,’).LJ v/ CORO AL PRANCPIO)
JA v A \."f
— T | B —— ]
X

= fe,x.WK Av = e".wx - ex.can)( -—fe"_ (—Szux)d.

N

>A @

= ABlo e coRetHeTE (NECEDEJ&O PR, @) s
antsa robe

X
= e,’(.MMx ol\a = e’(.wx ue.-cmx-‘fex.Wx o’\x

\_/—\/_\—/
VER
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Se me formé de nuevo la integral que tenia al principio. Parece que no hay
salida, pero no, es al revés. Lo paso al otro lado sumando :

(Aed+larec) = 2.4 e0

ex Afan K ~ @-K_C«'?JX

= je,x. Mchlx -Efe,x./lbu.ﬁ dx =

= Z.J‘e,’(. AMaax dx = Gx.Ath " g X
c&R

PASc e
27D iDIENDO D

éFEz:? RR PAVSR |

En la guia hay algunos ejercicios en los que hay que usar los 2 métodos

Ejemplo: Integrar [ Inx sen (Inx) dx
X

fﬁwx. (Mx)_ Ax o Cono o "MAS Feo  Parece
Sek f:.m(-ﬁux) Susnmfmcqs

"t o= L
) peeivo |
"dt _'l_d.a N

nawuf[

=2 destele dx = x.dt

iy
:}j‘&*”‘u‘*(ﬂ“i)-d;c: _/;t_;.i"z_“._{:t_lﬂ’(-dt -
x —X

/

ﬂﬂ@qx)-":

=j-L..;m‘Jc d+ = ELIUO = peqt
5’ L\" mﬁamnémm |l' M--Mt )fm{

v L AV w v

o Jtomat dt= cmt. t - [-wot. 1. dt
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- -L.cnT 'i"jc.cot dt

'\._.--——-NJ'_"‘"—-"!
{uhepmm.! PO TMBU S SenN(E)+c
—t.emt +s=ut+rc con <€ R

Pero como hicimos la sustitucion t= In x, volvamos a la variable x para
terminar:

—(In x).cos (In x)+sen (In x)+C

J-In x.sen (In x)dx:

Vamos ahora a la segunda parte de este tema que es la aplicacién de la
integral. Presten atencidn que esto se foma mucho. Entonces :

2. INTEGRAL DEFINIDA:

La integral definida de una funcidn es una expresion del tipo:

/ [ £ dx
-

a, b son dos elementos reales
(a,beR)

La integral indefinida devolvia todas las primitivas de f(x)). La integral
definida da un ndmero. O sea, puede 2, 5, 28, 3,14, etc

Ahora bien, ¢Cémo se calcula ese ndmero real resultado de una integral
definida ? Rta: Aplicando la REGLA DE BARROW que paso a explicarte:

REGLA DE BARROW < (LEER)

Si [f)dx=g(x) =  [f(x)dx=g(b)-g(a)

O seaq, si tfenemos una primitiva g(x) de la funcion f(x) a integrar, la integral
definida de f(x) entre ay b es el nimero que resulta de calcular la primitiva
g(x) en x = by restarle la misma primitiva g(x) pero calculada en x = a.

Veamos un ejemplo:

debe dar un nimero real

x?dx =| como resultado yaque | = Usemos Barrow para calcularla

f(x)

O ey N

es unaintegral definida

Busco primitiva de x?
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1
Ixzdx =—Xx’+c
5 3 Esto es hacer Barrow
A
—_ -

Calculemos esa primitiva en x = 2 y le restamos lo que vale en x = 0

%.x3+c enx=2 vale: 1.23+c_1 8+c=§+c—>9(2)

1 1

~x3+c enx=0 vale: =
3 3

3
0%+c=t
' 3

0O+c=0+c—g(0)

Ahora, como dice Barrow, restemos:

J'xzdx (8 )l0+c 8 —O/c:g —> el Resultado € R

3

Cambia
signos
Hagamos otro:
fMM x Ax = Coho PMMITIVA SeL | = ~C0 (“)— (’C“’o) >
Sew X &5 (- x) ] SL \
09 3= BArRowW : Resmar  9(w) "é(")

En general, vamos a escribir:

b
g(x) cuando quiera decir: g(b)-g(a)

Barrow dice:

b

[f()dx=g(b)-gl@)=  g(x)

a

%/_/
Indica que hay que buscar
g(b): g(a) y luego restarlos!

4
Ejercicio: Hallar [(-x+2) dx 4
? ].. X +2 dx

3
- "'—;:X +2}§+C

A
pUSGO PiMITIVA L,

2
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-3 2

- gﬁz+?+}{+ﬁ-—4-}{ — 73’1-/?/-1-2_—4 :@

Algo que ya ocurrié dos veces (Y va a ocurrir siempre) es que cuando
hacemos Barrow, la constante “c" real se simplifica porque:

[ f(x) dx = g(b) — ga)

Acad th Acad haY
un "+C" un "+C"

Al restar se anula la constante. Nos olvidamos de la constante de integracion
cuando hacemos una integral definida.

PROPIEDADES
Como en la integral indefinida:

v B b
a) fp(*)i—é()f) Ax = f-P(x} Ax + fg (=) dx
o a a

b v
'D) f"r:e?(x) Ax = h-fc(ﬂ)o\x
A a

Y una nueva:

PARA cvALQUierR c€R

b c =)
c:) fF(v.) Ax = fp‘w) Ax + fF (x) A% PoalDe GADA SonAupo
a a c Sea "avcuiame”

Con esto ya podés hacer los primeros ejercicios de la guia de integrales
definidas. Te cuento que al hacer Barrow integrando por el método de
integracidn por partes, tenés que usar la férmula:

c> REGLA DE DARROW
AL USAR EL nEyebo

PARTE S,

Vamos a un ejemplo:

0 o
Resolver: f(rfu) (x+1) A%
A
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I

O 2
ILJ:-H)‘ (x«-\) ax
-

fouivohio = (x+ |) ineseo |
. m=B (‘K-ﬂ) —_—
Euijz Ve=x+1 ) 5
= V'=2x deevo )
Ve v v'

% ° 2 5%
f (;cﬂ) 2.xdx = %(:cﬂ)?(x‘u)\-t—%.Jx.(nﬁ)ijx

- 20t |- J
-1 -
\_ 49

ConSTANES kﬁhm
HoGo pARTES
DE NRT,
P
SLido: V= X AN = (?‘H)

V=4 Fpeeo ! o —; (ﬁ_,‘) ) lnteseo /

U!

- ,._.‘_’.-.. ° y rMFh' OISTRBOT VA
:—_35"-(&1-'-) (‘Kﬂ)\l £ [x é.(m\ fi‘: (x«-\) A o\x:t - L“E" £ )
3 %\ &
—_ " . E) +£'3’ . _
- 55“7{“‘ (K*') sz :l/“(%--l-) ax
IIREDIATA - é_,(;@ﬂ)
1 "
/2 e &l e VAL -
SEYR (E0] [ ROy R R o) ) I (£
\b—\(_\—/ b

Pasemos a la Ultima parte de integrales. Este es el dltimo temade la materia.

3. CALCULO DE AREAS

La formula con la que vamos a calcular el drea de cualquier region del plano,

delimitada por dos funciones cualesquiera f(x) y g(x) es:
% =)

Donde: F(‘K)

[£0x)-g(x) dx

a
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Importante:

b
Cuando digo j f(x)—g(x) dx
a V\
Debe ser la Debe ser la
funcion que hace funcién que hace
de “techo” del de “piso"” del drea
drea encerrada encerrada

En ndmero "a" es el valor en el eje x donde “comienza” el drea. El nimero "b"
es el valor en el eje x donde "termina” el drea encerrada.

Ejemplo:
Hallar el drea encerrada por la funcién fx)= x* entfrex=1,x=2 ey =0
Hagamos un grdfico: y4 comva F(x)= x>
1‘-.
NI

2 ARCA o BUSGAR.

A

1— k“ Es1E EE X' €S
LA RCCAam, 7=O

RG.CJIKS
VERTCALES
o =\ v x=2

Entonces, de acuerdo al dibujo:
J <ecno : ) = X

fxz--o dﬂ =
1
busco L g : . , 8 117
=| primitiva =—x3 ==.23 —,13=_8__1=___H
3 |, 3 3 3 3 3 313
y Barrow

Ejemplo: Hallar el drea encerrada por <X f(x) = 1/(x-2)

X X <
1]
Sl w O

De nuevo hago el grdfico:
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F(“): 1
x~Z

eSTA €S EBL AREA PEDIDA
/’
+ .
D \-__.\jaf:?
N\, x=5

—— = =N — = = == -

=3

Planteo: 5 sustituyo

Area = L— Odx=|u=x-2
3x_2 P:o
\ﬁr_J

Techo dU = dX
1 5
=ja.du:ln u/=In |x—2|‘ =In[5-2-In |3-2|=
/ N\
Inmediata u=x-2 Barrow
(Tabla)
(Con calculadora) Area=In3-1In1

Area = 1,098..- 0

Ejemplo: Hallar el drea encerrada entre f(x) = cos x, x =m,x = 3w y g(x)= -1
(6 y = -1). Graficamente:

‘il V. Pex) = corx
A
— 7/ \K:E::}E. y=-1
ESTA ES (A REGOH X=1 % = 3R

E nCTRPADA

, 3n 3n 3
:>Area:jcosxdx+jldx = senx
s T

Integro T
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=(sen 3 m-sen =)+ (3 ®—7)— Calculando cada paréntesis :

(0-0)+(2n)=2n — Es el drea buscada.

Ejercicio: Calcular el drea comprendida por las curvasy = x ; y = x*- 1,
Empecemos graficando:

y:)(l-i

®
f;q - (x*-1) dx
@T piso:

“ (vec:rq (7 CoADRTACA
7 =X et o )

M'\:..'L}b:ﬁ

ESTA ES EL AREA
QUE ME PIDEN

¢ Pero cémo hallar ay b ? a'y b son los valores de x donde las funciones se
intersecan, o sea, donde se igualan: planteo y resuelvo esa igualdad:

x = x%-1
[

Recta  Cuadrdtica

Paso “x": 0=x%-x-1

Aplico féormula de cuadrdticas con a=1 ,b=-1yc=-1:

1445 1 6b1
:>x_—bi\/b2—4ac ~ (Hacélasj ~ 2
2a cuentas 1-J5
-~ =-061..
2 a

Ahora resuelvo:

1,61...

-0,61...

, 1,61... 1,61... 1 1
Area = Ix—(x2 ~1)dx = [x—x?+1dx =(Ex2 —-=x3 +xj

-0,61... -0,61... 3

= (hacé las cuentas)...=1,51... -(-0,34) m Es el drea pedida

FIN INTEGRALES
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INTEGRALES - EJERCICIOS SACADOS DE PARCIALES

Ahora que ya sabés calcular dreas encerradas por funciones, te prepongo
que hagas los ejercicios de la guia. Ademds podrias releer los primeros
ejemplos que puse en la teoria a ver si se entiende mejor. Por favor tenés
que entender que esto de integrales es como todo, lleva practica. O sea,
mucha transpiracién. La matemdtica es la matemadtica.

Antes de empezar con los ejercicios de parciales quiero que veas este ejem-
plo facilongo. Lo habia resuelto en la teoria calculando el drea. Ahora lo voy a

resolver por integrales. Fijate:

Hallar la Integral entre la funcion f(x)= 5 ( Recta constante = 5)
enfrea=1yb =4

El dibujo quedaria:

e
A Feye5 EL ARGA EDCEMRADA COTE (oS
PorpeS - =4
x=4
Y:'D
f(x)=5
- qal
sSewMay aAsy ;N — fwx)=5
e e 5[ 1 '
:/ ; PiSo: RECTA o
st \SO =
v 4 4 = 7

-e.aﬁkea-J?—O\dx = js olx/-_-_ s.xf’-/_-

ronabd \ frovasn .
(TECHo)' Piao) (NTEsRO pAaReow

— 5.4 -5A=20-5 -—-
A‘Com TEOTA Q.
DAR St MACAMNGS
v
0

(%3:) x (Aﬂ*.uré)
3 . 5 = 5.
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Empecemos ahora con los ejercicios de parcial. Hago el 4 :

D  MATEMATICA Seqgundo Parcial

ACELLIDO Y NOMBRES:...... ...................

1 2 3 4 NOTA

INSCRIPTO EN : SEDE:........DIAS;........

HORA:.......  AULA:........

PROMOCIONA RINDE EXAMEN FINAL

RECUPERA
CORRECTOR:

En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

[¢] calcular el drea comprendida entre las curvas

2

3x“ - 15x + 12 ; y=5x-16 ; el ejey

Como siempre, empecemos ayuddndonos con un dibujo:

! ys Ex-l6 .
\.-v-—l'
s { CORT™ Al ene mJ.«,
: es \J" £V eL 12
- ' —> Xy = ;(ﬂ =15 -25
} ¥ z.3 6
1 1 5%~ 16X +12 o = f(x) 3-6;"?5

HACE wcuem'

=]

7: 5% - 16
o - i
eL e o 2 Coly €1€ 7 en -le
3 ]
PeAD\EATE D

li CUIDADO || El drea debe ser la que estd encerrada por las dos funciones
coneleje "y". (No es el sectol &ﬂ}/ porque alli el eje "y" no lo estarias usando)

-+ Como el techo es 3 x*- 15 x + 12 y el piso es 5 x - 16, me queda :

b
Planteo:  Area = [(3x* ~15x +12)- (5x 16 )dx =

Techo Piso

¢ Pero quiénes sonay b ? ¢ Donde "empieza” y dénde "termina” el drea a
buscar ?. analicemos un poco este asunto.

Creo que se ve que a = O porque la regién empieza en el eje "y", o sea, x = 0.
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Para ver b hay que buscar la interseccion entre la rectay la cuadrdtica. Hay
dos: nos quedaremos con la menor.

Bx-16=3x%-15x+12

> 0=3x%-20x+28

Férmula de cuadrdticas cony a=3 Queda: 2
b=-20 (Hacelol)x =114
c=28 ' 3

Pero yo buscaba el "primer” encuentro de la recta con pardbola — b = 2
( porque 3 4 6 ). Entonces, ahora si :

Area = [(3x? —15x +12)- (5x ~16)dx =

2
:j3x2—15x+12—5x+16dx
0

2

2

J'3x2 -20x+28dx = x°-10x*+28x
0 Integro 0
(8-40+56)-(0-0+0)

Barrow _ 24

L

D MATEMATICA SEGUNDO PARCIAL

APELLIDO ¥ NOMBRES: ... .. ..........0ooooiiinnninnenas  DUNGT .o
1 2 3 4 NOTA

i | INSCRIPTC EN : SEDE:........ DIAS: . ......

' HORARIO:......... AULA: . . .

CORRECTOR:

PROMOCICNA:  RECUPERA: FINAL:

L 105 razonamientos g

justifican la resr

En cada egercicio escriba tog

3l Calcular el area de la regidn encerrada por:

y=3+e\.x,y=4,x=-1,x-—-3.

. Hallar £(x) sabiendo que f'(x} = —g——5

Hago este
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Hagamos el 3 (A vos te queda el 4 ). Grafiquemos cada borde:

f(x)= 3 + &* . Esta funcion es como e pero subida 3 unidades.

o= 3 *E.x

~odol LA regiEN cucs wrADA

[

Sed Dos SECTORES:

Jll v

— e ——

)ra' e
- - yei
I |4 X
U “TEnnINA €
/ J ( . EnfiEsn ‘tl
EJ X=-1 x

x==\

Pero atencién que en el medio, cambian los roles de cudl esta de techo y cudl
de piso. Busquemos el valor de x donde y = 3 + e e y= 4. Se encuentran.

Y= 14’

‘!}A

y=4 wr
RV

Igudle: = 4=3+€*<>4-3=">1=">

Tomando In x a ambos lados queda: In1=In €~
Como (log x"=n log x) — 0=x.lne*
0=x.1
0=x
Se cruzan en x = 0. Bien graficado es: X
34 y=3+<

B L

-4 D

Y

J\---_-.
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Techo L
0 enl Piséoen?2
., o) X
:>Ar'ec11:'|‘ 4 —(3+e ldx
‘i — Area total = Areal+ + Area 2 =
4 Los - bi
= Area 2= J-(3 + ex )+ 4 dx siogsno:%n; f'gg’ror'es
0 Techoen?2 Zlnsg

0 4

= [4-3-€"dx+[3-4+e dx= T1—ede+}—1+ede=
-1 1 o -1 -1 0

0 4

+Gx+€% =
1

=(c:gi)—(—1—e-l)+(—4+e4)—(—0+e°)

0

= (intfegrando) y Barrow = (x - eﬂ

=1 —(-1-e")+(-4+e*)-  (1)=(abrolos paréntesis)
=-1+1+e'-4+e*-1=

=-5+e’+e’=

(Con calculadora) =-5+0,367...+54,598... = 49,96...

Sigamos con ejercicios de parciales:

T MATEMATICA 2°° parciAL  TEMA 4
4PELLIDO y NOMBRES '

i____‘l_ 2 3 j [

ﬁorrector:

Dada f(x) = san[-§~ + 6x]. hallar la ecuaciton de la recta tangente

al grafico de f en x=0.

4

1n2(x) + 31n(x)
X

dx.

. a
Calcular I
e

: 2
calcular el area de la regién encerrada por la pardbola y = =x"+6

v la recta y = =5x.

crecimiento

Hagamos el 3: Ayuddndonos con un grdfico:

¢ Cudl es la regidn encerrada ? Igualemos las funciones para ver qué valores
de "x" se encuentran:
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—1 N

\:5“' =¥ =& é__ — =
=5 Gons .1 *"'K Pero ek dmas -5
Vs uBADA T G OIDADES b=

a=1
-x?+6=-5x < 0= x? —Bx —6 < Férmula de cuadrdtica con<b=-5

Paso todo
(de ’rér‘mino) c=-6

_5+25-41(-6)  _5:y256+24 _ 549
- 2.1 - 2 2

5+7 {6
< X

El grdfico es:

’ -5
Cuya drea encerrada sale como resultado de plantear:
, 6
Ar'ea=j(—x2+6)—(—5x)d J' x> +6+5xdx_ =
NG \—"— (Abro paren‘resns) Integro

-1 Techo Piso
6

= -%x3 rbx+2x2

2 |,
125 2 525 | 175 5
—| 2671664267 || -2 (1 +6( D+ 2 (-1)|=
188828 || LT 6D 2 ()
i

1 1,5 2-36-15 49
—(—5.216+36+9Oj—(§—6—§j—54—(Tj_54+?_

_324+49 373

¢ =2 ~ 62,16 es el drea pedida.
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4

lnz(x) * 31n(x) 4

(=]
Hagamos el 2 del mismo parcial: Calcular I =
e

El asunto parece imposible. Pero a no desesperar. Fijate. Tengo :

4

€ |n2x+3lnxd B Sostirvo | i bax
.f X= Do ( )
e - idu: —Ld—K
X
£

Despeyo:dx = x.du

Reemplazo y me queda:

(ﬂnx)-i- 3l x dx
~A

j _‘{:\..."__t_%__}t /x’du = fb&«-&m do = %&:*-%‘:
X J/
WESRD PES

Por sSeR Pouvonio
es wWwhepiaT!

AN ESRCIR mw}

VoL viepbo a4 /
variadwe 26 ¢ = ase N

— 3 >
— (ﬁ%.ﬁu.x + i

[_L (6-fe) + 2 (4 zue)J [—_(M);+m(&e)l]

INTEGRALES

T

Ls aoto CorctreTe >

careid
NS

= 128 Y144 -2-2 - 261 _
[ ¢
~»

Hcieodo w Sora pE FRACCEOWES !

ES o pesulmlo
PEDILO.
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Hago el 4to ejercicio de otro parcial:

-84 -

y:—%— € Y = -X+4

Grafiquemos la homogrdficay = 3/x
y lalinealy = - x + 4

4. Calcular el 4rea de la regidn encerrada por las curvas

Graficar.

Co MO 7:% bepo
“ESTieADAY 4L TMpLE
A Lo ALTD Y4 Qe

m=-1:b=4 2 =24
ESTA &5 W LEGiON:
IGUALGIWOS (s FINCOONES
4 / PARA faual Les “x” De
-3 Encuve oTlio-
3
U RN > <
\}\*x
1 y
RN B
3 - —xt4 = 5:(—)‘*-4 X & 2= -X+4X
X PASe X Dt fotivy
> o ~X+4x-3 %';'2 Y fSawia pe
EL 3" CADRATICA -
(. hrlleoue@ | -4x Jierz qe ¥4 _<’-L
o)

z.(-v)

= ,ZQG-A es

INTEGRALES
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=
> AweA = f(—x+4)- (%;) Ax =_/—>c+¢|~i‘- HAx =
1

; i s
—_ J“K*f“ﬁ Ax 'l’j%A)ﬁ- -—"_:/-'5{'1—4.*::11;: + af-jjr-_d?f
——

NGO Q@ RAceow (..._2_‘-_;‘#4,0

:.1-(3.,&4;:)

3
1

:(-é‘_,bz+ 4.3)~ (—5.11-; 4.!) + (3. 1,4-;5)_ (3&) =

<
= -%Jr\z + -4 +B3ID - A0 _
~ ES EL AREA
- PEDIDA

Hagamos este ejercicio que estaba en la guia vieja:

—_

o
‘%

.U’

%i?

(o

Dada f:(6,+0) — IR definida por f(x)= ln[%— 3] calcular el area de la region encerrada

por el eje x, las rectas de ecuaciones x=7, x=9 y el grafico de /.

Antes de graficar f(x)= In (x/2 - 3 ') fijémonos dénde este “logaritmo
corrido y estirado” por culpa del (-3) y del (x/2) tiene su raiz:

o/\

,PM(.’;:.-.:S):O &S X 3= & _%(___?_,___1

PA® LN(x) = /
COMO Exhorma) AL

<:>g=1+3<:>x=4_2<:>x=8 Unica raiz de f(x)

2 |

PR ST

_\_..9.._._._..-..._._

®

"

T
- - -
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’ L\‘ (
El drea encerrada es: f'

Como el techo y el piso cambian segun
la regiondel dominio donde estemos

. ’ &Ecm 7:0
integrando, separemos la bldsqueda

del drea en dos integrales:

Area entre x= 7yx=8 Area entre x= 8y x=9
8
[o —ln[——3jdx+jln(——3j 0 dx-=
7Techo Plsoen
enl7:8] Piso en Techo 8:9
7.8] en[8:9]
Sustiovo L= X .3
Toinf X —3 )+ [inf X —3)d :
—j—nz— x+_|.nE— X St o 4 d
7 8 2
¥
2.3 2dt = dx

PARA X ENTER | PAMA X Eamte 8'09
/‘_/\A /~,/\,\

f.fut 2dt +[hatzdt > cono ([lutdt trthat
/ 54/1.5 A @

ste -2"
M L PeacaN po Ny ATT ARAcANDO
- —2_(-t+I-£«t) +2.('t"tg"‘t) Coro 'E:---’:_— -3 vkuYo A
—_——— LA VAR ASLE K-

CAMBIO SiGRos

=2(f -t gut)2(tet.oat) _2{_.__5 (2-2)- (% )]1

-5 ) (e2)] ] 3

] (39)-(3) L32[ -G +
-\-2{ (2 3)+ (23 '3)] -2[ (£-3)+(L-3). L«(.L;)J

\
M~
|
.:-5-
[
O
+
=
-
[
~—
|
o
InY
—
[
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Atencidn: En @yo supuse que alguna vez ya resolviste (en clase o por tu
cuenta) la integral del logaritmo natural de “x". Supuse que sabias que

f-»Qdex = -%X + x. dux +c

Si nunca lo hiciste o no lo sabias, acd va la explicacién usando el método de

intearacidn nor nartes :
iMIEe gL Thoce dux= 1. Lux

veluwyw =

= f.fmx dx = "l.qudx

iNTEGRD
X

> et 'zl
v = fax ,23;00 v =A
b 4

= [ foR TORNIA D (NTESACON ) -
pop  PARTESD

A. = 5 ‘f -
_/:_:Lv\x dx fw&ff /51-“-;; dx =
Mm v ALy Mo
> [Alax dx = xfax -j&elx
‘—-—v\.-/
innepiAT !l flde s x 4
Al

QYE ES A FSerwiA G A
LA QU RUIERAMTS WEGAR

= J[jLA x dx = x. ux - x +<

K MATEMATICA
APELLIDO: ........c0o0nnnuns NOMBRES:...........0o0tnnnnn DN It iiiiiiiinnnnns
1 2 3 4 NOTA
INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS:.....
HORARIO:......... AULA:......
L L NOTA ler. PARCIAL:
PROMOCIONA RINDE FINAL RECUPERA: 1ro=-2do INSUFICIENTE
En cada ejercicio escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

3, Calcular J-[S .ezx.m (322') +9x2de.

Acad solo tenemos que calcular una integral que es:

J(6.e%* sen(e®) + 9x%) dx = [(6.e** sen(e?)dx + JIx?dx

Resuelvo cada integral por separado y después las sumo :
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J9 xPdx = 9 x%dx = 9.x2+%+]= 9/3.x° = 3x°

Para la ofra integral como la que estd adentro del seno aparece afuera me
va a convenir usar una sustitucion Jf(6.e**sen(e®) dx

2x
u=e
Haciendo la sustitucién {du = 22 dx = du = e

2
Y ahora la integral que queda es

J 6/2 sen(u)du=6/2 fsen(u)du= 3.(- cos(u))
Reemplazando por lo que sustitui tengo
3.(-cos(u)) = -3.cos(u) = -3.cos(e®)
La integral que me daban vale:
J(6.e% sen(e®) + 9x°) dx = -3.cos(e®) + 3x° + C

Ojo: esta es una integral indefinida. No te olvides de la constante C ()

4, Calcular el &rea encerrada por los gr&ficos de yaesx; y=e*; x=2.

Tenemos un ejercicio de drea entre dos funciones. Todos estos ejercicios
salen con la férmula: )
Area = [ /(x)-g(x)dx

ay b son los limites de integracidn. f es la funcién que estd por arriba en el
grdfico, y g por abajo. Entonces, es un poco mds fdcil de ver si hacemos un
dibujito :

Fijate una cosa, e™ corta con la recta vertical x = 2 cuando y = ¢'°, ya que y
es tan grande en la region del grdfico que estad arriba no esta la regién
completa. Como y = e™ es el techo e y = e es el piso, queda que el drea es:

b Sx -X
J e’ —e dx
il
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Antes de empezar a hacer cuentas, fenemos que ver quiénes sonay b.
O seaq, ver ddnde se cortan las funciones. Para esto igualamos. Me conviene
ver en qué puntos se cruzan las funciones, o sea, dénde son iguales.

e5 = o= o5 2 o= 1
e 1 o et%= 1
Aplico logaritmo para bajar la x
Ln (e®)=In(1) = 6x.In(e)=0
comoin(e)=0
6x=0=>x=0

Ya tenemos los limites de integracién. Son : x = 0 (Que era donde ambas
funciones se cortaban) y x = 2 (e lo daban en el enunciado).

2
Como y= e™ es el techo e y= e™ es el piso, queda que el drea es: L e —e"dx

Puedo separar la resta y queda: ﬁeﬁ“ —edx= _Ce"""dx— Ee"‘dx

. 2 s, 0 du
Y resuelvo cada integral por separado: J;e dx=| e"—

u=5x
Haciendo sustitucién {du = 5dx = du=dx
5
Falta la otra integral que es muy parecida asi que vamos a hacer otra
sustitucion

Lloen %méﬁﬂe,du:%(eu)y} zjg(elu _eo):_(ew —l)

u=-x

Reemplazando en la integral: {du = -dx = - du = dx

fe“dx — -[;2 e (—du) = —Iﬂ_z e"du=—(e" )52 = = _(e-z N eo) = -(e'z -1)

D
Entonces el drea que buscdbamos es:
1, 10 -2 1 o 1, -2
—(e"=1)-((e“-1))= —e”- - +e“-1
3 ( ) - (~( ) 5 r

2 6
o428

5

| o

, 1 ]
El drea encerrada entre f(x) y g(x) es ge10 +e? -—?—
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J MATEMATICA Segundo Parcial TEMA 4
APELLIDO: .« v oeeeeeenenn, NOMBRES: . . . oo DN oo,
1 2 3 4 NOTA
INSCRIPTO EN : SEDE:........DIAS:.........
HORARIO: . ........AULA:. . ...
CORRECTOR: NOTA 1lér. PARCIAL:
PROMOC IONA : RINDE FINAL RECUPERA: 1ro-2do |INSUFICIENTE

En cada ejercicie escriba todos los razonamientos que justifican la respuesta

3, Calcular _[ (x-4) v 5x dx

Para calcular la integral, como tengo una multiplicacion, voy a hacer partes:
u=x-4 — u=1

Tomo v'=v5x —v= % (5x)"

Para sacar V' lo que hago es una sustitucién

o ~ - }ifl ,
j-\ESMILir = ~j3{_f§§i = ! i 1 u - .2" %

u=5x
du= 5dx = du=dx
5
Vuelvo a la integral que tenia

I(.r —4)/Sxdx = Iu.v' =uv- I u'v=
= (e-4) 2 (5x)2 - 1.2 (52
15 15
La integral que quedod parece fea, pero si hacemos una sustitucion como
hicimos antes,

3
2 3 2 %du 2 u?
Z6xVedx=S [y M _2 4" _
j‘15("’() g ISIH 575341

2 2 5/
< Z(5x)2
755457

Entonces juntando lo que calculé, tengo:

.[ (x = 4)/5xdx = (x~4) % (x)? - 2l (5x)

375

Hagamos este otro:

4, Hallar el &rea de la regidén limitada por las curvas:

9
Yy = X 7 Ve = ;X = 1.
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Tgualo las funciones y veo déonde se cortan:
9
Xx=-—>xx=9
X
x> =9 |x=-9

Se cortan en x = 3y x = -3. Hago el grdfico para ver qué tengo que integrar.

¥

>

La region a integrar tiene ay = 9/x como techo y ay = x como piso. Y voy a
integrar entre x = 3 (que es donde se corta con la otra funcion) y x = 1 (que
te lo dan como dato). Calculo la integral.

;9 dv= fgdx_ [[xats

y=x

y=9/x

®=1

3 .IZ ? 32 12
=(9.In(x))} - (—J =9.1n(3)-9.In() - —+-—==9.In(3)- 4
2 ) 2 2

Entonces el drea total es:

Area=9.In3-4

3. Calcular [[2+3ccaxl5aenx dx

Nos dan la integral j (2+3cos x)’ senxdx . Para poder resolverla, usemos el
método de sustitucién. Probemos usando la siguiente sustitucién:

Uu=2+3cosx = du=-3senxdx =

u
= senx dx = —3

s du

Ahora, usando esto, podemos plantear: Iu

Saquemos el 1/3 fuera de la integral (Es una constante) y resolvamos:

1 1u®
. J' w’du = _5% => reemplacemos u = 2+3 cos x y nos queda=

—(2+3cos x)°

+C
18

I(Z +3cos Jur)5 senxdx =
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4. Calcular el 4rea de la regién encerrada por los gréficos de las funciones

£(x)=-x*+9x y g(x)=x’sx.

Nos piden que calculemos el drea encerrada entre las dos pardbolas. Para
darnos cuenta cudl es el techo y cudl el piso del drea, lo mejor es graficarlas
y verlo directamente. Pero si ho podemos (O no nos damos cuenta de como
es la funcion) tenemos unos truquitos que nos van a dar una pista:

Primero, si igualamos las dos ecuaciones ( f(x) = g(x) ) podemos obtener los
valores en donde se cruzan (Es decir, los limites del drea):

f(x) = g(x)
-x%2+9x = X%+ x
2x*-8x=0 > x(2x-8)=0
= x=0y(2x-8)=0 = x=4

Esos son los valores de x entre los que fenemos que integrar. Ahora, para
saber (sin graficar) cudl funcion es el techo y cudl el piso, evaluemos ambas
funciones en algun valor perteneciente a ese intervalo (0, 4) y veamos qué
valor de y foma cada funcion: la funcidn que tome el valor mads alto serd el
techo del drea, y la otra el piso.

fe)= 14 g@ = 6 — comoen x = 2 f toma valores mds altos, podemos
saber que es porque estd por arriba de g. f es el techo y g es el piso !
Por si no me crees, acd te dejo el grafiquito de ambas funciones...

Ak} .
Esta es el drea que tenemos que

20 calcular. Donde f(x)es el techo y
\‘ g(x) el piso.

0 /(x):—x2+9x

g(x)= x*+ x

Bien, ahora planteemos la integral, nos queda:
4 4
A= If{.r)—-g(x} = j‘(—x2 +9x)~(x2 +x)dt
0 0

Para poder resolverlo mds fdcil, saquemos los paréntesis y planteemos las
integrales por separado: 4
A:I(—Iz +9X—I2 —Ip“:
0
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(= T

~2x% +8xdx = —2jx2c£x+8j‘-xdx
0 0
Son dos integrales de tablas... asi que hagdmosla:
4 , 5 . 4 . )
-2:[x dx=*2~-§~-n| y 8_!xdx=8—2=~0!

Ahora, evaluemos cada funcion en 4 y restémosle a funcién evaluada en O:

4 =(-=2£)j[ 2%]+w

La integral de f(x') La integral de g(x)
evaluada en los dos evaluada en los dos
puntos (4 y 0) puntos (4y 0)

Hacemos las cuentas y obtenemos el valor del drea

I vE +x3 Inx dx

3. Calcular

V5+3Inx

Tenemos que calcular la integral J—x*~—dx usando alguno de los

métodos de sustitucion o partes. No parece muy fdcil hacer integral por
partes. Entonces, tenemos que hacer una sustitucién. Pero ¢Como nos damos
cuenta de qué sustitucion hay que hacer ?
Bueno, en el numerador tenemos algo bastante complicado, con una raiz
cuadrada y un logaritmo. Ademds, todo esto esta dividido por x. Pero
acordate que 1/x es la derivada de In x. Entonces podemos hacer la
sustitucion:
U=5+3Inx — du=u.dx=3.1/xdx
Vv35+3lnx , _ -“1

La integral nos queda: J‘“w_égx T w x3x Ly =
X X

= %xj@du

%x Iul"lzdu

Esta integral la sabemos calcular. Nos queda:

EI 32
IJS—H]ME Lt L2 e
x 373/2 9
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Ahora, nos falta reemplazar u por su valor:

= J-_“w__dx.5+31nx = %x(5+31r1x)3"'2+(7

OJO: Esta es una integral indefinida. No te olvides de la constante C.

4, Hallar el 4rea de la regitn encerrada por las curvas: f-ixzq-l F y-‘xzﬂ.

Lo primero es hacer un grdfico para tener una idea de qué drea calculamos:

f(x)=2x*+1 —>

¢ f(x)=-X*+4

/ \

Este drea tiene como piso la funcién gx)= 2 x*+1, y como techo a fx)= -x*+4.
Entonces, calculemos el drea como:

Area = If{—x2+4)—(2x2+i)dx = Ib—3x2+3dx

ay b son los limites de la integracidn: son los valores de x donde se cortan
las funciones. ¢ Cémo los calculamos ? Las funciones se cortan cuando son
iguales. Entonces, lo que hacemos es igualarlas, y calculamos x:

f(x)=g(x) > 23+1=-x+4 = 2x°+x2=4-1
= 3x°=3 = x*=3/3=1
> |x|=v1z1 = x=16x=-1

Entonces, tenemos a = -1y b = 1. Ahora calculamos la integral:

3

j_1|—3x2+3dx = —3%+3x I -x +3x| 1_1

-1

Evaluamos la integral en x =1y en x = 0 - 1y hacemos la resta:
—x' 3] = [P43.] - [(-1)?+3. (D)= 4

Nota: Si te equivocaste y pusiste al revés el techo y el piso, no hay problema.
Te vas a dar cuenta porque el drea te queda negativa, y no puede ser.
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2
3. Calcular j (%~ -%-}ezx “2X gy

Tenemos que calcular la integral J (x—-%)ej"z‘z’.

Asi como estd escrita, esta integral no la podemos calcular directamente.
Entonces, vamos a tener que usar algin método para que nos quede algo mds
fdcil. El mds cémodo es el de sustitucidn, porque hay que hacer menos
cuentas. Siempre fijate si no se puede hacer una sustitucion para que quede
mds fdcil. En este caso, podemos tomar

u=2x?-2x — du=u.dx=(4x-2)dx

Esto nos sirve bastante, porque en el integrando tenemos (x - 1/2) = 1/4.(4
x - 2). ¢ Pero cémo te das cuenta que conviene hacer una sustitucién ? La
nica forma es después de hacer muchos, muchos ejercicios. Asi que antes
del parcial, practicd mucho estos ejercicios porque sino, no salen. Veamos
cémo nos queda:

L e - u l 1,
j(x et = fe 5 (x=2)dx Z.Ie du
Esta integral la sabemos calcular. Nos queda: 7. "+ C. Ahora solamente nos
falta volver a la variable original. Cambiamos u por 2x*-2x y nos queda:
1

1 2 1
J(xuak?,x ~2x = EI&_Z: —Z.r_i_(:

FIN DE LOS EJERCICIOS DE PARCIALES DE INTEGRALES
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RESUMEN Y FORMULAS UTILES

Cuadrado de un binomio (Q_HD)Z:: &F ¢ 2ab v b2

Ecuacion de una recta

r—\%zf‘{r{)xdyb

PENDIENTE

“&:Nﬂx-\-b

A N "

VALOR DE LA FPENDIENTE  VALoR DE LA LUGAR Dowdg LA
CoorowNADA Y DE LA RECTA COORDENADA X REcTA coRTA ALESE Y

Soluciones de una ecuacion cuadratica

OX*tbx +C = o Ralces
T \’>(4 -b*{b-4 ac
ECURCION CUADRATLCA = 20,
SienlaecuaciénY = a x?+b x + c el valor de a es negativo, la pardbola va
para abajo
d - =b —— CooR-DENVADA %A\
= -y EQuis DELVERTICE S
<t
p-C- _'b_z'_ P Coo -DENAD A
Ho Y ML VERTICE ] )
Y X, % X
Trigonometria
Hipotenusa
’ « Cai'd’o
TRlANGULO OPULQ’b'D
RECTANGULY il e
CATETO T
ADYACENTE
_0p . ady op FUNCIONES
s hip @8 &= hip f& s ady = TRIGONOMETRICAS
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.2 _ 2 2 TEOREMA DE
hip® = ady “ + op PITAGORAS
sena
sen®a + cos’a=1 tga=
cosa

CONJUNTO DE POSITIVIDAD

Es la parte del eje x donde la funcién es positiva

Erd WATA Tawm oy

-1 *E Purataor &5 POS T
4

L.

conjonte o porttivida s

FUNCION INVERSA
De la funcion que me dan tengo que despejar x. La funcidn inversa se grafica
como si estuviera reflejada en la rectay = x

Recta a 45°
( Espejo)

ASINTOTAS

ASINTOTA VERTICAL: Una funcién tiene asintota vertical en un punto a
cuando acercdandome al punto a la funcién tiende a + o0 a -o. Una funcién
tiene asintota vertical en x = a si:

Limese F(X)=+t0o o Limx o F(x)= £

ASINTOTA HORIZONTAL: Una funcién tiene una asintota horizontal
cuando tienda a fomar un valor constante al fomar x valores tendientes a
infinito o a menos infinito. Una funcion tendrd asintota horizontal eny = b
cuando se cumpla que:

Limxse F(X)=b o Lime, F(X)=b
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et

o
>

=

Asintota horizontal eny = 2.
Asintota verticalen x = 1

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

| ~ FUNCION ¥ = Sen X
/ *\ 327 ) 21
// ! \\ 4//

A

- <« Rectay = x

v

N\,

logs (@*) = x a (o9 ¥ = x Loga (x.y)= loga (x) + loga (y)

Loga (x/y)= loga (x) - loga (y) Loga ( x") = r.logq x
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DERIVADAS
A
1Y & Funcién Y=x?
v Recta tangente

. ¢—= alafunciény=x?

enel punto x =1
\5 ( Derivada )
-0,5 (s 0,5 1 1,5 X

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente
a la funcion en ese punto. Si la funcién crece, la derivada es positiva. Si la
funcion decrece, la derivada es negativa. Si la funcién es horizontal, la
derivada es cero.

Definicidn de
<—— derivada de una
funcién en un punto

f(x, +h)—f(x,)
h

(x,) =lim

(f.9)'=f'.g+f.g'«< Derivada del producto

(ij _fg-fg <« Derivada de un cociente

g 9°

Si h(x)=f[g(x)]= h'(x) = f'[g(x)].g'(x) < Regla de la cadena

Donde la derivada de una funcion es cero, ahi hay un posible maximo o minimo.
( Pero no es seguro porque puede ser un punto de inflexion, también )

" .

N~
* MINIMO 1 X4

£

7
X

~1

(o] 1

™ ’
MAXIMO
En el punto x1no hay

madximo hi minimo. xi
es punto de inflexion
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INTEGRALES

La integral de una funcion entre 2 puntos ay b es el drea bajo la curva
entre esos 2 puntos

GRAFico pe $(x)

[F(‘x\
AREA ENCERRADA
BAJO LA CURVA ﬂ‘é/ 4
/ I
” A

=

]

1] Lo
a b =

1~
fp(x) dx = El drea sombreada estd marcada por los bordes x = q,
o x = b, el eje equis y la curva de la funcién f de equis

Fx)=mmx f=

| —

b
fl:(x] -a(x) Ax
o L \*

TECHO PISO

REGLA DE BARROW < (LEER)

si [f)dx=g() =  [f(x)dx=g(b)-g(a)
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TABLA DE DERIVADAS
Funcion Dertvada FEjemplos
Constante
y=k »'=0 »=8 »'=0
Identidad
ry=x y'=i ¥y=x y'=1
Funciones potenciales
yp=u" v =™ y= (2.x2 +1)3 ¥ = S(Z.xz —l—l)2 dx
1 , ' 1 ) 6
S S (2x+1)F (25 +1)°
M/_ -},f _ MF ‘/_ yi’ _ 5
A 2 Y= N
‘//— r MF ‘/— :};f — 6‘x
_m ¥ ¥ = — 3 3}:2 - Y
¥ mmMm_l ¥ 55 (Sux::)dl
Funciones exponenciales
y = ot yr — 0t y = E?3x1+1 yr — 6x£31‘+1
y:ﬂu yr:MrauEa y:53x—4 yr:3_531—4L5
Funciones logaritnicas
,ou 2 . 2x+T
y=Lu = — =Llx"+7x =
’ U J ( ) xf 4+ 7x
r Mr f 5
y=log, u y'=—log e y=log,(5x+7) | y' = log, e
U Sx+7
Funciones trigonométricas
¥ = seny v =u'cosu ¥ =sen Sx y'=5cos5x
y = cosi y'=—u'seny ¥ = cos3x° y' = —6xsenx*
y=igu 3 =u'sec’u y=tg7x y' = Tsec® Tx
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ASIMOV - 103 -
Denvadas de swas, restas, productos y cocientes de funciones
y =k y'= y =3z y'=3.5x% =15x"

y:3x2 —2x+35

y=6x—2

J = uy Y=ty y=x"cosx 3 =2xcosx +x° (— senx)
i L uv—uy' 252 ' 4x(x’ —1)- 2x° (3x%)
y_v J 32 j}_:zz—l (.>:3—1)2
TABLA DE INTEGRALES
[dr=x+C [A'fir =kx+C
. . . 3
xdx = 'T—I— C | xdx=—+C
. T“_l . ”rr+'.
xldx=——+C,(n#-1) | o' dx = +C. (n#-1)
- n+1 g n+1

ldx = ].11|:«:| +C
Y x

1
"X+a

dy = hllx + al +C

[e*dx=e™ +C

x

]

[ dx = +C, (a>0.a#1)

In a

senxdx =—cosx+C

cos xdx =senx+ C

—dx =tan x + C
Cos™ X

'{l +tan” x)dx = tan x + C

1

—dx
sen’x

—cotan x + C

ruo,
|—(h —h1|u|+lf‘
Y

u'

[ dx = 111|s=r + (J| +C

Yu+a
|u’e”(h' =e" +C

u

2 iC, (a>0,a21)

|u’fr”d:q'=
- Ina

w'senudy=—cosu+C

w'cosudy=senu +C

(]

—dy=tanu+C
Y cosT i

r

u'(l+ Tanzujdx =tanu + C

—dx =—cotanu + C
Y sen-u

r u
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1
—_—dx=tan x + C
Y CosT X

'{l +tan” x)dx = tan x + C

dx =—cotan x+ C

dx =arcsen x + C

1
J. —dy = arctan x + C
1+ x-

1 1 X
jﬁ—.,n‘x =—arctan —+ C
a +x° a a

FORMULAS

¥

I
dv=tanu +C

J u'(l+ tan zujdx =tanu + C

- SEI]. U

Cos U

dyv=—cotanu +C

I

" i

'l'u'l—n1
[—

dyx =arcsenu + C

dy = arctanu + C
1+’

1

U 1 i
| — dv=—arctan—+ C
Ya +ut a a

Integral de la suma o resta

| (11 + v)dx = J*un’x + J*wf:f

Integracién por partes

uav = uy — [1‘(?’::

" "

Regla de Barrow

" f(x)dx = F(x)} = F(8)~ F(a)

L

Siendo: #, v funciones de x:

a, k, n, C constantes.
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DERIVADAS

Célculo de derivadas por definicion

Funcion derivada

Propiedades de las derivadas

Derivada del producto y de la division

Tabla de derivadas

Derivada de composicion de funciones. Regla de la cadena
Velocidad

Derivada de funciones inversas.

Derivadas sucesivas

Crecimiento y decrecimiento.

Analisis de una funcién. Puntos criticos

Méaximos y minimos. Puntos de Inflexion. Concavidad
Método de la derivada segunda

EJERCICIOS DE PARCIALES

INTEGRALES.

Integral indefinida.

Integral indefinida de una funcion f(x)
Propiedades de la integral indefinida
Método de Sustitucion.

Integracion por partes

Integral Definida

Regla de Barrow

Propiedades de la integral definida.
Calculo de Areas.

Ejercicios de parciales.

Formulas utiles




OTROS APUNTES
ASIMOV

* MATEMATICA - EJERCICIOS RESUELTOS
Son los ejercicios de la guia resueltos y explicados.

* PARCIALES RESUELTOS
Son exdmenes que fueron tomados el aio pasado. Todos los ejercicios
estdn explicados También hay parciales resueltos de afios anteriores.

* FINALES RESUELTOS
Son exdmenes que fueron fomados el afio pasado. También hay finales
resueltos de afios anteriores. Todos los ejercicios estdn explicados

OTROS LIBROS:

* QUIMICA PARA EL CBC
* FISICA PARA EL CBC
* BIOFISICA PARA EL CBC

Tienen lo que se da en clase pero hablado en castellano.

1era

Temas que estan en la
FUNCIONES

parte:




