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ASIMOV - MATEMATICA PARA EL CBC
_PARTE 1 -

Hola. Ante fodo... Bienvenido a la Universidad de Buenos Aires. Bienvenido al CBC.
Este libro es una especie de tedrico que tiene todo lo que se da en la materia
matemdtica del CBC. En realidad mds que un teérico vendria a ser " la carpeta
completa ". Digo esto porque bdsicamente este libro tiene todo lo que se da en
clase y de la misma manera que ellos lo dan.

Mi idea es que este resumen te pueda servir si te perdiste alguna clase, si no
entendiste bien algln tema o si te tocd un docente malo-malo. También creo que
este libro puede facilitarle un poco la vida a los chicos del interior, que a veces
tienen que estudiar la materia sin venir a las clases. Y me parece que a los que mds
les va a servir este libro es a la gente que estd preparando el final o el libre.

Ahora, una cosa... Vos sabés que hoy en dia el secundario no es muy bueno que
digamos. Mucho no te explican. Por eso cuando uno llega al CBC... ¢ que pasa ?
Rta: Pasa que uno no entiende nada. Da la impresién de que uno es un tonto, pero
en realidad el asunto es que nadie nunca te explicé nada. Nadie te ensefié a
pensar. Nadie te ensefié a razonar.

¢ Este es tu caso ? No desesperéis | Aqui estoy para ayudarte !

Ojo con esto: No hice escribi esto para expertos en matematica. No busques aca
rigurosidad, demostraciones raras o cosas por el estilo. Este no es un libro para
docentes. Este es un libro para alumnos. Mds concretamente, es un libro para el
alumno que existe en la realidad-real (o sea, vos).

Dejame darte unas recomendaciones para cursar la materia

* No hay manera de estudiar matemdtica a dltimo momento. Tenés que llevar la
materia al dia e ir haciendo los ejercicios de la guia. Consultd los resultados con
otros chicos o verificalos con los ejercicios resueltos que saqué yo.

* Tratd de no faltar a las clases. Si en tu aula no explican bien, cambiate a otra.
( No digas que te lo dije yo porque se enojan )

* Atento. Leer sdlo teoria no sirve. Ellos te van a fomar ejercicios. Tenés que
saber resolver ejercicios. Conclusién, antes del examen busca parciales viejos y
resolvelos. Tenés algunos para temas de exdmenes bajar de mi pdgina:

www.asimov.com.ar



También saqué un apunte con parciales resueltos de afio pasado. ( No estdn para
bajar. Estdn impresos en papel ).

Por dltimo: si te llega a ir mal o tenés que recursar... Bueno, no es terrible, che.
Siempre viene bien saber matemdtica. Hacela de nuevo y sacate mil.

Ultima cosa: Por favor, si ves errores o pensds que hay cosas que estan mal en
este libro, avisame. Entrad a la pdgina, mandame un mail y lo corrijo.

Suerte en el examen !
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* EJERCICIOS RESUELTOS DE LA GUIA DE MATEMATICA
Son los ejercicios de la guia resueltos y explicados.

* PARCIALES RESUELTOS DE MATEMATICA
Son exdmenes que fueron fomados el afio pasado. Todos los ejercicios
estdn explicados. También hay parciales resueltos de afios anteriores.

* EJERCICIOS RESUELTOS DE OTRAS MATERIAS
Son ejercicios resueltos de fisica, quimica, matemadtica, Biofisica y otras
materias del CBC. De todas estas materias hay parciales resuelfos.
También hay parciales resueltos de Biologia Celular.

OTROS LIBROS DE ASIMOV:

* QUIMICA PARA EL CBC
* FISICA PARA EL CBC
* BIOFISICA PARA EL CBC

Estos libros tienen lo que se da en clase pero hablado en castellano.

Temas que estan en el libro 2
DERIVADAS E INTEGRALES
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MATEMATICA NECESARIA QUE HAY QUE
SABER PARA ENTENDER MATEMATICA

2 2
@Hb) =47+ 2ab+b ax*tbx+c =@

I[\

y .6 Y+ .
252" =7 = 2{0 ECURCION CuADRATLCA
A
4 b2y
2 = -
( ) 2 2 X, . = -bi‘Jbz-Llac
o Y2 24 . .
\-.\
L | 1
ForMuLs PARA RETOLVER.

UNA ECURUON CUADRATICA
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PASAR DE TERMINO - DESPEJAR - SUMA DE FRACCIONES -
FACTOREO - SACAR FACTOR COMUN - ECUACION DE LA RECTA
- UNA ECUACION CON UNA INCOGNITA - ECUACION DE UNA
PARABOLA - ECUACION CUADRATICA - SOLUCION DE UNA
ECUACION CUADRATICA - SISTEMAS DE 2 ECUACIONES CON
DOS INCOGNITAS — SOLUCION DE UN SISTEMA DE 2 x 2
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MATEMATICA CERO

Cosas de matematica que hay que saber para entender matematica

Hola. Para entender matemdtica hay que saber algo de matemadtica. Es asi. Si vos
sabés bien la matemdtica del secundario, dejd este parte de lado. Empezad direc-
tamente donde dice " Funciones ". Si vos sabés que la matemdtica no te resulta
fdcil, lee lo que yo pongo acd. Hacete todos los ejercicios. Hacele preguntas a to-
dos los ayudantes que para eso estdn. Yo sé que nunca nadie te ensefié hada y aho-
ra te exigen que sepas todo de golpe. Qué le vas a hacer. Asi es la cosa. Bienveni-
do a la UBA.

Ahora, ojo, todos los temas que pongo acd son cosas QUE VAN A APARECER
MIENTRAS CURSES LA MATERIA.No es que estoy poniendo temas descolgados
que nunca vas a usar. Todo, absolutamente todo lo que figura va a aparecer y vas a
tener que usarlo. Pero:

@ iAlegrial

Vas a ver que no es tan dificil | Empecemos

PASAR DE TERMINO - DESPETAR
/

En fisica todo el tiempo hay que andar despejando y pasando de término. Tenés
que saber esto a la perfeccion. No es dificil. Sélo tenés que recordar las siguien-
tes reglas:

1 - Lo que estd sumando pasa restando

2 - Lo que estd restando pasa sumando

3 - Lo que estd multiplicando pasa dividiendo
4 - Lo que estad dividiendo pasa multiplicando
5 - Lo que estd como® pasa como raiz

6 - Lo que estd como raiz pasa como?

) Reglas para pasar
de término

Estas reglas se usan para despejar una incégnita de una ecuacion. Despejar x
significa hacer que esta letra incdgnita x quede sola a un lado del signo igual.
( Es decir que a la larga me va a tener que quedar x = tanto ).

Veamos: Usando las reglas de pasaje de términos despejar X de las siguientes
ecuaciones:
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1)2=5-X

MATEMATICA CERO

X estad restando, la paso al otro lado sumando: = 2+ X=5
El 2 estd sumando, lo paso al otro lado restando: & X=5-2

Por lo tanto =

8
2) 4=2
) X

X estd dividiendo, la paso al otro lado multiplicando: = 4.X =8

x=3

~ Solucidn.

8

El cuatro estd multiplicando, lo paso al otro miembro dividiendo: =2 X =

Es decir:

x=2

3) x2= 25

~ Solucién.

La x estd al cuadrado. Este cuadrado pasa al otro lado como raiz: & X=+25

Por lo tanto =

x=5

~ Solucién.

( En realidad la solucion seria + 5 0 - 5 . Eso lo vamos a ver después )

Resolvete ahora estos ejercicios. En todos hay que despejar X :

1) x+5=8 Rta: x = 3

2)x+b=4 Rta: x = -1

3)-x-4=-7 Rta: x = 3

4) 2= Rta: x =
X 2
5) i:10 R‘ra:xzi
5x 25
6) 2 =1 Rtax=-5
5-x 5

7) -7=4-x? Rta: x = /11

8) =4 Rta: x1=2,5 y X2 = 15

=a R‘ra:xzi+2

(x-2f Ja
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SUMA DE FRACCIONES

. 3.5 I
Para sumar por ejemplo 5+Z lo que hago es lo siguiente:

Abajo de la raya de fraccion va a ir el minimo comun mdltiplo. Esto quiere decir

el nimero mds chico que puede ser dividido por 2 y por 4 ( Ese nimero seria 4 ).
El minimo comin mdltiplo a veces es dificil de calcular, por eso directamente mul-
tiplico los dos n° de abajo y chau. En este caso 2 x4 da 8, de manera que en princi-

pio el asunto quedaria asf: S

Para saber lo que va arriba de la raya de fraccion uso el siguiente procedimiento:

>3 S5 -
—_— 4 = =
Yy 8

Este 8 Tdwidido por 2l 2 Me da Y. phora lo mwltiplico por
eske 3 M o pongo aca’

Haciendo el mismo procedimiento con el 4 de la segunda fraccién me queda:

3 5 12+10
— 4=

2 4 8

Es decir:

3 5 22

_— = —

2 4 8

Simplificando por dos:

§+§: 11 — Resultado
2 4 |4

Comprobd este asunto con algunas fracciones a ver si aprendiste el método:

1)l+l Rta: 1
2 2
2)l+l RTa:i
2 4 4
3)1+L  Rta:->
2 2
4)l+2 Rta: U
2 3 6
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5) 2+%  Rta: 22
3 5 15
6) L+2  Rta: &
3 7 21
1 1 b+a
—+— Rta :
7) a +b fa a.b
a c ~ad+b.c
85 e RT3
DISTRIBUTIVA

Suponé que tengo que resolver esta cuenta: 2 (3 + 5 ) = X. Se puede sumar prime-
ro lo que estd entre paréntesis , y en ese caso me quedaria:

2(8)=X = 16=X < Solucién.

Pero también se puede resolver haciendo distributiva. ( "Distributiva" significa,
distribuir el nimero que multiplica ). Eso seria hacer lo siguiente:

E}-E‘—XSTE
2 (3> + 5) =«

M

DeCIR:
& 2.2+ 2.5 =X

0 RA: (405 X =] K=lo | Solvewn

* Practicalo un poco con estos ejemplos:
1) 3(4+5) Rta: 27
2) 3(4-5) Rta: -3
3) a(b+c) Rta: ab +ac
4) a(b+c+d) Rta: ab+ac+ad

5) a(mi+mz) Rta: ami+am;
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SACAR FACTOR COMUN

Sacar factor comin es hacer lo contrario de hacer distributiva. Por ejemplo si
tengo la expresion: X =2[4+2[7 Me va a quedar:

X=z=2(4+7) — Saqué el 2 como factor comin

A veces conviene sacar factor comln y a veces conviene hacer distributiva. Eso
depende del problema.

Ejemplo: Sacar factor comin en las expresiones:
1) F=mia+mza Rta: F=a(mi+my)
2) X=xp+vt-vtp Rta: X = xo+ v (t-to)
3) Froz=pmig+pN Rta:p(mig+Ny)

4) L=Fidcosa-Fzd Rta: d(Ficosa-F;)

ECUACION DE UNA RECTA

En matemadtica la ecuacién de una recta tiene la formay = m x + b. Puedo graficar
la recta en un par de ejes X-Y. Queda asi:

A
y
RECTA
XV
hay varias que tenés que conocer en la ecuacién de una recta :

Nz om X + b
VAR D uA  FPENDIENTE  ValoR DE Lh LUGAY Dowds A
CoorowNADA Y DE LA RECTA COORDENADA X RECTA CORTA AL EIE Y

Fijate lo que significa cada una de estas cosas. Veamos primero qué son x e y.
Si quiero representar en el plano el punto ( 3,2 ) eso significa que:
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K e H o L

PR 2 ES LA coORDEN
1

DE UN T )
LR EEre L :KT 3 €5 LA coorDEWADA X
1 2 & X

™~

Veamos ahora qué es eme. La m representa la pendiente de la recta. La palabra
"pendiente" significa "inclinacién" . La pendiente de una recta da una idea de la
inclinacion que tiene esa recta. Por ejemplo, si la pendiente vale 2/3, eso significa
que la inclinacién de la recta tendrd que ser tal que:

Acd hay que
avanzar 2

2
m=—
3 /
Acd hay que avanzar 3

Si la pendiente es 4 puedo poner al Nro 4 como ? y me queda:

[ s

4
/
-
1
Tengo muchos otros casos. Si la pendiente fuera m = 1 tendria esto I
( Es decir, seria una recta a 45 °). :
_ o 1,73
Sim fuera 1,73, el asunto quedaria asi:
1
Entonces, la pendiente de una recta es una funcion en donde:
La parte de arriba indica lo que hay que avanzar
7 7 enY
7 "
— ¥ La parte de abajo indica lo que hay que avanzar
11 en X

. . . 7 -7
Otra cosa: si la pendiente es negativa ( como m = _ﬁ) pongo m=-—y la cosa

queda:
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Avanzar 11

>/=”_\
N_ Bajar 7
7

El valor b se llama ordenada al origen y representa el lugar donde la recta corta
aleje.

Por ejemplo, una recta ast: ;TVL’ tiene b=-1
Otra recta asi k’ también tiene b = -1

Y las rectas que son asi ‘ i tienen b = 0. Es decir, salen del origen de coor-
denadas.

¢ COMO SE REPRESENTA UNA RECTA ?

Si tengo una ecuacién y = m x + b y quiero representarla, lo que hago es darle valo-
res a Xy obtener los de Y. Con estos valores formo una tablita y los represento
enun par de ejes x - y. Fijate: Si tengo por ejemplo:y =2 x + 1

Le doy a x el valor Oy obtengo =—y=2.0+1=1
Le doy a x el valor 1y obtengo = y=2.1+1=3
Le doy ax el valor -1y obtengo =y=2.(-1)+1=-1

Puedo tomar todos los valores que quiera pero con tomar 2 alcanza. Poniendo todo
esto en una tabla me queda:

Y=2x+1

- 1O
W~

Ahora represento los puntos (0:1)(1:;3)y(-1;-1)enelplano x - y. Uniendo
los puntos tengo la recta. Fijate :
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34 !
i : DT LR

Si quisiera ver si la recta estd bien trazada puedo fijarme en los valores de m

y de b:
Y o n&:zx@

X

La recta corta al eje Y en 1, asi que estd bien. Veamos la pendiente:

AVANZo 1 ﬂa
Sugo 2.
= mz 2 (s2)

La pendiente dey =2 x + 1 es m = 2, asi que el asunto verifica. Para entender esto
mejor tendrias que hacerte algunos ejercicios. Vamos:

EJERCICIO: DADA LA ECUACION DE LA RECTA:

a) Ver cudnto valenm yb
b) Graficar la recta ddndole valores de x y sacando los de y
c) Verificar en el grafico que los valores de my b coinciden con los de a)

1) y=x Rtaam=1, b=0 ‘i
2)y=x-1 Rta:m=1,b=-1 ‘L >
-1
3)y= 2-x Rtaim=-1, b=2 QE
2
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1
4)y=-24+1 Rtaim=-—, b=1
)Y 2+ am > ‘ 1
2

A
5)y=2 Rtaam=0,b=2 L

L—»

Prdcticamente

6) y=1000 x +1 Rta:m=1000,b=1 4« son90°

Acd van otro tipo de ejercicios que fambién son importantes:

* DADO EL GRAFICO, CALCULAR m, b Y DAR LA ECUACION DE LA RECTA

1 1
‘ : Rta:m=—; b=0 =—x+0
a) .. ta: m 5 y=ox+

PARABOLA

Una pardbola es una curva asi = . Desde el punto de vista matemdtico
esta curva estd dada por la funcion:

2 [ X4 &’
Y=ax®+bx+c  Ecuacién de la pardbola

Fijate que si tuviera sélo el término y = b x + ¢ tendria una recta. Al agregarle el
término con x° la recta se transforma en una pardbola. Es el +érmino cuadrdtico el
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que me dice que es una pardbola. Ellos dicen que y = a x* + b x + ¢ es una funcién
cuadrdtica porque tiene un término con x°. Una pardbola podria ser por ejemplo:

Y=2x%+ 5x+8

En este caso a seriaigual a 2, b a5y c seria 8. Los términos de la ecuacién tam-
bién pueden ser negativos como en:

Y=-x*+2x-1

Acdseriaa=-1, b=2 y c=-1. A veces el segundo o tercer término pueden
faltar. ( El primero nunca puede faltar por que es el cuadrdtico ). Un ejemplo en
donde faltan términos seria:

Y=05x%-3 (a=05,b=0,=-3)
o también:
Y=x?-3x (a=1, b=-3,c=0)

La ecuacién también puede estar desordenada, entonces para saber quién es a,
quién b, y quién c, tengo que ordenarla primero. Ejemplo: Y = - 3 x - 1+ 5 x°
Ordeno y me queda :

Y=5x?-3x-1 = a=5,b=-3, ¢c=-1

REPRESENTACION DE UNA PARABOLA

Lo que hago es darle valores a x y sacar los valores de y. Con todos estos valores
voy armando una tabla. Una vez que tengo la tabla, voy representando cada punto
en un par de ejes x,y. Uniendo todos los puntos, obtengo la pardbola.

EJEMPLO :
—_— A
REPRESENTAR LA Ec. Y= %%,
VALOR | VALOR ThDBLA \ R
D X DE ¥ / - j
-2 e L{ \ 5
-1 4 '}:-K?' \
o . o t
1 1 N o %
2 Y ; N i 1

De acuerdo a los valores de a, b y ¢ la pardbola podra dar mds abierta, mds cerra-
da, mds arriba o mds abajo. Hay una cosa que tenés que saber que es que :
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si el término cuadratico es negativo la pardbola apunta sus ramas para abajo.

Es decir, por ejemplo, si en el ejemplo anterior en vez de Y = x* hubiese sido
Y=- x?, la cosa habria dado asi:

PARABOLA Qus APUNTA

Yy 4 X
“ﬁ:@x?—‘_,/ I\ <"‘» PARA ABASO (A28 E’))

¢ Por qué pasa esto ? Rta : Porque @ es negativo. (En este casoa=-1)
Entonces conviene que te acuerdes siempre que:

J RECoRDAR |
Sienlaecuacién Y =a x?+b x + c el valor de a es
VRO,

negativo, entonces la pardbola va a dar para abajo

Dicho de otra manera:
LAS PARABOLAS NEGATIVAS

LAS pARABOLAY POSITINAS
ESTAN CONTENTAS ESTAN TRISTES

¢ Y si a la ecuacién cuadrdtica no le falta ningdn término ? Rta: No pasa nada,
el asunto es el mismo, lo Unico es que va a ser mds lio construir la tabla por que

hay que hacer mds cuentas. Fijate:

REPRESENTAR . LA ECUACIO?\I %= :”. g _1. b,
-
% Y Y :
-3 |3
-1 1o L %’f- )zc f_’ %/
1 | -1 /
N
3 A\ $ 4
5 | 3 X
. [} )
2, < L S

Vamos a estos otros ejercicios :
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Representar las siguientes pardbolas y decir cudnto valen los términos a, by c:

11" A
,.D_r\a_ X RTA: Cl.:'*%,b:o,(;o \14*"

-9 ;
9
' X
Dy X Rew: az-d, bo, cs0 7$’
4 i
R A A I
q - | : =
"‘h '3 B _2(:---3X-3 RTQ:&_—% yb==3 ,c=-3 X My 5
9 .—l/ .
N

Solucidn de una ecuacidon cuadrdtica

Una ecuacion cuadrdtica es la ecuacién de una pardbola igualada a cero. Es decir,
sienvezde tener y=ax®+bx+c tengoax®+bx+c=0,eso serd una ecua-
cidn cuadratica.

Por ejemplo, son ecuaciones cuadrdticas:

X?+4=0 , 5X?-3X+7=0 ,7X-3X°:=0

Lo que se busca son los valores de x que satisfagan la ecuacion. ¢ Qué significa
eso ? Significa reemplazar x por un valor que haga que la ecuacion dé cero. Supon-
gamos que tengo:

x*-4=0

¢ Qué valores tiene que tfomar x para que x*- 4 de cero ? Bueno, a 0jo me doy
cuenta que si reemplazo x por 2 la cosa anda. Fijate:

X
~a

2°-4:=0 (Secumple)
¢Habra algin otro valor? Si. Hay otro valor es x = - 2. Probemos:

(-2)%-4= 4-4=0 (anda)

Este método de ir probando estd muy lindo pero no sirve. ¢ Por qué ? Rta: Porque
funciona sélo si la ecuacion es fdcil. Pero si te doy la ecuacién 0,23 X?-217 x -
73,2 =0... ¢ Como hacés ? Acd ho podés ir probando porque el asunto puede llevar-
te un aio entero.
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A los valores de x que hacen que toda la ecuacién de cero se los llama raices de
la_ecuacion o soluciones de la ecuacion. Entonces, la idea es encontrar una formu-
la que sirva para hallar las raices de la ecuacion. Esta formula es:

z SOLUCION DE
_-bI|/b-Hac {71 UNA ECUACION cua-

Reyo = 20 . . DRATICA

( La demostracién de estd ecuacién estd en los libros ). ¢ Cdmo se usa esta férmu-
la ? Mird este ejemplo:

Encontrar las raices de la ecuaciéon ¥ = x*> - 4 x + 3.

Enestecasoa =1, b =-4 y c = 3.

Planteo :
b++b* —4dac
2a

X122 —
Reemplazando:

_—(-4)£4(-4) -40D

X =
12 20
4+4/16 - +
= X1.2 =¢ -> X12= 4 \/Z
2 2
L s 4E2
12 5

Ahora, para una de las soluciones uso el signo + y para la otra el signo menos.
La cosa queda asi:

XL: '_-_4,@2 =iy lXL: 1'
2"

Entonces x = 3y x = 1 son las soluciones de la ecuacion. Podés reemplazar estos
valores en la ecuacién y ver si verifican.

Quiero decirte una cosita mds con respecto a este tema: una ecuacién cuadrdtica
podrd tener una solucion, 2 soluciones o ninguna solucién. ¢ Cémo es eso ? Fijate:
¢ Qué significa igualar la ecuacion de una pardbola a cero ?

Rta: Bueno, una pardbola
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es esto =

Preguntar para qué valores de x la y da cero, significa preguntar dénde corta
la Pardbola al eje de las x. Es decir, que las raices de una ecuacion cuadrdtica re-
presentan esto:

Soluciones de una
/ \ ecuacién cuadrdtica

Una solucién Otra solucion

El caso de una solucién Unica va a estar dado cuando la pardbola NO corta al eje
de las x en dos puntos sino que lo corta en un solo punto. Es decir, voy a tener

esta situacion :
V « Caso de raiz Unica.

VER

Cuando la ecuacidn tiene una sola solucidn, se habla de raiz Unica o de raiz doble.

La ecuacién cuadradtica puede no tener solucién cuando la pardbola No corta en
ningdn momento al eje de las x. Por ejemplo:

| o ChSo DE' No
X SoLucidnN
Cuando te toque una ecuacion de este tipo, te vas a dar cuenta porque al hacer

v b? -4 ac te vaaquedar la raiz cuadrada de un ndmero negativo (como por
ejemplo v/=4). No hay ningin niimero que al elevarlo al cuadrado dé negativo.
Entonces el asunto no tiene solucidn.

Acd te pongo algunos ejemplos:

—-b++b* —4ac

2a

* Encontrar las soluciones de la ecuacién usando la férmula x =

( Podés verificar los resultados graficando la pardbola )
1) x?-2x-3:=0 Rta: x1= 3; Xz = -1

2) x*-7x+12=0 Rta: x;=4 x2= 3
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3) x*-2x+1=0 Rta: x =1 (Raiz doble )
4) x?-18x + 81 Rta: x =9 (Raiz doble )
5) x°+x+1=0 No tiene solucidn.
6) xX*-x+3:=0 No tiene solucidn.

SISTEMAS DE 2 ECUACIONES CON 2 INCOGNITAS

Una ecuacion con una incdghita es una cosa asi = x - 3 = 5. Esta ecuacion podria
ser la ecuacién de un problema del tipo: " Encontrar un nimero x tal que si le resto
3 medab". ¢ Cémo se resolveria una ecuacién de este tipo ?

Rta: Muy fdcil. Se despeja x y chau. Fijate :

¢Qué pasa ahora si me dan una ecuaciénasi? : x+y=6.
Esto es lo que se llama una ecuacion con 2 incdgnitas. Asi como estd, ho se puede
resolver. O sea, tendria infinitas soluciones. Por ejemplo, algunas podrian ser:

x=6;,y=0 6 x=7;y=-1
6 x=8;y=-2
Creo que ves a donde apunto. Si trato de buscar 2 nimeros x e y tal que la suma
sea 6, voy a tener millones de soluciones. ( Bueno... millones no... infinitas !l )
Bueno, ahora distinta es la cosa si yo te digo: " dame dos ndmeros cuya suma sea

6 y cuya resta sea 4 " Ahi el asunto cambia. Este problema SI tiene solucion.
Matemdticamente se pone ast:
X +y=6
{ x-y=4

Esto es lo que ellos llaman sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas.
¢ Cémo se resuelve esto ? Veamos.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE 2 ECUACIONES CON 2 INCOGNITAS

Hay varios métodos para resolver 2 ecuaciones con 2 incégnitas. Te recuerdo los
dos mds fdciles. Supongamos que tengo el sistema:

{x +y=6
x-y=4
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METODO 1: DESPEJAR Y REEMPLAZAR ( SUBSTITUCION )

Se despeja una de las incdgnitas de la primera ecuacidn y se reemplaza en la se-
gunda. Por ejemplo, despejo x de x +y = 6. Me queda: x=6-Yy.

Reemplazando esta x en la segunda ecuacidn. Tengo: (6-y)-y=4
Ahora:
6-y-y=4 = 6-4:=2y
2=2y = y=1

Ya calculé el valor de y. Reemplazando esta Y en cualquiera de las 2 ecuaciones
originales saco el valor de x. Por ejemplo, si pongo y = 1 en la 1™ de las ecuaciones:

XxX+1=6 =2 x=6-1

= x=5

METODO 2 : SUMA Y RESTA

Se suman o se restan las 2 ecuaciones para que desaparezca alguna de las incégni-

tas. Por ejemplo:
{x+y=6
x-y=4

Sumo las ecuaciones miembro a miembro y me queda: x+y+x-y=6+4

Ahora lay se va. Me queda: 2x=10 = x=5

Igual que antes, reemplazando este valor de x en cualquiera de las 2 ecuaciones
originales obtengo el valor de y. Una cosa: Acd yo sumé las ecuaciones, pero tam-
bién se pueden restar. Si las hubiera restado, el asunto hubiera sido el mismo
(seibaairlax).

Vos podés usar el método que quieras para resolver un sistema de ecuaciones.

A ellos no les importa qué método uses.

Otra cosita: en realidad cada una de las ecuaciones del sistema, es la ecuacién de
una recta. Por ejemplo el sistema anterior se podria haber puesto asi:

Bz =X¥eG
3o A=y

¢ Entonces cudl seria el significado geométrico de encontrar la solucion de un sis-
tema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas ?

Rta: significa encontrar el punto de encuentro de las 2 rectas. Por ejemplo, para
las rectas x +y=6 y x-y=4 tendriaesto:
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Solucién de un
<:| sistema de dos
ecuaciones con
dos incégnitas

EJERCICIOS
Resolver los siguientes sistemas de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas. ( Podés repre-
sentar las 2 rectas para verificar)

) RTA:
D x+2ys¢ R 2)[~3x+Y = -4 st
X 44 =12 é:g ZX -3\ = -8 N= 4,5T14,..
33 Ax-1Ly=o RTA: ‘-'l\ X4y =2 RTA;
4 2 X= ~2/3 X4y =0 SIN Solucion

MATEMATICA CERO - PALABRAS FINALES

Acd termina el resumen de matemdtica que te puse para que puedas entender ma-
temadtica. Esta no es toda la matemdtica que existe. La matemdtica es gigantesca.
Lo que puse acd es lo hiper-necesario y lo que seguro vas a usar. Hay otros temas
que también vas a necesitar como polinomios, trigonometria, funciones exponencia-
les, logaritmos... Estos temas te los voy a ir explicando a lo largo del libro.

Ahora, pregunta... ¢ Detestds la matemadtica ?

Rta: Bueno, ho sos el Unico. El 95 % de la gente la detesta. Es que la matemadtica

es muy fea. Y encima es dificil. ¢ Hay alguna solucién para esto ?

Rta: Mirg,... no hay salida. Vas a tener que saber matemdtica si o si. Es una mate-
ria, hay que aprobarla. Lo Unico que se puede hacer para solucionar esto es estu-
diar. (Y estudiar mucho ). Es asi. El asunto depende de vos.

A veces los chicos dicen: che. Que mala onda tenés ?!

Rta: No es mala onda. Esto es asi. En todos lados del mundo estudiar matematica
es dificil. Encima vos elegiste la UBA, que es la Universidad de mayor nivel en Ar-
gentina... ¢ entonces qué querés ?!

Resumiendo, el que quiere celeste, que le cueste. Nadie te obliga. Ahi afuera

te estdn esperando los de Mc Donald” s para trabajar por dié peso la hora.

Creo que fui claro, no ?

FIN MATEMATICA CERO
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FUNCIONES

Vamos a empezar a hablar de Funciones. Supongamos que queremos saber cudntos
alumnos hay por aula. Voy aula por aula y cuento. Hago una tabla:

A LA \ Alunpgs

31e 0
i go
320 460

De esta manera establecemos una relacién entre el aula y el nimero de alumnos.
El conjunto del cual salimos lo llamo dominio de la funcion. Al conjunto de llegada
lo llamo codominio de la funcién. Si para cada elemento del dominio, tengo un solo
elemento del codominio, tengo una funcion.

Supongamos que tengo un barril que vacio pesa 3 Kg. Si le agrego agua, el peso del
barril va a aumentar. Como cada litro de agua pesa 1 Kg. La tabla me va a quedar asi:

f‘<3 LITReS peso

B e o | 2y
BakadL ¥ : 1L Y k} <« TAQJA

(g 1% | o ky

Esto que hice fue establecer una relacién entre los litros que pongo y el peso del
barrilito de cerveza. Puedo simbolizar esto asi:

Con‘]b‘f'*"df ‘ wal,)un{‘o M
fartida > —@ £ goda
HIIND L Tfos 8 pes= (CODonm)

A,

Hacer una tabla con algunos valores es dar una funcién. Sin embargo, esto ho sirve
mucho porque... ¢ qué pasa si yo pongo un litro y medio ? O raiz de 2 litros ?
De manera que otra forma de establecer una funcion es dar su grdfico.
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Dibujo ahora el peso del barril en funcion de la cantidad de agua que pongo :

A
Peg L"ﬂ LRAFICO DEL PesD
[S - DEL BARMNL En
Y PUNCON DE LoS
3 LTRIS QUE PONGo

¥ B }

Las funciones pueden ser discretas o continuas. Cuando hablo del nimero de
personas por aula, estoy hablando de una funcién discreta. Cuando hablo de los
litros que pongo estoy hablando de una funcion continua.

Existe otra forma de dar una funcion que es dar su férmula. Para decir de donde a
donde va la funcion uso la siguiente notacién:

F: IN — IR [vaa. Funce; @ va

' n 1 & los naturales o los Reales)
FPS Naburalgy o realy

La funcion fambién podria ir de los reales a los reales o cualquier otra combinacion.
Por ejemplo:

fr IR — R
FrR— IN k.

Supongamos ahora que tengo la siguiente funcion:
‘F(_m] : ™N ——> Z <«-- Enteros
€(x)'IR>0 — R>0
n o A2

Hago una tabla para esta funcién:
19

£ = _42
25 FLM) o

V'!-FF'-‘B
-
—~
ji

10 1
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el y-o[r-(co va o S e he{nlele Wrbical "o
Ag{abota Styrfica g
la, Fontlof e alrca af 2_7
g o Ao lo Cor{‘f».

5 m

As{ntolm, horie Nt g Y,

Vamos a un ejercicio. Una cosa para ser funcion tiene que salir de 1 punto y llegar a
un solo punto. Por ejemplo, supongo que me dan esto:

Me Prdan dutetang,.

St A Puactes vno.

Lo que hago es trazar rectas verticales. Si las rectas cortan al grafico en 1 solo
punto, tengo una funcién. Esto es porque a cada punto del dominio, le debe
corresponder un solo punto del codominio.

EStas  reclas werticalsr

E orbar . ya Solo pPuilo,
=7 ES Fumcisl
*
Este caso también es funcién

EL runcton

‘[ \ . EL ov (las
rectas  Corlan 2

— un  fals Pun!-o)

¢ No 15 Funcion . (otra recla
| superfeasta (A corf

A Biattog Punter)
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€« 7o &3,

El domino de la funcién serdn todos los puntos que tienen alguna imagen. El
codominio serd el conjunto que contenga a la imagen. En este caso:

Domuinvis: R »a
Tagn @ IR > b
CaDofvio : IR . (o |R>0)

-
P

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Esto es fdcil. Fijate: Una funcion crece cuando va en subida. Una funcion decrece
cuando va en bajada.

FumvClonveS
&« CReaentg
¥
e J > Ky Ay DECREUSNTES.

X4 Ky
CRECUENT E bechecienre .

Desde el punto de vista matemdtico esto se pone asi:

X1< X2 = f(x1) < f(x2) <«—— FUNCION CRECIENTE
X1< X2 = f(x1) > f(X2) <«—— FUNCION DECRECIENTE

MAXIMOS Y MINIMOS

Cuando la funcién tiene una montafia, digo que tiene un mdximo. Cuando tiene un
valle, digo que tiene un minimo. Una funcién puede tener varios mdximos o varios
minimos. Si el mdximo es el mds grande de todos los que tienen la funcidn, digo que
es un maximo absoluto. Lo mismo para los minimos.

En realidad, desde el punto de vista de matemadtico (riguroso) una funcion tendrd un
maximo o un minimo cuando cambie el estado de crecimiento (de creciente a decre-
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ciente o viceversa). Si la funcion crece entre los puntos 1y 2, digo que el intervalo
de crecimiento es (1, 2). Dar el intervalo de crecimiento (o decrecimiento) es decir
en qué puntos la funcion crece (o decrece). Fijensé este dibujito :

N &— Paxitwo abgolulo
tnime ralabV o

e Maximas relabive

=>

En matemadtica es muy importante que cuando vean una funcién puedan decir cudles
son sus intervalos de crecimiento, decrecimiento, mdximos, minimos y todo eso.
Fijensé este ejemplo.

.n Fag es:
: CREGeNTE BN (-0, 3)
‘ b ; S > <:| bECRECEMTE EN {3,5)
PE—— s CLREUEBNTE BN (S, te)

CRECIENTE ECh. CREC.

Vamos a hacer un ejercicio. Es importante que aprendas a interpretar enunciados.
Eso queremos.

UNA FAMILIA QUE POR MES RECORRE 3.000 KM EN UN AUTO SE PLANTEA LA
POSIBILIDAD DE INSTALAR UN EQUIPO DE GAS. LA INSTALACION DEL
EQUIPO CUESTA 1.500 $. UN LITRO DE NAFTA CUESTA 0,69 $. CON 1 Litro DE
NAFTA RECORRE 14 Km. CON 0,8 m* DE GAS TAMBIEN RECORRE 14 Km. EL GAS
CUESTA 0,32 $ EL m*. SE PIDE:

HALLAR LA FUNCION QUE MIDE EL GASTO (EN $ ) DE COMBUSTIBLE EN
FUNCION DEL TIEMPO SI SE USA NAFTA. IDEM EN CASO DE QUE SE UTILICE
GAS (INCLUIDO EL GASTO DE LA INSTALACION )

En los 2 casos la variable va a ser el tiempo medido en meses. Vamos a empezar con
la funcion del gasto de combustible. El tipo hace 3000 Km. por mes y con 1 Litro de
nafta recorre 14 Km. Entonces:

3.000 L

= 214,28 Li
12 ,28 Litros /mes

Por mes gasta:
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Lo que gasta en plata va a ser: ( 1 Litro de nafta cuesta 0,69 $ )
214,28 L/mes x 0,69 $/Litro = 147,85 $/mes

Si por mes gasta esto, la funcién que me da el gasto en funcion del tiempo es:
f(r) = 147,85 $/mes x t (en meses)

Vamos a la parte b). Con 0,8 m* la familia Dongo recorre 14 Km. La cantidad de m*
que gastan al recorrer 3.000 Km es:

At Kpn ——— 0, P}
3006 KM X - 3000 KM, f%?f"‘}
1y ki

2 GASTO MENSUAL = 171,42 m® de gas

Es decir que en plata, lo que gasta es: 171,42 m® x 0,32 $ / m® = 54,85 $/mes

Si le sumo lo que sale la instalacion, el gasto en funcién del tiempo si uso gas es:

%{f} = ‘Hna.t + Sqa‘?-gi__ . -E{Ml}
3

Adelantémonos un poco al tema de funciones lineales. Represento las dos funciones
que obtuve. Puedo hacerlo dando valores. Me van a dar 2 rectas

Al Feey (Nofta)
F=1ust do |- - ===~ = = - - A
g (= 1oo +sst Lo |~ m - m = - FoM %“}{ﬂ-q)
4540 E E
. i %
o L* 20 ¢ LMEUJ

Supongamos que quiero saber a partir de cuantos meses se amortiza la instalacion.
Eso significa hallar el punto en donde se cortan las rectas, es decir t*.

Tgualo: f(t)=g(t) = 148+=1500+55+
= 148 + - 55 + = 1.500
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= 93 t+=1500

=t =16,1 meses

OTRO EJEMPLO

Supongamos que hay una empresa que tiene unos ingresos (en plata) que vienen
dados por la funcién i(t) (+ en dias). Los gastos a su vez vienen dados por g(t).
¢ Qué representa la funcién h(+) = i(t) - g(t) ?

Rta: Bueno, si a lo que entra le resto lo que salte, lo que me queda es la ganancia
neta de la empresa. Es decir:

h(t) = itt) - g() = ganancia heta

¢ Para que sirve este ejemplo ? Bueno, solamente para que veas que las funciones
se pueden sumar y restar.

OTRO EJEMPLO

Supongamos que tengo un pais determinado tal que h(t) representa a la cantidad
de habitantes de ese pais en el tiempo 1 (t en afios). La funcién g(t) representa el
consumo por habitante en funcion del tiempo. Se pregunta:

a) ¢Cudl es el consumo total de ese pais en el afio t?
Tqual que antes lo que hago es:

CONSUMO POR HABITANTE x CANTIDAD DE HABITANTE = CONSUMO TOTAL

= Si f(t) es el consumo total:

FUNCION QUE DA EL

f(t) = ht)xg(t) “— (CONSUMO TOTAL

Acd ves como una funcién puede ser producto de 2 funciones. Ahora, ¢ Cudnto valen
las funciones h y g ? Rta: Bueno, no lo sé. Pero su producto da el consumo total.

EJEMPLO

Che, ¢ se callan ? Vamos a hacer un ejercicio. Se quiere hacer una caja partiendo
de una cartulina de 30 cm x 40 cm. Se pide calcular el volumen de la caja.

Y4y —yp < CA)A
CARTULI VA \ T A% X
9 -
30-2X
X l tHo-2x —+

W

~
X
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El volumen de la caja serd: Vol = ancho . altolargo. Es decir:
V = (40 - 2x) (30 - 2x) . x

Ahora, X no va a poder tomar valores mayores que 15 cm. Porque sino no tendria
caja. Tampoco x puede ser negativo. Entonces digo que la funcion que me da el
volumen de la caja en funcién de x es:

V(x)=(40-2x)(30-2x).x con O0<x<15

¢ Como hago si quiero graficar esto? Bueno lo que hago es darle valores a x (entre
Oy 15)y sacar los de V(x).

Vamos a otro ejemplo

Supongamos que los precios de la electricidad son los siguientes:

2,38 $ costo fijo que paga todo el mundo
0,0634 $ / kilowatt si uno consume menos de 126 Kwh.
0,094 $ / kilowatt si uno consume mds de 126 Kwh.

Encima de esto, se cobra 17,20 % de impuesto sobre el total consumido. De manera
que voy a tener 2 funciones: una para consumo mayor que 126 Kwh. y otra p/
consumo menor que 126 Kw-h. Si no hubiera que pagar ese 17,20 % de mds, lo que
habria que pagar seria:

0,0634. A +2,3¢ s¢ X< 126 Kwy
‘FCx) —_

2,38 .{.0,063“. 1L6 +q0q‘f (X" 12.4) S(. x>‘t26 kw h

Ahora, para aumentar una cosa un 17,20 % lo que se hace es multiplicar a todo por

17.20 /7 4
TR sumdrselo a lo que uno ya tenia. (Esto hay que pensarlo un poco)

De manera que la funcidn que me dice lo que tengo que pagar (f(x)) en funcion de los

kilowats-hora que consumo (x) va a ser lo que tenia antes multiplicado por

17,2 17,20 17,20
+—= a(l +—j . Esto es porque hacer la cuenta a+ | —
100 100 100

que hacer ( Lo que hice es sacar a factor comdn).

1

ja es lo mismo

La funcion queda:

1,132 » [G,ﬂt‘d‘l.l‘f 1:1:?] £1 X €12 Nw_)
Fix =

41T 2 LL.J: roeli4. 126 +0,0qy L.H'-iu.}] S5 K> qag
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Esta funcion asi definida es lo que el problema pedia calcular. Teniendo la funcion ésta,
puedo calcular por ejemplo cudnto paga un tipo que consumié 122 Kw. (por ejemplo).
Para hacer eso, reemplazo x por 122 en la funcién para x < 126 Kwh.

Quedaria asi :
Plata a pagar = 1.172 x [ 0,0634 . 122 + 2,38]

Si el consumo fuera mayor a 126 Kw. (por ejemplo 130 Kw), la cosa quedaria:

Plata a pagar = 1.172 x [2,38 + 0,0634 <126 + 0,094 (130 - 126)]

FIN FUNCIONES
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FUNCIONES LINEALES

Son las funciones que tienen forma de linea recta. La expresion matemdtica es:

Fexy s mX +b €— Fonvcioh LivenL

La b es la ordenada al origen, es decir, el lugar donde la recta corta al eje y. Lam es
la pendiente de la recta. Esta pendiente se calcula haciendo la cuenta:

m = opuesto
adyacente

Supongamos que me dan la siguiente funcidn lineal: f(x)= 2 x + 3. Voy a graficar esto.
¢Cdémo hago? Y bueno. Le doy valores a x y saco los de f (.

x | Fuy
3
-1 4
1 5

Hay algo importante que tenés que saber y es la cuestion de la pendiente. Tengo 3

casos. Mird :
)T Peadunte vl
Pendanke 4 fendunte
posibeva N ngabiva

/\M:O M= 0 f\"‘t:@

Ahora, ojo ! Las rectas verticales no son funcién. Ver acad :

2| cose este N Y

€~ NO E§ Funciow

Z

En este caso, la ecuacidn de esta recta seria x = 2. Esto pasa porque otra recta
vertical superpuesta "corta” a la recta x = 2 en mds de 1 punto. En realidad la corta
en o puntos porque estd superpuesta. Vamos a un ejemplo.
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SE SABE QUE UNA FUNCION LINEAL TOMA LOS SIGUIENTES
VALORES: f(2) = 3 y fi4) = 7. HALLAR LA ECUACION DE LA FUNCION

Bueno, lo que hago es escribir la ecuacion de una funcién lineal: f(x) = m x + b.
Reemplazo ahora por los valores que me dieron:

f@)=m.2+b=3

fay=m.4+b=7

Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas. Lo puedo resolver por cualquier
método.

M+ b=y
Y Mrv b3

Despejo b de la 1™y la reemplazo en la 2%
b=3-2m = 4m+(3-2m)=7
=4m+3-2m=7 = 2m=7-3

m=2 | «— VALOR DE LA PENDIENTE

Reemplazo ahora m = 2 en cualquiera de las ecuaciones y saco b. Fijate :

tm+b=3 = 2.2+b=3
S H4+b=3 = b=3.y

=> €— ORDENADA AL opygENn

f(x)=2x-1

Quiere decir que la funcién buscada es :

Ahora vamos a hacer esto para un caso general. Quiero obtener una formula general
que va a valer para todos los casos . La idea es poder ahorrarme de trabajar con un
sistema de 2 x 2 . Entonces :

tht)-'-'ﬁ'f
Fixy = ¥,
ot w‘l: P""‘K1+b:‘ff
M X+ }:.:-‘fz_
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Voy a resolver este sistema restando miembro a miembro. A la 1" ecuacion le
resto la 2%, Esto queda:

= M X~ x'e..) -‘-'\J“."\l;_

FoturLA PAPA

SAcArR. LA
PENDIENTE

[ m o= Yi-Yi| e—
Xq-X1

Vamos a ver si cumple con el ejercicio anterior. Yo tenia f(2) = 3y f(4)= 7. Tonces:

X1=2,Y1=3 =
w4 y=7 = M=

-
- -

3-1 2 [ wrifica)
-4 -1 =

¢Cudl es el significado de esta férmula? Bueno, lo puedo ver en este dibujo:

Es decir, lo que hace la formula es calcular la pendiente haciendo la cuenta opuesto
sobre adyacente.

OTRO EJEMPLO

USANDO LA FORMULA PARA LA PENDIENTE,
CALCULAR m SABIENDO QUE f(2)= 1y f(5)= -3

Entonces, tengo que tener una funcidn lineal del tipo f(x) = m x + b donde la
pendiente viene dada por la siguiente férmula:

m= yi-Vyp
X1 = X2

Enestecaso x2=5,y,=-3 y x1=2ey;=1 Entonces:

m=-3-1=-4 — PENDIENTE DE
5 - 3 LA RECTA

N

Fijate que me dio con signo negativo. ¢ Qué me indica el signo menos ?
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Rta: Bueno, que la pendiente es negativa, es decir que la recta tiene que ir ast:

o

f(x)=-4/3x+b = Reemplazo x por 2 y f(x) por 1:
1=-4/3.2+b = De acd despejo b que me da:
1+8/3=b

Ahora planteo que:

— | b=11/3 | «— ORDENADA
AL ORIGEN

La funcidn lineal buscada es: f(x) = - 4/3 x + 11/3

OTRO EJEMPLO

UNA RECTA PASA POR EL PUNTO P = ( 3, -4) y SU PENDIENTE
ESm=-2. HALLAR LA ECUACION DE LA RECTA:

Lo que hago es esto: La ecuacidn tiene que ser: y=-2 x+b (porquem=-2)
Como la recta pasa por x = 3 ey = - 4, reemplazo y me queda:
-4=--2.3+b = -4+6:=b
= b=2

La funcion dada va a quedar: y=-2Xx+2

OTRO EJEMPLO

Ahora me dan este grdfico y me piden hallar la ecuacion correspondiente. Mird
Es como si nos dieran 2 puntos. Sé que la recta corta al eje y en el punto -1.
Entonces

b = - 1. Ahora saco m. Los dos puntos por donde

pasa la recta son (-1, 0) y (O, -1). Tengo 2 puntos T f(x)

y puedo sacar la pendiente con: \

-1 1

m=yz-y1 = -1-0= -1 =-1_Dio negativo.
X2 = X1 0- (-1) 1

Estd ok porque la recta va asi:\
La ecuacién buscada va a ser: y=-1x-1
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INTERVALOS

Esto lo vas a entender mejor si ves un ejercicio. Fijate. Copien. Dicto:

EJERCICIO
DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO A DEFINIDO

Co Mo ; A:EX GIR/F{H}/%(,Y)}

Fux) = 3x+ 2
N W) = 22X
Lo que tengo que calcular son los x que € a los reales tales que f(x) sea mayor o

igual que g(x). Es decir, planteo:
3x+222x-1

Resuelvo esta inecuacién pasando a un miembro todo lo que tiene x.
3x-2x2-1-2 = x2-3

Esta es la solucidn analitica del problema. Voy a resolverlo ahora grdficamente.
Represento las 2 funciones:

|
& Yoo Mt

2 & \,‘.L: :.’-x ~f

Ahora, todos los x € R tal que y1 2 y2 son los x > -3. Eso lo saco mirando el grdfico.
Veo que para cualquier x 2 -3 la recta y; estd siempre por arriba de la y..
Representando graficamente el intervalo obtenido me queda:

Y
{A
-3 — X A={XelR / X>,._j-}

Vamos a otro ejemplo de intervalos. ¢ Si lo toman ? Si, lo toman, pero es fdcil.
Fijate:

DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO A DEFINIDO

f(x)=-2x+1 y g(x)=4x+l. oMo ALXER[fry 548w )
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Piden lo mismo que antes. O seaq, dar el intervalo en donde f(x) > g(x). Bueno,
planteo entonces que f(x) 2 g(x), es decir:

2x+124x+1 = 1-124x+2x

= 026x = 02x=>x<0

Entonces el conjunto solucion serd: A= { XelR / X< 0}

Voy a representar las rectas en un grafico para verificar lo que hallé:

P
Nty - 2%+

Para hacer el grafico tuve en cuenta que las ordenadas al origen eran 1 para las
2 rectas y que en un caso la pendiente era positiva y en el otro -, por lo tanto las
rectas deberian ir asi ¥ y asi ™Sa respectivamente.

Graficamente la representacion del conjunto A es:

v

Mirando el grafico con las 2 rectas veo que siempre que tenga un x < 0, la funcién
serd mayor que la g(x). (esto era justamente lo que yo buscaba).

FUNCION MODULO

Acd presten un poco de atencion porque siempre se confunden. Vamos a ver la
funcién MODULO de equis. Tomar médulo significa considerar el valor absoluto de
x. Esto se escribe: f(x) = |x|. Esto lo vamos a usar mucho. Le doy valores a x y saco
los de f(x). Es decir, si x = 1, | x| serd 1. Si x = -1, el |x| serd también 1.
Matemadticamente la funcion médulo de x se define ast:

X 8¢ X2o

Faos Xl — {

-X S¢ X<o
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Represento esta funcion:

Funrcion

r
MobduLp

l‘g::l)('l“"“"”

Esta funcion es como la funcidn y = x pero igual de los 2 lados. El eje Y es el eje de
simetria. Es como si el eje Y fuera un espejo.

EJEMPLO
GRAFICAR LA FUNCION f(x) = |x - 2|

Lo que hago es darle valores a x y formar una tabla:

FUNClon
) X - 2|

EERIRIE

Esta funcion es igual a la funcién médulo de x ( I1x| ) pero toda corrida para alld —
en 2 lugares. Vamos a hacerlo ahora en forma analitica, es decir, aplicando la
definicién de médulo.

Fijate. Tengo f(x) = | x - 2|. Eso significa que aplicando la definicién me queda:

Feg - 1x-el - |

Ahora, x -2 2 0 significa x 2 2 y x -2 < 0 significa x < 2. La funcién queda definida
ast:

X -2 S¢ Xu2_>/o

-(x-2) s¢ X-z2¢o

AX-2 SC X2

Flig =] x-¢ =
"‘()C-?_) S¢ X<

S¢ hulura tatdo la funcies Frx) = | X+4) ML gt dar(a
asc ?**Sﬁt_». 5¢ *{f\&o la Foncion  Foo =) % +al grtda

-4 0

SUfnprL asi T —> %_;, X
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Fijense ahora esta otra funcién: f(x)= |x|- 2. ¢ serd igual que la anterior?

RTA: NO. Voy a hacer una tabla con valores y la represento:

x | IX-2 Tw

O -2 SN o 3/ > Funcloy

1 -1 ) X & IX

2 o ~ 2 f - 1
- -1

Es decir, lo que pasa es que todo el grdfico se va para abajo en 2 unidades.
Si tuviera f(x) = | a.x | me queda como la| x| pero mds abierta o mds cerrada.
Supongamos que a = 2. Le doy valores a x y me queda:

2 x| Yo e—Fy=laxl
o 2

7 { ‘s

oy o 1

S ey, al (g A 2 aduntro hize ?M’L ta.  Forcion Se
carrosa. loo ) x{ &ro QSL':'*_XZ_ b lax| 28 agiae )IL .

¢ Cudl es la pregunta ? ¢ Qué para que sirve la funcién médulo ?

Rta: Eeehhhhmmm... Que se yo. Para nada. La matemadtica es asi. Uno define cosas
y después se pone a jugar con ellas. ¢ Como? ¢ Que ? ¢ Que estoy chapita ? Si, si,
los matemadticos estamos re-chapitas ! ( Risas )

EL CASO DEL MOVIMIENTO RECTILINEO Y UNIFORME

Este es un tema de fisica. ¢ Alguien cursa fisica ? En fisica la ecuacion de la
posicion de un mévil que se mueve con movimiento rectilineo y uniforme es:

X(1) = Xo + v (T - to)

Esta es una funcion lineal. V es la velocidad del movil y x, es la posicién inicial.
( Es el lugar de donde salid). t, es la hora en el momento de salir.

Sitengoel casodeque X, =0y t,=0 = mequeda: xm=v.t

Esta es una ecuacion del tipoy =m x . Acday yo lallamé x y a x la llamé t. Lo
demds es lo mismo.
Si tuviera por ejemplo xy= 2 Km/h 1, la representacion seria:



ASIMOV -38- FUNCIONES LINEALES

X “— x=2Km.t
h
t
Lo que tienen que ver aca es que si la velocidad del mévil es positiva, la rectava a ir
asi: 7 . Sila velocidad fuera negativa, la recta iria asi ™\, . Esto es porque en el
grafico x = f(t), la velocidad del movimiento es la pendiente. Si los 2 méviles tuvie-
ran la misma velocidad pero uno estuviera 3 Km. mds adelante que el otro, el grdfico

quedaria:
3 <«—— lgual pendiente
< Son paralelas

Esto es porque la velocidad es la PENDIENTE. Si los tipos tienen igual velocidad, las
dos rectas deberdn ser paralelas (ho importa de donde hayan salido)

DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS

Che, anoten esto porque lo toman. Supongamos que tengo 2 puntos Py P.. Las
coordenadas del punto P; son ( xi, y1 ). Las coordenadas del punto P2 son ( x2, y2 ).

T DISTANCIA
Y
P4/
\{1 CT T :
' i
X4 X2

Entonces la distancia que va de Py a P; se calcula con esta férmula:

d(Ps, P2) =\ (VoY1 )+ (=%,

No voy a hacer la deduccién de esta férmula choclaza. Pero si lo pensds un poco, vas
a ver que sale de plantear el teorema de Pitdgoras en el triangulo formado entre los
puntos Py Pa.

Che, ahora ojo, entiendan lo que estoy diciendo. Cuando digo " calcular la distancia"
me estoy refiriendo efectivamente a la distancia real que hay de un punto a otro.
O sea, la distancia que vos podrias ir y medir con una regla sobre el papel.

Vamos a un ejemplo:
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CALCULAR LA DISTANCIA QUE HAY ENTRE
LOSPUNTOSP:1(1,4)YP2(3,2)

Solucién: Bueno, hago un dibujito y escribo la formula

A P (1,4) |
{»L{ l/d (//de‘maq
LS 5

|
+
\
|
L
1

{
{
L. L
A

3

K

La distancia va a ser:  d(Py, P2) = \/ (Yo-y1)*+ (=%, )°

Entonces: d(Py, P2) = \/ (2-4)+(3-1)

> d(P1,Po)= y (- 2)+ (2Y =8

Raiz de 8 es mds o menos 2,82. Si hicieras el dibujito en escala en un papel, la
distancia entre P; y P, medida con una regla te daria 2,82 cm.
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FUNCTIONES LINEALES - EJERCICIOS DE PARCIALES

Vamos a resolver algunos ejercicios que saqué de parciales.

L MATEMATICA PRIMER PARCIAL

APELLIDO: O T S NOMBRES:...... ....icvceunnn +.D.N,I: . e s saaas
1 2 3 4 HOTA

— e TNscRIPTO EN : seoe: CIUDAD pras:MheEviees
><| M g | M HORARIO: € D23, AuLa:dl §.

““HHE°T°“=ENQQ%¢LM1.

En cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta I

1) Hallar todos los puntes de la recta y=3x gue estéin a distancia v40  del
origen de coordenadas.

Solucion: Esos puntos estdn sobre la recta y = 3x — son de la forma P = (a, 3a)

Nos dan la distancia al centro de coordenadas: V40 ( o sea, al punto (O, 0)).
Entonces, usamos la formula de distancia entre dos puntos:

d(P1, P2) = (Y, = ¥1)2 + (%, — X,)°

V40 = /(32— 0)* + (a- 0)?
40=10d°
a?=4|al =V4=2

Nos dan dos resultados para a. Entonces tenemos dos puntos:

a=2 > | P=(2,6) y a=-2 > | P=(-2,-6)
M  MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 2 nS|Mluu
APELLIDO t e NOMBRES ¢ DN Tt
INSCRIPTO EN: SEDE ... DIAS e
HORARIO: ... AULA ¢ e
CORRECTOR : e .

En cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta

1. Escribir como intervalo o como unidén de intervalos el conjunto

A ={x e R/ 4 > 5}
X
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Solucion: Pasamos multiplicando la x — hay que ver las dos opciones
-Six>0 > 455x > x<%5 > x e (0;%s)

-Six<0 — 4<5x — x>%/5 - no puede ser las dos cosas a la vez

Entonces, ese conjunto es igual a intervalo | (0 */s)

\{ MATEMATICA PRIMER PARCJIAL TEMA 3
APELLIDO: B NOMBRES: . 7/ ¢1mamda_

1 i

. INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS: ........
15 g | Oy | Pbiez) i
COWRECT O : g‘-' / g HORARIO: AULA: /..

En cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta

1. Escribir el conjunto A:{xeﬂ/’?—iT-:l} come intervalo o como unién

de intervalos.

Solucion: Nos piden que escribamos el conjunto A como un intervalo o unién de
intervalos. Entonces: 5

(x+4)

<1

Despejemos: (xf4' 1<0  Me conviene sacar denominador comdn ( x + 4 )

5 1.(x+4) 5-x-4
= (x:4) (x:4)  © = (x:a) “©
1-x
::> x+4<o

Para que toda la fraccién sea negativa hay dos posibilidades:

Casol: (1-x)<0y(x+4)>0

Despejando de (1-x )< 0 me queda que 1< x, 0 sea x > 1. También se tiene que
cumplir que (x +4 ) >0, o sea, x > - 4 . Representemos esto en una recta numérica:

S
L U

-4 01

Muy bien. La solucion que cumple con las dos desigualdades a lavez es S1= (1; + )

-

|
o T
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Caso 2: Se tiene que cumplirque (1-x)>0 y(x+4)<0

De(1-x)>0 mequedaquel>x.De (x+4)<0 mequedaquex«<-4.
Representemos en una recta las dos desigualdades:

Ly
- DD
% 071

La solucién que cumple con las dos desigualdades es S; = (- ; - 4 ). Ahora bien la
solucién total es la unidn de estos intervalos:

S2USi=(-o;-4)U(1,+)

IR

|
4 0 1

En la recta se veria asi:

Rta: La solucidn al conjunto Aes (- ;-4)U (1,+e)

FIN FUNCIONES LINEALES



FUNCIONES
CUADRATICAS

A
v
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FUNCIONES CUADRATICAS

¢ Qué es una funcion cuadrdtica ? Rta: son las funciones que tienen esta forma:

FUNCION

a2 )
f)=ax"+bx+c <——  CUADRATICA

Fijense que el valor @ no tiene que ser cero porque sino estaria en el caso de una
funcion lineal. Siempre en las funciones cuadrdticas el dominio serdn los reales y
el codominio también. El grafico de una f cuadratica es una pardbola.

Vamos a graficar una funcién cuadrdtica fdcil = Por ejemplo y = x°
¢ Cémo hago ? Bueno, le voy dando valores a x y saco los de y. Formo esta tabla

TRERE e Fug -t

1
¥

a
1 1
4 1 o 1 emg = g E

Fijense que el grafico es simétrico. Es decir, de los dos lados es igual. La funcién
y = x* tiene la formay = a x* + b x +c. Lo que pasa es que acd a vale 1y b y ¢ valen
cero. (es decir, tengo y = 1.x° + 0.x + 0). En el eje x uno mira el dominio. En el ejey
uno mira la imagen y el codominio. Puedo decir, mirando el grdfico que:

Pora. F IR —> IR con f(x)= Xx?
La l(“-\ma,lr\ M F e 1M (F)_—[O, + o0)

Ojo, es importante que recuerdes la manera de escribir intervalos |

Vamos a graficar otra funcién cuadrdtica un poco mds complicada: y = - 2 x° + 3.

Hacemos la tabla y el grafico:

X fux)
T Fre
34X o {3
N 2
o i L l -5
& FU‘.I: N X 3 lAas
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La pardbola va para abajo. Eso pasa porque el término a es negativo. Siempre que a
sea hegativo la pardbola va a ir asi: /" . ( Estd triste ).

Si a es positivo la pardbola va a ir para arriba. ( Sonrie )

El vértice de esta pardbola estd en el punto (0, 3 ). El mdximo estd en x = 0. El eje
de simetria es el eje y. La imagen de la funcion serd: Im (f): (-, 3]

OTRO EJEMPLO: Representary = (x -2)° + 3

El ( x - 2) hace que toda la funcion se corra para alld —> en dos unidades.
El +3 hace que toda la funcidn se corra para arriba en 3 unidades.

El minimo de la pardbola estd en x = 2. El eje de simetria es la recta x = 2.
La imagen de la funciénes Im (f)=R23

La funcién f(x) = (x-2)° + 3 no parece tener la forma f(x) = ax®+ bx +c. Sin embargo
es una cuadrdtica. Fijate. Hago el cuadrado del binomio y veamos que da:

f(x)=(x-2)+3=(x2-22x+2%)+3

f

cuadrado del binomio
= f(x)= xX*-4x+4+3
= f(x)= X*-4x+7

¢ Es lo mismo escribir la ecuacién de cualquiera de las dos maneras ?
Rta: SI, es lo mismo. Lo que pasa es que si quiero graficar, la primera manera me
permite hacerlo prdcticamente sin tener que hacer una tabla.

Por ejemplo quiero que dibujen a ojo esta funcién: Y = -3 ( x + 1)* + 4. Vayan
pensdndolo. ¢ Listo ? Bueno. ¢ a ver que hicieron ?

El + 1 me dice que la funcion estd corrida para alldé <— en 1 unidad. El + 4 me dice
que la pardbola esta corrida en 4 unidades para arriba. El - del 3 indica que va para
abajo. De manera que el grdfico tiene que dar algo asi:
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N s =) (x+1)*+Y
~a

¢ El 3 que significa ? Bueno, solamente me dice si la pardbola va a ser mds ancha

o mds angosta. (asi 7\ oasi () )

Ahora quiero poner todo esto en forma general. Supongamos que tengo la pardbola
escrita en la forma f(x)=a (x - a)®+ B

Eso querrd decir que el vértice estd en el punto (o,B)

Ojo, (o, B ), NO (- o, B ). Recuerden esto.

Si a es positiva la cosa ird para arriba \_/ (sonriente ). Si a es hegativa la cosa iria
asi /M (triste).

El eje de simetria serd la recta x = a.

VERTICE DE UNA PARABOLA

Hay una cosa que se llama completar cuadrados. La deduccién no la voy a hacer.

Les voy a dar las férmulas finales. Estas formulas sirven para escribir la pardbola
en la formay = a (x - &)’ + B, si a uno se la dan escrita en la forma f(x)= ax® + bx +c.
Las dos férmulas son:

4 _h Coo R-DENMADA
- 2 a EQuis DELVERTIcS

b -C - b2 ¢ Coo PDENAD A
“o Y bEL VERTICE

Vamos a hacer un ejemplo. Me dan la pardbola f(x) = 2 x* - 4 x +7. Tengo: a= 2,
b=-4y c=7.Entonces:

d\:__b,ﬁ “(‘“(ﬂ -1 (-—)(v

Lo 2. 2
X _ulil
P_—-C"';ia: 1 - Lq‘“ _—7'-‘1_‘-._—5 4‘*‘1\,
.1 b4

=5 Lo ehlion Wd: o ;L.. 8
Fexy = 2(%=1)+58
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Tener formulitas asi no es muy lindo. Vamos a ver esto. ¢ Como sé donde corta la
pardbola al eje x ? Rta: Bueno, tengo que aplicar una formula que te debés acordar.
Es la férmula de la resolvente de la cuadrdtica:

_b t / bt- 4. a.c

24Q.

X‘IL oy

Para una de las soluciones uso el signo +, y para la otra uso el sigho - . De ahi saco las
2 raices X1y Xz. Raiz quiere decir que ahi la funcion corta al eje x.

Hay 3 casos posibles. Puedo tener 2 raices, 1 raiz o ninguna raiz.
¢ Cudndo tengo dos raices ? Bueno, llamemos al término b®-4ac, discriminante (A).

* Si el discriminante es positivo, tendré dos raices.
* Si el discriminante es cero, tendré una sola raiz
* Si el discriminante es negativo, no tendré ninguna raiz.

La representacion de los 3 casos es:

b*-Yac = @ (2 ot ter)

u le-— Ha o :@ LNV\AUGQ rau’&)

[ S / b - dac =0 rm'z)
RECTA TANGENTE

Es una recta que roza a la funcién en un punto. Es decir, no corta a la funcién, sino
que pasa justo por ahi apenas tocdndola. Por ejemplo:

4— PRECTAS TANGENTES

Supongamos que me dan: f(x) = -(x -2 )*+ 1. 11‘/’.\

Segun lo que vimos el grdfico da asi: 3/ 3 \ >
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Si me piden trazar la recta tangente a la pardbola en el punto x = 1y x = 2 tendria
que hacer lo siguiente:

Mz >

Lo que quiero que veas es esto: cuando la funcion crece, la pendiente de la recta
tangente va a ser positiva. Cuando la funcién decrece, la pendiente de la recta
tangente va a ser negativa. ¢ y cudndo tengo un mdximo o un minimo que pasa ?
Rta: Bueno, la pendiente de la recta tangente va a dar CERQO. Todo esto lo vamos
a usar mucho después cuando veamos derivadas e integrales.

Veamos un ejemplo:
Me dan la pardbolay = - (x + 1) + 2. Me piden graficarla. Eso da asi:

Las coordenadas del vértice son x = -1 ey = 2. Las escribo de la otra manera:
f(x)=-(x+1)P2+2=-(x?+2x+1)+2
= f(x)=-x°-2x-1+2

= f(x)=-x*-2x+1

¢ Cudles son las raices ? Bueno aplico la formulita:

X, b tdbt-dac

(- Aa==1;, bz=2 =4

A

€S0 Aa: Xy, = (=) JY-;J‘--Q (-1) 1
2. (-1)

- AKX RALCES de
=> X-I(L: R l:-
-2 LA ECurtion
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CONJUNTO DE POSITIVIDAD

Son los valores de x en donde la funcidn es positiva. Para saber donde una funcién
es positiva, lo que tengo que hacer es mirar el grdfico y ver si la curva esta por
arriba o por debajo del eje x. Eso es todo.

Si miran el grdfico van a ver que la funcién toma valores positivos para los valores
de x comprendidos entre las dos raices. Es decir:

EN ESTA enpa 1
FUNCIEN ES Pogmva

-1-03

cMJumLo M positividad

Al conjunto de positividad lo vamos a designar como C. y en este caso va a ser:

CowJunmTo D&
= | -1~ —1+ra.
G- L (AR ) S Pesitivosp,
También podemos hablar de conjunto de negatividad. Ese conjunto serian los valores
del dominio tales que en ellos la funcion es negativa. Lo designamos como C.y en
este caso seria:

C_zf{-00, -1-92) U [-11—1‘11 aa )

Lnigs

El lugar donde la funcidn no es positiva ni negativa son los x tal que en ellos la
funcion corta al eje x. Lo designamos como Cp y en este caso seria:

;:0 = {“f—'r'r. ;1 *’rz.k

Vamos a este ofro ejemplo:

Hallar el conjunto de positividad de la pardbola: f(x) = (x -2 )* -2

Lo primero que hago es graficar la funcién. Veo que va para arriba y estd corrida en
2 a la derechay en 2 para abajo. Ahora hago el dibujo.

/::-ﬁ Fug=lx-0=2
L >

N
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Para saber donde corta la pardbola al eje equis, desarrollo el binomio al cuadrado.
Lo hago para tener escrita a f en forma de ax®+ bx + c.

f(x)=(x-2)P-2=(x*-22x+4)-2
= f(x)=x*-4x+4-2
= f(x) = x°- 4x + 2

Tengo ast: a=1 b=-4 c=2

Hago la férmula - b + etc, etc y me queda:

X1=2-\/§ X2=2+\/§

Los conjuntos de positividad y negatividad van a ser:
Coz=(-0,2-2)U(2+ 2, +)
C.=(2-+2 ,2+42)

Co={2-+2:2+ 42}

Esto no es dificil. Hagan los ejercicios de la guia. Es siempre lo mismo. Grafican la
pardbola, se fijan donde corta al eje x y después hallan los conjuntos de positividad
y negatividad.

INTERSECCION ENTRE UNA RECTA Y UNA PARABOLA

Una recta y una pardbola se pueden cortar o no. Tengo los siguientes casos:

L e W

Hoy T Hay 1 No thoyy
PU!\{"O_S‘ JO!O fU(\“'O ﬂ"‘&éﬂ FU/\{"O.

Vamos a hacer un ejemplo:

HALLAR LA INTERSECCION ENTRE LA RECTA
g(x) = 3x+ 2 Y LAPARABOLA f(x) = 2x? + 8x -1
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Bueno, lo que hago es graficar la rectay la pardbola y ver donde se cortan.

M IS EAL
Fra) = IXE+8A -1
—

Lo que hice fue resolver el ejercicio grdficamente. Ahora quiero resolverlo analiti-
camente. ¢ Qué hago ? A ver, piensen. Claro, tengo que igualar las dos ecuaciones
y despejar x. Entonces: Hago f(x)=g(x) :

= 2x%+8x-1=3x+2
—2x°+8x-3x-1-2=0

= 2x?+5x-3=0

Aplico la férmula para las raices de la ec. cuadrdtica y me da:

-5 +|2s ¥ -St3 A=2,b5 ¢-3

X,, s 2S tlxstee
Y ¥
e e 1

Estas son las coordenadas de x donde se cortan la rectay la pardbola. Para hallar
las coordenadas y, lo que hago es reemplazar x1 y x2 en la ecuacién de f(x) o de g(x).
Si hice todo bien, tendria que dar lo mismo. Si hago eso me da:

g9(-3)=3(-3)+2=-7

g(/2)= 3(1/2)+2=35

Entonces, los puntos de encuentro son:
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Quiero que veas ahora otra aplicacién de todo este tema de funciones cuadrdticas.
Vamos a hacer el problema del rendimiento de la nafta.

PROBLEMA:

EL RENDIMIENTO DE NAFTA r (EN Km/LITRO) DE UN AUTOMOVIL ESTA
RELACIONADO CON LA VELOCIDAD ( EN Km/h ) POR LA FUNCION:

r(v)=-1/3v¥+60v  con0<v< 180

a) HALLARLOS VALORES DE v PARA LOS CUALES EL RENDIMIENTO DE NAFTA
AUMENTA CON v Y LOS VALORES DE v PARA LOS CUALES EL RENDIEMIENTO
DE NAFTA DISMINUYE.

b) HALLAR LA VELOCIDAD PARA LA CUAL EL RENDIEMITNO ES MAXIMO Y
CACULAR DICHO RENDIMIENTO.

a) Tengo que graficar la funcién r(v) = - 1/3 v? + 60 v. Esto me va a dar una pardbola
que va para abajo. Fijate que el domino estad restringido (la funcion solo 3 para
valores de v comprendidos entre Oy 180 Km/h.

Para graficar, hago lo de siempre. Calculo las coordenadas del vértice.

2
XV:—b far ‘IV:C-._}_’_

Las Ha
Haciendo las cuentas me da:
xV‘.;' -—-—-—-—-GO = a0
2.(-1)
-— L -
\IV: 0 - L-¢o) = 3 boo = +1%00
o (- —j) -4

El YG{F'\CU Voo a dar as{
l/i“‘la.’)(lm\o rendimiento

R-ENDIMIENTO
AU MENTA

0 a0 1o v
a) Entonces veo que el rendimiento de nafta aumenta en (0, 90 ) y disminuye
en (90, 180).

b) La velocidad para la cual el rendimiento es maximo es v = 90 Km/h. El maximo
rendimiento serd r = 2.700 Km/L.
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PROBLEMA: Se lanza una pelota desde 25 m de altura. Piden hacer el grdfico de la
posicién en funcion del tiempo y preguntan en que momento la pelota vuelve a estar
a 25 m de altura. Dan como dato la ecuacién de la posicién en funcién del tiempo que
esi  s(t)=-16 (+-3)°+169  Parat:0

Hago el grafico de esto. Las coordenadas del vértice son ( 3, 169 ). Vamos a ver
ddnde corta esta funcién al eje t. En este caso como tengo expresada la funcién en
la formay = a (x-a)® + . Puedo directamente despejar directamente ( t - 3)® sin
usar la formula para la ecuacién cuadrdtica. Igualo a cero:

-16 (+-3)2+169=0
= -16 (t -3)% = -169

169
= (t-3)%= =
(t-3) =,
Los 2 signos menos se cancelan. Ahora lo que no se tienen que olvidar es que cuando

pasan el 2 al otro lado como raiz cuadrada, esa raiz tiene doble signo.

Miren:

(f-3)2=% :>T-3=11/% —t1,= 34325

Si hubiera hecho esto aplicando la formula para la ecuacién cuadrdtica ... ¢ me
hubiera dado lo mismo ?

Rta: Si, claro. TTENE QUE DAR LO MISMO. (Probalo). El grafico queda:

Si me preguntan en que momento pasa otra vez por la posicién s = 25 m, la respuesta
es a los 6 segundos. Eso lo veo mirando el grdfico. Uno puede evaluar s =25 menla
ecuacion, pero yo quiero que vean que la pardbola es simétrica alrededor de la recta
vertical x = 3. Por eso sé que a los 6 segundos va a volver a estar a los 25 m.

De cualquiera de las 2 maneras que lo hagan esta bien. Pero no se olviden este
asunto de la simetria de las pardbolas. Puede ser que lo tengan que usar en algin
caso, como por ejemplo en éste de recién.
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FUNCIONES CUADRATICAS - EJERCICIOS SACADOS DE PARCIALES

2. Dar la ecuacidn de la recta que pasa por el vértice de la pardbola
y=(x+1) (x+7) y por el punto en que dicha pardbola corta al eje y.

Este ejercicio no es complicado, sélo tenés que leer bien el enunciado y ordenar lo
que te piden. Vamos. Tenemos que encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el
vértice de la pardbola y = (x +1) (x + 7) y pasa por el punto en que la pardbola corta
al ejey.

Calculemos el vértice de la pardbola. Como la pardbola es simétrica, las raices van a
estar a la misma distancia del vértice. Entonces a x, la podemos calcular asi:

Xy = _(Er'aiz 1+ Xraiz 2)
2

Como la pardbola estd escrita como un producto, las raices estdn a la vista:
Xraiz1= -1 Y Xrdaiz2 = -7

Reemplazando en la ecuacién para calcular el vértice:

xy= (-1)+ (-7)
2
XV: '4

Para calcular y, reemplazamos en la ecuacion de la pardbolay = (x +1) (x + 7)
Yoz (-4+1)(-4+7)

yv=-9

Llegamos a uno de los puntos por los que pasa la recta es: Py = (-4, -9 ). Busquemos
el punto donde la pardbola corta al eje y, esto ocurre cuando x = 0.

y=(0+1)(0+7)
2> y=7
El otro punto por el que pasa la recta es: P, = (O, 7). Con estos dos puntos podemos

construir la recta. Bueno, lo que hago es escribir la ecuacion de una funcién lineal:
f(x) = m x + b. Reemplazo ahora por los valores de Py P;:

f(-4)=m.(-4)+b=-9
f(0)=m.0+b=7

Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas:
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{-4m+b=—9
b=7

Reemplazo b en la 1*" ecuacién para calcular m

= -4m+b=-9 = -4m+7:=-9

m=-16 | «— VALOR DE LA PENDIENTE

Rta : La ecuacidn de la rectaquedaasi | y=-16 x+7

2) Sea la funcién cuadrédtica f cuyo gridfico es la pardbola de vértice
V=(-4,-2) que pasa por el punto (-3,16). Hallar el conjunto de ceros y
el conjunto de positividad de la funcidén f.

La funcién cuadrdtica tiene esta forma: f(x) = ax? + bx + c. Tenemos tres
incégnitas: a, by c. Entonces, necesitamos tres ecuaciones. Las sacamos de los
datos que nos dan:

- Pasa por el punto (-3 ,16) — f(-3)=a(-3)°+b(-3)+c= 9a-3b+c=16
b

- La abscisa del vérticees -4 — x, = “oa T 4

- Pasa por el punto (-4 ,-2) > f(-4)=a (-4)°+b(-4)+c=16a-4b+c=-2
Si resolvemos este sistema de tres ecuaciones, nos queda la funcién

a=18,b=144yc = 286

—  f(x) =18 x* + 144 x + 286

Los ceros de esta funcidn los podemos calcular con la formulita:

—b++/b?—4ac

5 — Los ceros son -''/3 'y -3/;
a

El dominio nos queda dividido en tres intervalos (lo dividimos en los ceros).

Vemos que es positivaen | (-oo, -13/3) U (-11/3 , +o)
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FUNCIONES CUADRATICAS

2. Sea f(x)= Zm2+%x+c .Hallar el valor de c¢c € R de manera que

la imagen de f sea el intervalo

Para el wvalor de

c encontrado,hallar el conjunto de positividad de f

La funcidn tiene un minimo en el vértice. La abscisa del vértice la calculamos como

b
Xy = ~oa En este caso, nos da x, = -1
a

Entonces, el minimo valor de la funcién va a ser

f(-1)=3/4 (12 +3/, (D) +c=c-3/,4

Nos piden que la imagen de la funcion sea [-3 ; +e°) — el minimo es -3

C-3/4 =-3

-

Entonces, la funcidn nos queda f(x) =3/4x* +3/2x-2/4

—b++/b?—4ac

%

C:-3+3/4

C

-%/4

Calculamos los ceros:

2a
El dominio nos queda dividido en tres intervalos:

(-0 ;-3) > f(-4)="/450
(-3;1) > f0)=-%/4<0
(1; +e0) —> f(2)=1/450

-1

El conjunto de positividad es

(e

-3) U (1 ;+)

FIN FUNCIONES CUADRATICAS



* CONTINUIDAD
* POLINOMIOS

* COMPOSICION
DE FUNCIONES

CONTINUIDAD - TEOREMA DE BOLZANO - DIVISION DE
POLINOMIOS - TEOREMA DEL RESTO - INTERVALOS DE
POSITIVIDAD Y NEGATIVIDAD - COMPOSICION DE
FUNCIONES

UN POLINOMIO DE
GRADO 4to. ( CORTA
4 VECES AL EJE X )




ASIMOV -58 - POLINOMIOS

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Vamos a ver ahora el tema de funciones continuas y discontinuas. No es dificil.
Presten atencidn.

FUNCION CONTINUA

Una funcion es continua cuando para dibujarla NO necesito levantar el Idpiz de la
hoja. Por ejemplo:

GRAFWO D
L ,E
UNA PuNCion

. ConNTinyAa

GRAFiLO Dy
€— UNA FUNCION
DiscoNTINU A,

Creo que esto lo entienden ¢ no? En x = 3 la funcion es discontinua. Pega un salto.
Para poder dibujarla necesito levantar el ldpiz de la hoja. Esa es la idea.
Ahora miren esto:

\

7

OTRA FuNclew

J DisScontinvup

wn
.

[}
1

Fijense que esta funcidn es discontinua en los puntos x = 1y x = 5. Esto lo veo
mirando el grafico. En todos los otros puntos la funcién es continua. Las funciones

lineales (rectas) y las cuadrdticas (pardbolas) son STEMPRE CONTINUAS.
Supongamos que me dan una funcién que esta definida en 2 partes:

F:IR— IR

F xLl g/ X<2
R O

En x = 2 la funcion es continua. Cambia su forma pero es continua. Vamos a afinar
mads la definicién de continuidad. Decimos ast:

Una funcidn es continua en un punto si acercandose por la FUNCION
derecha o por la izquierda la funcién tiende a valer lo mismo. CONTINUA
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Para el ejemplo que les di, si me acerco al punto x = 2 viniendo asi —, la funcion
toma el valor 4. Si me acerco a x = 2 viniendo asi «<— la funcion también vale 4. Esto
me estd diciendo que la funcién es continua en x = 2.

Vamos a este otro ejemplo: Me dan una funcidn que estd definida de esta manera:

Xty 1 S X &1
tix) = Gn F:R—=IR
X+ S¢ X>t

Voy a hacer el grdfico. Puedo hacerlo dando valores o pensando un poco. La primera
parte es una pardbola y la seqgunda parte es una recta. Esto da algo asi:

'f"‘"
~ }:a.m-g
£t~

ﬂﬁ::“ﬂ‘?

K oy

Pregunto: ¢ Es continua la funcién en x = 1 ? Rta: Bueno, acerquémonos por derecha
y por izquierda y veamos que pasa:

§ - om / ME NCERCO PoR DEREHA

1 é—'—""

ME AERL PIR

LrQuiepDh,

- e

Veo que viniendo por la derecha la funcion vale 5 y viniendo por la izquierda la
funcidn vale 2. Eso me estd diciendo que la funcién no es continua.

Vamos a este otro ejemplo. Una funcién que estd partida en 3. Viene definida asi:

- X +q S¢ X<

FoiR—=> R F(x;] s 19) en =12

(R RN §¢ X »2

De acuerdo a lo que me dice la definicion, voy dibujando la funcion. Primero dibujo lo
que pasa antes de llegar a 2, después justo en 2 y después para x mayor que 2.
Da algo ast:
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Miren bien, chicos. ¢ Es continua ? No. A ojo ya ve que no es continua porque el
dibujo pega un salto en x = 2. ¢ Lo ven ?

Ojo ! La funcién 3 en x = 21 Ahi f(x) Vale cero. Sin embargo no es continua. Para
poder probar esto tengo que aplicar la definicion rigurosa que es la de ir
acercdndose por izquierda y por derecha.

Si hago eso, veo que viniendo asi — la funcion vale - 1. En cambio, si vengo asi «—
la funcion vale 5.

¢ Serd continua la funcién ? Rta: NO, porque los valores no coinciden.

Vamos a ver esto: quiero que tengan una idea del concepto de asintota. Esto lo
vamos a usar mucho después. Miren: tenemos una funcién que va de los reales a los
reales definida como:

P

Y
Fay = 4 se X0 L
R
Foaz o0 5S¢ X=p \0 X

Lo que quiero que vean es, a ver, ¢ qué pasa con la funcién cuando me voy acercando
al origen ? Bueno, la funcion se hace se hace asintética al eje y. Bueno, y... {Qué
significa esto? Significa que la curva se acerca mds y mds al eje pero nunca lo corta.
Digo entonces que la funcion tiene una asintota vertical en x = 0, La asintota es el
ejey.

¢ Y que pasa cuando tomo valores de x muy grandes ? (100, 1.000, 1.000,000). La
funcion se acerca mds y mds al eje x pero no lo corta. centonces el eje x qué es?
Rta.: Una asintota horizontal cuando x tiende a infinito. Del lado negativo de la
funcién pasa exactamente lo mismo ¢ lo ven ?

TEOREMA DE BOLZANO

No voy a dar la demostracion de este teorema. Solo quiero que entiendan la idea.
Tengo una funcién continua en un intervalo. Supongamos que de un lado del intervalo
es negativa. Eso quiere decir, dice Bolzano, que obligatoriamente, dentro de ese
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intervalo, hay un punto en el cual la funcion vale cero. Miren el dibujo.

PoSIRLE FofMA DE 1A

VALORES Que Toma LA :
UNCION  Denvrpg

FUNCIIN EN L0S EXTREMGS

£ DEL INTERVALO PEL INTERwALY
J l ¥
ERIS N
-1 => % >
(7,8 bl X a ‘\J

Entonces, resumiendo: si en un intervalo (a,b) una funcion cambia de signo, en ese
intervalo habrd un cero de la funcién. ¢ Lo ven ?

EJEMPLO:

POLINOMIOS

Me dan una funcién continua y me dicen que sélo tiene dos ceros. Pero no
me dan la funcidén, me dan un tabla:

X

-4

-3

-2

-1

0 1 2

f(x)

3

2

-3

-4

2 3 4

Dibujemos estos puntos en un grdfico y contestemos esto: ¢ En qué intervalos de
amplitud 1 estardn los ceros de f ?

® 3 .
C 2
1
St
-4 <y -1 1 o I | 2
-t
. “)
. -y

Me fijo en qué intervalo la funcion cambia de signo. Veo que eso pasa en (-3, -2 )
y en (- 0). Entonces en esos intervalos estardn los dos ceros de la funcidn.

¢ Cémo es el dibujito de la funcién ? Rta: no lo sé. No sé que forma tiene.

Lo dnico que sé que corta al eje x en los intervalos que marqué. ¢ Lo repito ?
Ahora veamos esto. Supongamos una funcién continua que tiene ceros en x Xz, X3
y Xa ¢ Qué pasa si estos ceros son consecutivos ? ¢ Podria la funcidn tener esta

forma?
_\/No
rd ,:
/e

’”
£

X4
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Pasa que entre dos ceros consecutivos la funcion no puede cortar al eje x. Eso
quiere decir que entre dos ceros consecutivos, la funcion debe tener todo el tiempo
el mismo signo. Es decir, todo el tiempo serd positiva o todo el tiempo negativa.

¢ Para qué me sirve esto ? Rta: Para poder determinar intervalos de positividad

y negatividad. Pongamos esto en forma matemadtica:

SI TENGO UNA FUNCION CONTINUA QUE TIENE 2 CEROS
CONSECUTIVOS X; y X;, ENTONCES:

V Xe (Xl,Xg) , F(x)> 0o F(x) <0

La funcion podrad ser positiva en ese intervalo o negativa en ese intervalo. Pero no
podrd cambiar de signo.

EJEMPLO:
Me dan una funcién continua cuyos dnicos ceros son: f(-1) = 0y f(1) = 0, Ademds me
dicen que: f(-2)= f(2)= 2. Piden dibujar la funcién en forma aproximada.

X

M&oﬂl-"’“—} -t
1

Como es exactamente el grdfico de f, no lo se. Sin embargo se que va a tener esta

forma:
. Y lvbarvie [o Jlilirw M F
* L o
- AL N
;"_'. 1 -f_ T I;"‘l‘. {'! -
oA o 1
e’ L, el +

Esto es todo lo que hay que saber sobre el teorema de Bolzano.

FUNCIONES POLINOMICAS

Son funciones de este tipo:

Fugz x3s

i
- X4
(_K}-)"- ~i
N Subida 1 5)

Ojo, las funciones cubicas no siempre tienen esta forma 4,U.._
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Lo mismo con las cudrticas. No siempre son pardbolas. Puede haber cudrticas y

cdbicas que sean asi :
4 s
! 4: weica | b / wirn,

Un polinomio es una cosa que tiene esta forma:

M M1
F(x): A X+, X T4 ... +a&,
A esto se lo llama funcidn polindmica. Ojo, algunos de los términos pueden ser cero.
Por ejemplo puedo tener algo asi:

F(_,(): szf?_x + Y

Aca los valores de cada término son:
'-:'-.3_:1 LY P T h

Si el polinomio fuera :
Foxy= 4 x9-3x3 x>y

Tango - Ayz4 , a3, Q,=-1 , 4470 7 Re 1

A la potencia mds grande que tiene el polinomio se la llama GRADO DEL POLINO-
MIO. Por ejemplo, las funciones lineales son polinomios de grado 1. Las funciones
cuadrdticas son polinomios de grado 2. Las funciones cubicas son polinomios de grado
3 (y asi siguiendo).

¢Y qué pasa con las constantes? (los ndmeros). Por ejemplo, ¢qué grado tiene el
polinomio f(x) = 2 ? Piensen ¢ A qué potencia estd elevada la x ?

Rta: A la cero. Por lo tanto f(x) = 2 es un polinomio de grado cero.

Vamos a hacer un ejercicio. Me dan esta funcién polindmica y me piden hallar los
ceros y los intervalos de positividad y negatividad.

Fexps L3x-2) (Mx+1)( x-5)

¢ Qué tengo que aplicar ? El teorema de Bolzano. Bolzano sélo vale para funciones
continuas. Eso andtenlo. Los polinomios de cualquier grado son siempre funciones
continuas. Vamos a buscar los ceros de la funcion que me dan. Igualo a cero :

(3x-2) (HMx+1)(x-5) =0
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¢ Qué hago ? ¢ Hago distributiva? Nooooo ! Al revés Il Si hago distributiva me
complico mds. Piensen. Si cualquiera de los paréntesis da cero, la funcion dard cero.
Entonces las 3 posibilidades van a ser:

(3x-2)= 0
o (4x+4) -0

s(X-5)=0
De acd sale:

d. d¥-rFe =m Ipea o= K-

e |

I R g

£ |h

. R~ = 4 5

= —

Fijense una cosa. Un polinomio de grado n podra cortar al eje x a lo sumo (como
mdximo) en n puntos. Por lo tanto, un polinomio de grado n tendrd como maximo
n raices. Eso es importante. Busquemos ahora los intervalos de positividad y
negatividad. Tengo que los ceros de la funcion estdn ubicados ast:

RS 5
=Yy 3

Lo que hago entonces es darle a la funcién valores que estén dentro de estos
intervalos. Como estos son todos los ceros de la funcidn, en esos intervalos la
funcion tendra siempre el mismo signo. Tenia:

Flays L3X-2)(yne) (x-5)
Entonces: ’ '

F(u} = (3.0~ L) LH.ﬂ +1)[ D-S) = 40 (—-@
FlO) s (3.1-)(41+4) (1-5) = -20 « ©
Fle) = 3.6~ (e H)(6-1) = @

Hago una tablita con los signos que obtuve y ya puedo dibujar aproximadamente
la funcién. Queda algo asi :
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L'-}‘ P Y 3\ +

(275 8) -
LS: "'5’) @

Los conjuntos de positividad y negatividad van a ser:

Crz(-4i2)u(s, )

C.=[-0~1] 2
-7 (e u(3,9)

Goo -4 /5i5)

OTRO EJEMPLO

Dado el siguiente polinomio hallar los ceros y los intervalos de positividad y
negatividad:

~ (X3 Ayl foxd_
Fox) = (x°- ;x][ x¢ Xrl)

¢Cdémo hago en este caso? Bueno. Acd tengo que darme cuenta de que puedo sacar
equis factor comdn en el ler paréntesis. La cosa quedaria:

RE. 4 (xT-x =
X ( )0 t2) =0

Tgual que antes, tengo 3 posibilidades para que todo el bicho dé cero. Estas
posibilidades son:
D X =0

4 -
23@( Lf) D
3) (-x2-x+2)-0

De acad saco todos los valores de x que hacen cero el asunto. (ojo van a ser b)
Lo que sigue es todo igual al ejercicio anterior. Creo que lo pueden hacer solos.
Chicos, les recomiendo que no se atrasen. Hagan los ejercicios de la guia.
Cualquier cosa que no entiendan, pregunten.
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EJERCICIO:
DADA LA FUNCION Fexys x? e X*_ 2x =2

PROBAR QUE f TIENE CEROS EN LOS INTERVALOS (1,2),(4.,5) Y (41,42)

Para resolver esto uso el teorema de Bolzano: si de un lado del intervalo la funcién
es positiva y del otro lado es negativa, quiere decir que por el medio la funcién
deber ser cero. ( Esto vale para funciones continuas, no se olviden)

¢ Qué tengo que hacer ? El primer intervalo que me dan es el (2). Entonces tengo
que reemplazar x = 1 en la funcidén y x = 2. Si uno da positivo y otro da negativo, eso
querrad decir f tiene un cero en ese intervalo. Veamos:

Flxys %3 Xto2x -
=> F'(Jl) z 1Peateza -2
FU): =% &« Dio’ NEwaTIVD.
FL'L] = 23t 222
F(l): L &~ v PesuTivo,

La funcidn tiene un cero en el intervalo (2). Voy ahora al intervalo (4; 5). hay que
hacer todas las cuentas. Yo les pongo el resultado:

Flag) = tad+ 042 qu-2
= Flug)z -0,04¢ « bid O
Fas) = 1521552, 45 -2

= Fras): 0,625 ¢— b0 ®

Por el teorema de Bolzano la funcién tiene un cero en el intervalo (1,4; 1,5). Para

el intervalo (41 ; 42) me da: f(41) = -0,028 ; f(42)= 0,039. Bueno, asi vamos
conociendo con mds exactitud el valor de la raiz. Sabemos que estd entre 41y 42.
¢ Podria haber MAS de una raiz en ese intervalo ? Piensen. Si, podria. El enunciado
no aclara nada al respecto. Lo que sabemos es que por lo menos hay una raiz.

Hay algunos ejercicios que piden hallar un cero de la funcion con un error menor
que 0,001. Lo que estdn pidiendo es que calcule x con 3 decimales. Eso es todo.
Lo que hay que hacer es esto: sé que la funcion tiene una forma asi:
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1 1w w7 f._;lt_‘;_s
|
Tengo que ir probando con muchos valores entre 1,41y 1,42. Hasta lograr un valor
de x tal que| f(x) | sea menor que 0,001.

Uno no puede saber a priori donde estd la raiz. Sabe que estd entre 1,41y 1,42,
pero ... ¢ donde ? Entonces voy dando valores. Voy probando hasta pegarle. Se que

es un plomo pero es asi. Dificil que fomemos esto en el parcial. No nos interesa que
se maten haciendo cuentas.

>

Los ejercicios que siempre se toman son parecidos a estos pero tienen una variante.
Suele dar un polinomio de grado cubico como por ejemplo:

foxys X3-3x3-2X vy

y dicen que una de las raices es 1. Suelen pedir hallar todas los demds raices e
indicar los intervalos de positividad y negatividad. Para poder resolver ejercicios
de este tipo tienen que saber factorear polinomios. Ese es el tema que voy a
explicar la clase que viene.

DIVISION DE POLINOMIOS

Supongamos que quiero dividir f(x) = 2x* - 3x + x* - 4 por g(x) = 2 x* + 3x - 1.
Voy haciendo esto:

qu_.s‘x}_i_xz_;i IZ.X]'+5)(-‘1

<G X3ty K resoltad o oy
la 2tviSion
{.Coc.l.l_nh.j

~G X 3.9 x%3x

1M xtoyx -y

M X533 5 1
2

3 X,
2

wolos

< Mio

La division se termina cuando el resto tiene grado menor que el cociente. Siempre el
cociente de la divisién por el divisor mds el resto me da el polinomio original.
Quiere decir que:
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Fue L3«
o
ot

Foo = 4oy $ug + Ty

En el caso anterior:

(2xt43x-1)(xt-3x4 %)H*i}’( t3) s X3 x 0 xdy

TEOREMA DEL RESTO

Supongamos ahora que tengo un polinomio f(x) y lo divido por (x-a).

S tango : Flo  Lx=e
i) 1w

Purdo fPorar 1o oM :
Fexy = (x-a) 3wy + Tex

hage X =& © |
31‘ §° Feay = L}A) .Q_(a) + Ny

2-5{{:(:&) = Testo

Fogs At+axsr % 4(x) = X-1

EJEMPLO:

Entonces, puedo decir cual va a ser el resto de la divisién (sin dividir los polinomios)
Estoy dividiendo un polinomio f(x) por otro de la forma ( x -a ). En este casoa = 1.
Entonces reemplazo x = 1 en el polinomio:

=> fls{-o: F(_a,) = 1r+2.1¢2

= 7efty 5

OTRO EJEMPLO:
HALLAR EL RESTO AL DIVIDIR  F(x) s X*—2X*41x-2 Por X+3.

En este caso vuelvo a usar el teorema con a = -3. Entonces Lo que hay que hacer
es sélo aplicar el teorema.

Festo = Fi-3) = (=3 e 2 (=3 2 (1) -2
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- Resto = -53

¢ Qué pasa ahora si el nimero a es justo una raiz del polinomio ?
Rta: Tiene que pasar que f(a) es cero, es decir, el resto serd cero. Esto lo vamos
a usar. Traten de entenderlo.

Vamos a hacer un ejemplo. Supongamos que me dan:

Fexym %3 v Xt-tyx -y

Y me dicen que x = - 1 es una raiz. Me piden sacar las otras 2 raices. ¢ Cémo hago ?
Primero pruebo a ver si x = - 1 es efectivamente una raiz:

Feany - L1124 (-0 - Y- -4 - -1+ttu-y

2 Frayz0  (Varifiea)

Lo que hago es dividir el polinomio que me dan por el +érmino ( x - la raiz). Entonces,
en este caso me queda ( x - (-1) ) = x + 1. Hago la divisién choclaza :

)34 xt-yy-y [ X4

T xd Xt -y

“4x- Y
TeYX -y
0

¢Qué logré con esto? Logré que ahora puedo expresar el polinomio como:
“x3pxt-yx-y = (%) (x*-4) + o

Esto es lo que se llama factorear el polinomio. Con el polinomio factoreando ya
puedo saber las demds raices. El paréntesis (x* - 4) lo puedo poner como:

(x24) 5 (x5-2%) = (X %2) (x-2)

Entonces las 3 raices del polinomio que me daban son:

X1=-1
)(2_-7"'1
X's-"l

Teniendo las 3 raices ahora podria hallar los intervalos de positividad y negatividad.
A eso apunta todo esto. La idea es que aprendan a factorear polinomios para hallar
los intervalos de positividad y negatividad. Eso es todo.
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Si por ejemplo, me dicen que tengo un polinomio de grado 3 cuyas raices son x;= 1,
X2 = -3y x3= 4, eso quiere decir que el polinomio tiene que tener la forma:

€ x) = (%-4) LX43) (X-y)

Lo Unico que hay que darse cuenta es de que todo el polinomio podra estar multipli-
cado por un ndmero a, y las raices seguirian siendo las mismas. Es decir que puedo
poner a f(x) como:

Fx)z A (%-1) (x+3) (X -4)

El valor a podria ser cualquier ndmero ( 2, 3, etfc)

EJEMPLO:

HALLAR UN POLINOMIO DE GRADO 3 QUE TENGA RAICES
EN x=0,enx=3,enx=-3y QUEEN 2 VALGA (f(2)=1)

Hago lo mismo que hice recién. Me dicen que las raices son: x1 = 0, x2 = 3y x3= -3.
Quiere decir que el polinomio tendrd que tener la forma:

Fixyz (%-9) (X~-3) (¥ +3)

Pero atencidn! Todo esto puede estar multiplicado por un nimero a. Entonces:

fex) ;. X (X =3) (X+3)

Hasta acd vamos bien. Ahora hay que considerar la parte que dice que f(2) tiene
que ser 1. Hago:
Flyyz .2 (2-3)(2+)) = ¢
= &.2(-1)(s)=1

=2 Q. (-192) = 1

= a- A
10

Entonces el polinomio pedido es:

Foge 2 % =30 (x43)

OTRO EJEMPLO:

DICEN QUE LA TEMPERATURA EN FUNCION DEL TIEMPO SIGUE ESTA FUNCION:

Fleyz 0,05t (t-12) (t-2u). ¢
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ACLARAN QUE PARA ESTA FUNCION t = 0 CORRESPONDE A LAS 6 DE LA MANANA.

Hago la representacion de f(t) que me da ast:

Los intervalos de positividad y negatividad son los que marqué. Supongamos que
me piden probar que entre las 12 y las 13 horas la temperatura fue de 32 °C.
Hay que darse cuenta que la equivalencia es la siguiente:

e,
-~ ’ . Mhemagr o mT TR
' L U T
. = 1 =
[« - -
L Lol |
el
e [ . . o P EOL
. ! . - T MIRA
i JLal |:|l k g |.:_=: I

Lo que estdn pidiendo entonces es probar que para t comprendido entre 6 y 7 la
funcién vale 32. No se compliquen, chicos. Miren el grafico. Le dia t el valor 6 y
que pas6? Obtuve que la temperatura a esa hora (las 12) era 32,4°. Veamos que
pasa una hora después. Una hora después significa las 13 hs, es decir, t = 7.

Le doy el valor t a la funcién y saco la temperatura.

FU::}): 0,05. ¥ (?—-11)[7-2. ) = 29,315°C,

¢Entonces qué pasa? Pasa que la representacion seria la siguiente:

32y r\@&
' ' 1%,35%¢

|
|
; {
\

l

EUERN) £ (2 13k

-

- .

La funcidn es continua. Quiere decir que si en un momento la temperatura era de
32,4° C y en otro momento era de 29,75 °C, debié haber algin momento intermedio
en donde la femperatura fue de 32 °C.
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EJERCICIO

HALLAR UNA FUNCION DE GRADO 3 SABIENDO QUE CORTA
AL EJE X EN LOS PUNTOS 0,1y -3 Y ADEMAS f(-1) =1.

Lo que hago es poner el polinomio en su forma factoreada. Las raices son: x; = 0,
x2= 1y x3 = -3. Entonces el polinomio va a ser :

F“‘! = ()(—-O) f_)(-"l) LX+3)

Ahora, no me tengo que olvidar que en su forma general el polinomio esta
multiplicando por un ndmero cualquiera a. Entonces:

Fixy = & (%) (X-1) (xx3)
Me piden ahora que f(-1) valga 1. Le doy a la funcidn el valor - 1y lo igualo a 1.
Fraa) s 1= & (O (-1-1) (+143)
2 Fg=1=a (9[- ()
= 4z ALY

= azd
q

El polinomio buscado es:
Flag =4 x (x=1) (x+3)
4

EJERCICIO

3
SABIENDO QUE EL POLINOMIO  f x) = X' = ..3; xt- };_ X 1
CORTA AL ETE EN X (2 , 0), CALCULAR:

a) TODOS los puntos del grdfico donde f cortaal eje x.

b) Los intervalos de positividad y negatividad C. y C.
c¢) Hacer el grdfico aproximado de f.

Este tipo de ejercicios tienen que saberlos porque siempre los tomamos en los
parciales. Sé que una de las raices es x = 2. Entonces puedo factorear al polinomio
dividiéndolo por (x-2). Fijense:

5 ‘Fu:}: xj-% }{'L...lz:-ﬁ.{-"t
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orus - -2
Poedo ¢ F'(_)(_]- (')( )q.(x) '\'3
rasto
El resto tiene que ser cero por el teorema que dice que si a es raiz del polinomio,
el resto vale cero. Entonces divido.

.':'5]"_3. 4o 3w |’:"‘_:r—
i z
- - A
1 P B
¥d -1 X ) 3

LI -
i 1 B o egls

cooabegbe

El polinomio factoreado queda: f(x) = (x -2 ) (x*+1/2 x - ) + 0. Para sacar las

raices del paréntesis ( x° + 1/2 x - 4 ) lo igualo a cero y uso la ecuacién cuadrdtica:

Xz’-f-l)(-—-;{- il 0

T
A v {lx2 -1 +
X1IL: r - b - Z--'_zl
A1
Z. LA

= - 1 -
a2 3 g Kus -
Entonces, las raices del polinomio f(x) son: x1=2, X2=% y X3z=-

Puedo escribir a esto como: Co = { 2 ;li ; ..1}

Ya contesté el punto a) que pedia hallar los puntos donde f(x) corta al eje x.
Voy al punto b), que pide los intervalos de positividad y negatividad. Entonces
voy a escribir el polinomio en su forma factoreada. Eso queda:

f(x) = (x-2) (x - 2) (x+1)
Ahora hago la tablita:

IV TERVALO | SN0 DE f(x)

———

— 0, -1 -
(- ®, ) gstos Stgnof Salen o reemiplazas

(-1, 1) T ¢ % por algin Valor cvalguera qug
e5td comprendido ddatro  def
( Yy ) Y -
tntervalo que  eshoy wngourando,
( 2, +ﬁo) +
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No hace falta que hagan toda la cuenta. Interesa solamente el signo que la funcién
toma en ese intervalo.

c) Sabiendo los intervalos de positividad y negatividad puedo dibujar el grdfico
aproximado de f. Eso da ast:

Quiero aclararles una cosa. Supongamos que tengo un polinomio como este :
Foxgez 222+ xt+q

Cuidado ! Para hacer la divisién la division de este polinomio por otro tengo primero
que completar el polinomio original con los términos que faltan. En este caso daria:

Fexys 2x3+ x*¢ OKl-{-‘!
Neste Ealtn

ECUACIONES BICUADRATICAS

Chicos, miren un poquito esta ecuacion:

w '

F‘(;r) o X@- QX@-? W

Lo que hay que hacer para resolver estos ejercicios es llamar con otra letra a x°.
Por ejemplo "y". Me queda:

Fippz=yi-ay+20

Esto si lo se resolver. Es una cuadrdtica comun. De acd saco 2 valores, y; e y..
bueno, usando la cuadrdtica me da:

Ya= 5
Yoo

Pero atencién | Ahora para sacar los x, tango que hacer: |x| = \Jy (porquey era
igual a x°) De manera que en realidad obtengo 4 valores por el doble signo de la raiz.
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Estos 4 valores son:

X{-‘-‘*d?
XL:—J-B_‘
¥3,=+2.
)(l-f o=l

Las ecuaciones bicuadrdticas no tienen nada de complicado. Sélo hay que hacer el
reemplazo x? igual a'y para después hacer las cuentas. ¢ Qué es lo tnico de lo
que no me tengo que olvidar ? Rta. Del doble signo de la raiz al hacer x| = \Jy.

Esto es todo.

EJERCICIO TIPO PARCIAL
HALLAR LAS RAICES DEL POLINOMIO fixy = 3X P~ qx? +¢ x
SABIENDO QUE CORTA AL EJE X EN X = - 2.

Bueno, acad se que -2 es raiz de la ecuacién. Entonces puedo dividir al polinomio que
me dan por ( x + 2 ) y el resto dard 0. Entonces, completo el polinomio y lo divido:

3x+oxd-9xt ¢ G X | X+2
—3xY e ex? 3IX3-Gxtay

P

~6x%-9qx2 4 ox
T -6 X3 Jqxt

3IXZ 46 x
3 xbt 16X

————

Q
El polinomio factoreado queda ast:

Fexy = (X+2) (3x3-6x%¢3x) 1o

Ahora... ¢Cémo factoreo al polinomio 3 X I.ext+3x?

Bueno, tengo que darme cuenta de que puedo sacar el x como factor comuin. Quiero
decir que puedo poner:

3%} ~gxta3x o X (3IXT-(X12)

Las raices del paréntesis de la derecha las puedo sacar aplicando la cuadrdtica.
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Si hago todas las cuentas me da: Xqs 1 W Xe=1

Es decir, 1 es raiz doble. Puedo factorear ahora a 3x* - 6x + 3. Lo puedo poner
como a (x - x1) (X - x2). Me queda:

3X%3-6X +3 = 3 (Xx-1) (x~1)
Finalmente el polinomio f(x) factoreado serda:

Fex) = (% "“"'-].33"-.5'.1':‘11J|fh:'-1}

COMPOSICION DE FUNCIONES

Si uno tenia un conjunto de partida A, yo agarraba un elemento x de A y lo mandaba
a B a través de la funcidn f(x). Eso lo simbolizamos con este dibujo.

CONJUNTD DE -F CONJUNTO DBE
PARTIOA > €— iLeoAdA.
(Do MIN LY (codomimip)

A B

¢Se acuerdan? ¢Qué pasa ahora si a lo que obtuve (f(x)), le aplico a su vez una
funcion g y lo mando a un conjunto C? En ese caso el dibujo seria asi:

&

fu
> [F(x)

A B c

Esto que hice se llama hacer una composicién de funciones. Es decir, componer a
una funcidn f con una funcion g es hacer la cuenta g[f(x)]. Vamos a anotarlo ast:

%[Ftw)]:: goF

Vs ny
SE LEE : 31 Se le: EFe
M efe A ¢ €0 M pusastoy con 8.

No se preocupen mucho por esto ahora. Ya lo van a entender mejor al hacer los
ejercicios. Miren este :
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EJEMPLO:
DADAS LAS FUNCIONES

Fixy = X+3  que ya IR =R ’3
%m_—x". que Vo IR IR

HALLAR f COMPUESTA CON g Y g COMPUESTA CON f.

Analicemos primero las funciones que me dan:

Y kFy= A+ y
N DDI"‘\8=1R
3 Dom (f)= IR X
0 X Jw (Fl IR I F:[D’M’)

Analicemos lo que obtuve. Al hacer la composicién me dio:

Lo Commpostcton & Fexyz Xt3 con §4) = X% Da:

Yo th) = % [ch)] = Y[ *+3]= (43

3 Do [%oFLx\I_—; \R
3 ]:éo Foo ] = [o, + )

(xenyt =7

-3 o

Lo hago ahora al revés. Hago f o g (x). Me da:

F.u a':-':] = ;-_Iﬁ-l:_;{:l] :F[-:q:l:;':{l+3

Bofs [ Fa 3 - IR

1,3 .
L 3 _jl,_,,ﬂ EF,:;EIL]_}_.-k:ﬂj

Quiero que vean que componer f con g no es lo mismo que componer que componer
g con f. (Lo vieron,no?)
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Ahora vamos a este otro caso: Supongamos que me dan

F(x):% ~ d(x) = X+A

¢Qué pasa si quiero hacer f de g(x) ? Veamos:

£ [3can] - £ [x+41] =

A+

Fijense. No le puedo dar a esta funcién que obtuve el valor x = -1.
La funcion 1/x+1 no existe en x = -1. Entonces:

Dopa[Fog]s R =11} Im [€ogT=R~{o}

Lo que quiero que vean es que la composicion f o g se va a poder hacer siempre que la
imagen de g(x) esté dentro del dominio de f. Es decir:

% ¢
[ 6 1
DoruiNig DE A Dopinte De £ (PEBE IMAGEN DE
CovTever A La I (3) Eo 4

OTRO EJEMPLO

Commponar - Fux)y = xFet M 8o o
e W 5 [Fu)] = FLx] = xPet-2 = X2oq
¢Cudles son el dominio y la imagen de la composicién?

Dot L%DF):IR J J("H[ﬁ-of:):[—'l,-rm)

k}: )(L—‘l

-1

Hagamos ahora el revés y vamos que pasa:
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e ﬂlr_-.;J = 111[_'5”:.;:] = Fi:{-f

El y‘o.’Fcco daria of: —> 1 5 {

13
[ S S

[
={R-47+ 1

Dopm (Fo) = IR Jom (Fog)=[1,+@)

OTRO EJEMPLO MAS
VEXT LS Yxikef

HTIIER FRE Y TEE P “E’ }Ka

Los dominios y las imdgenes de estas funciones son:
Dot Fex) 2 R>0 Do 8:111
I Fog 2 Ryo Imn g R

Fijense que puse que la Im de f(x) eran sélo los reales mayores o iguales que cero.
Eso lo hice para que la funcién f(x) = v/x fuera funcién: Hago primero g de f de x:

Y1fal: 4130k e1 =
40 ft) = 3% +1

EL dotaine o (va%2n o 4 £y Son:
Do [ 4061 = R20  Yuja o). g4 ‘)
Alera al fews: Fax)o 8o
Foxpodeny = FLa] = FVaned] = 3xan
;§ Fa%:m

Dot (Fog)z [- 4, o) I [Foy):z R0
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Vamos ahora a esto otfro:
Compongalmos: f(x) = X&  Con 8y = Xt2 | Hago .
Cod =Ty Fxea] = (X42)?
7 g (e
Hagarmos al revés @ veaMioS Que pasa:

3o f = 3[(:(_:)] :%[X)“]: Xte 2

=7 %OF: Xt 1

Lo que quiero que vean es ésto ¢Qué pasé con el gréfico original de la funcién x*?
Bueno, hagamos algunos dibujos:

e . kJL . W

v ]
-7 3

¢A qué voy? Voy a que componer una funcion f cualquiera con una funcién lineal,
lo que me hace siempre es correrme todo el grafico en alguno direccion asi: —

o asi <— o paraarribay para abajo. Eso si es importante. Andtenlo. Componer una
funcion cualquiera con una funcion lineal hace que el gréfico de esa f se corra para
arriba, para abajo, para la derecha o para la izquierda.

Chicos, ahora presten atencién. Vamos a ver un tema que en general siempre les
cuesta bastante. Anoten:

CAMBIOS DE ESCALA

Ahora vamos a ver composicién de funciones que provocan cambios de escala.
Supongamos una funcidn ast:

~
e Fue
Dorw F - [-‘z., 1]
>
-1 o 1 %

Si la funcidn lineal que me dan es f(x) = 2x, la composicion f[g(x)] lo que hace es
achicarme el dominio.
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Fleeot = F Laxy

Es decir que el dominio de la funcién compuesta va a dar ast:

Esto tienen que pensarlo un poco. Vamos a esto. Dejo la funcidn f como estay
tomo g(x) = - x. La composicion da:

F o %{K} = F i'}tx}]: F[-x‘_l_

Quiere decir que lo que antes pasaba para x, ahora va a pasar para -x. Eso se ve
bien en el grdfico. Miren. El grdfico queda igual pero para el otro lado. Es como
si se hubiera reflejado en un espejo:

Quiero componer ahora pero al revés. Voy a hacer g[f(x)]:

F_
/—ii ) 3»(,(}:._)(
-1 1

DO(‘“‘\ F- I-)_‘/[_\l

g[f(x)] lo que me hace ahora es reflejarme todo respecto al eje x. Eso me daria
algo asi:

L T (N

U Fs;-x}
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Lo que tienen que entender es que componer una funcion cualquiera con una funcion
lineal provoca cambios de escala o corrimientos a la derecha o a la izquierda o
arriba o abajo. La funcidn se puede agrandar, se puede achicar, puede reflejarse
sobre el eje x 0 sobre el eje y. Eso es lo que quiero que vean.




FUNCION
INVERSA

Recta a 45°
( Espejo)
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FUNCION INVERSA

Ustedes saben que puedo tener una funcién F que va de un conjunto A a otro
conjunto B. Ahora busco la funcién INVERSA, es decir la funcidn que va de B a A.
Pregunto: ¢ Siempre existird esa funcién ? Fijense en este ejemplo:

o O o O
[ »O @<« O
®e—— 0O @ <«
® I ® 3%
A f B A ! B

¢ Podria ser F' una funcién ? Respuesta: no. Fijense que no. Hay dos cosas que
no se cumplirian. Por un lado habria un elemento que no tendria imagen (—)%(— ).

Por otro lado habria un elemento con dos imdgenes ( , *°)

Entonces, ¢qué tendria que pasar para que existiera funcion inversa ? Y bueno,
de cada elemento tendria que salir UNA SOLA flecha y esa flecha tendria que
llegar a UN SOLO elemento. Es decir, tendré funciones inversas cuando tenga
grdficos de este tipo:

ESTA FUNCION
PUEDE TENER
INVERSA

Esto escrito en forma matemdtica queda ast:
1) se debe cumplir que Imagen f = Codominio F

2) dado un elemento Yo que pertenece a la imagen de F, debe existir
un dnico Xo que pertenezca al dominio de F tal que Fx,)= Yo

A estas dos cosas le vamos a poner nombre. Decimos asi (esto andtenlo):

FUNCION SURYECTIVA: una funcién es suryectiva si la imagen de la funcidn
coincide con el conjunto de llegada (codominio).

FUNCION INYECTIVA: una funcién serd inyectiva si cada Yo es imagen de un
dnico elemento del dominio.
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Ahora, si una funcién es suryectiva e inyectiva a la vez decimos que la funcion
es BIYECTIVA. Siempre que una funcion sea BIYECTIVA tendrd inversa.
Vamos a ver algunos ejercicios para reconocer cudndo una funcion es biyectiva,
suryectiva y todo eso.

EJEMPLO:
Dada la funcion f(x)= x + 2 decir si tiene inversa.

Bueno, hagamos el grdfico:

A

y/ cy=x+2

» X

El Codominio son todos los reales. La imagen de la funcion fambién son todos los
reales. De manera que la funcidn es suryectiva. Toda la imagen coincide con todo
el codominio. 2Para saber si es inyectiva tengo que fijarme si existe algln valor

Yo que sea imagen de dos elementos. Para eso trazo una recta paralela al eje x

y me fijo si corta la funcién en mds de un punto.

Veo que la recta corta en un solo punto, = la funcién dada es inyectiva.
Conclusion: F es suryectiva e inyectiva, = F es biyectiva y tiene inversa.

Vamos a este otro caso: Miren esta funcidn:

A

\ /

\ <~ f(X)= X2

Veo que la imagen son R>0. El codominio son todos los reales, por lo tanto F(x)= x
no es suryectiva. Si trazo una recta horizontal, veo que corta el grdfico en mds de
un punto. = la funcién dada tampoco es inyectiva. Entonces... ¢ tendrd inversa ?
Rta : No, por que no es biyectiva.

v

2




ASIMOV -86 - FUNCION INVERSA

Ahora vamos a hacer unos ejemplos mds:

EJERCICIO: Dado el siguiente grafico:
a) Resolver la ecuacion F(x)=0.
b) ¢ Para qué valores tiene solucion la ecuacion F(x)= Yo?

A

_/

a) Bueno, ¢ cudndo la funcién dada valdrd cero ? Me tengo que fijar para Yo =0,
cudnto vale x. Mirando el grdafico veo que F(x) es igual a cero en X = 0, por lo tanto
la respuesta es X = 0.

v

Si me piden cudndo la funcién dada vale 1, trazo una recta horizontal en Yo = 1
y me fijo dénde corta a la funcion. El x correspondiente al lugar donde la recta
corte, serd la solucidn.

A

—

Esta recta trazo —r

X
T Esta es la solucion

b) Ahora, ¢ entre qué valores puedo mover la recta horizontal tal que corte a la
funcion?. Bueno, entre -2 y 2. Cualquier recta horizontal que esté en el intervalo
(-2:2) corta la funcién en un solo punto.

Por lo tanto, la ecuacion F(x)= Yo tiene solucién para todos los Yo ¢ (- 2,2). La
funcién dada, ¢tendrd inversa?. Bueno, asi como estd no, por que la Im f = (-2,2)
y el codominio son todos los reales, de manera que en principio la funcién no seria
suryectiva. Sin embargo, si restrinjo el codominio y digo que el codominio de f =
(-2,2), entonces ahi si la funcion seria suryectiva.

Esto de restringir el dominio o el codominio se puede hacer. Ahora: ¢la funcién
dada es inyectiva? Si, es inyectiva porque rectas horizontales la cortan en un sélo
punto. Es decir, que si restrinjo el codominio la funcion dada es biyectiva y tendra
inversa. Si no restrinjo el codominio, la funcion no es nada. Fijense entonces que el
hecho de que una funcion tenga inversa o ho, depende un poco de cudles sean el
dominio y el codominio.

Vamos a otro ejemplo.
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EJERCICIO:
Dada la funcién F(x)= x* + 3 decidir en qué caso existe
por lo menos una solucion de la ecuacion F(x) = Yo.

Bueno, supongamos que me dicen que Yo = 7. Me queda:
FxX)=7=x%+ 327 =x*=7-3 =>x=J4 =x=+2
¢La funcion dada serd inyectiva?. No. Porque hay dos valores de x (2 y -2) que
vayan a parar al mismo Yo (7). Esto se puede ver en el grafico
A —y=x"+3
N

-2 2

v

Es decir, la ecuacién: x* + 3 = Yo tiene solucién para todos los Yo >3. ¢Serd (nica
la solucién? No. Siempre tendré dos soluciones. El Unico caso donde tengo una sola
solucidn es para x=0 (ahi la funcién vale 3). Ahora piensen: F(x) = x* + 3 ¢cudndo
tendrd solucidn la ecuacidn f(x)=Yo? Y bueno, hago F(x)=Yo y me fijo qué pasa:

X%+ 3=Yy = x*=Yo-3
= X=4/Yy—3
Lo que se tiene que cumplir es que Yo - 3 sea mayor que cero, entonces:

Yo -320 = Yp>3

La ecuacién F(x)=Yo tendra solucion siempre que Yo sea mayor o igual que tres.
La imagen de la funcion serd [3; +»). Lo importante de entender es esto: ¢ qué
hacia la funcion F(x)? Yo le daba un x y ella me daba un Y.

Ahora... ¢qué hace la funcién x=./y — 3 Exactamente lo contrario. Yo le doy un

valor de Y, y ella me da un x.
A esto apunta todo este asunto de las funciones inversas. ¢lo ven, chicos?.

EJERCICIO: Dada la funcién F(x)= (x-1)°+2 que va de R en R, decir si:

a) ces inyectiva?
b) ces suryectiva?
c) Calcular la imagen.
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Despejo x de Y= (x-1)°+ 2 . Me queda: y -2 = (x-1)°
=>x-1=+Jy-2 =x=1+ Jy-2

Me queda entonces: x=1+ Jy-2

¢Cudl serd la imagen de la funcién?. Tenemos que lograr que la raiz ho me de
negativa, enfonces:

Jy-220=>y-2>0 = Y>2

Entonces la imagen de la funcién serd Imf = [2; +). Eso fambién se ve si grafico
la funcién original que era F(x) = (x-1)° + 2. Es una pardbola. Ustedes ya saben
eso. ¢ El vértice estd en dénde ? Rta: En(1:; 2).

\ /<—y:(x-1)2+2

NS

1

v

Ahora, ¢serd suryectiva la funcion?. No. La imagen son todos los reales mayores
o iguales que 2 y el codominio son todos los reales. La imagen no coincide con el
codominio y la funcién no es suryectiva.

¢Es inyectiva?. No, tampoco. Fijense que si trazo una recta horizontal ella me
corta la funcién en dos puntos = no es inyectiva.

¢Tiene inversa? No. No es biyectiva, asi que no tiene inversa.

Ahora quiero que vean algo. Vamos a hacer que la funcién tenga inversa. Fijense:
Para hacer eso tendria que cambiar un poco la funcion. Es decir, elimino la parte
que me hace que la funcién no sea inyectiva. La cosa queda ast:

A

Y= (x-1)7 +2
Lo saco—

ConDomF=R>1

v

Es decir, restringi el dominio para que la rama izquierda no exista. La funcion
ya es inyectiva. Ahora tengo que hacer que sea suryectiva. ¢ Cémo hago ?
Piensen. Lo que tengo que hacer es restringir también el codominio. Digo:

Codf =[2,+x0)
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Ahora el codominio coincide con la imagen y la funcion es suryectiva.
Entonces la funcién esta:

Cod (f) Y= (x-172 +2

1 —— Bom (f)

Va a ser biyectiva. ¢ Tendrd inversa? Y si. Justamente si. Para eso hice todo

esto de restringir dominio y codominio. Chicos, una cosa. Para hablar de la funcion
inversa de F la ponemos asi: F!. Ahora, ojo. Esto no quiere decir “hago la cuenta
1/F". Nada que ver. Por favor, no me hagan horrores en los parciales. Cuando les
piden: “Hallar F" estdn queriendo decir que busquen la funcién inversa. Nada mds.
El asunto de poner que la inversa de F es F' es sélo una manera de escribirlo.
Fes sélo una notacién para expresar: “funcién inversa de F". Es decir, lo que
tengo es esto:

La funcidn va del dominio A al codominio B. La inversa va al revés, del conjunto
B al conjunto A.

Volvamos al ejercicio. Me habian dado la funcién F(x)= (x-1)° +2. Llegué a la
conclusién que restringiendo el dominio y el codominio, podia encontrar la inversa

queera: F(y)=1+ y-2

Ahora vean esto. F(y) es F'¢ s i? Bien. ¢ Cémo hago para graficarla ?. ¢ Le doy
valores a Y y saco los de X?_ No. Primero lo que tengo que hacer es reemplazar la
Y por la X para poder graficarla. Tenia: F(y)=1+ \/y-2

Cambiando la Y por la X me queda: F(x)=1+ Jx-2

Ahora si, ya la puedo graficar. Tengo que darle valores a x y saco los de F(x).
Noten una cosa. La funcidh no me queds 1 ++/x—2. Me quedd 1 ++/x—2 .Eso es por
la restriccion que hice del dominio al principio. Entonces, voy dando valoresy me
queda esto:
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< rectay =x

«f! (x)=1+
X—2

»
»

1 X

Lo que quiero que vean es que el grdfico de la funcidn inversa es simétrico al
grafico de la funcién dada con respecto a la recta Y=X. Esto siempre es asi.

Es como si la funcién F fuera la F pero reflejada en un espejo que seria la
recta Y = X. Esto no lo olviden. Por favor. Repito: El grdfico de la funcion inversa
es siempre simétrico al de la funcion dada respecto de la bisectriz del primer y
tercer cuadrante, es decir la recta Y=X.

Por ejemplo, si me dicen que una funcion cualquiera tiene esta forma: i
Yo sé que la funcion inversa serd algo ast:

“ .- 7
Funcion

dada —

< recta y=x

o

o
----

> X

En los parciales siempre pedimos que calculen funciones inversas y que las
grafiquen. Por lo tanto, estudien esto bien. ¢Hay dudas? ¢Entienden? ¢ Voy
demasiado rdpido ?

Bueno, vamos a ver otro ejemplo.

Hallar la funcion inversa de f(x) =il+2 (si es posible). El dominio de
X_
f=R-{1}. El codominio son todos los reales.

Bueno, lo que voy a hacer es igual que antes. Tengo que despejar x. Entonces:

f(x):i+2 :>Y-2=L = (x-1).(y-2) =1
x-1 x-1
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:x-1=—1— = X=1+
y-2 y-2

¢Cudl es la imagen de f ? Bueno, segtn lo que despejé, Im f = R - { 2 }. Ahora,
¢ Es suryectiva ? Y...no. Porque el codominio eran todos los reales y la imagen
son todos los reales menos el elemento 2. Por un elemento la imagen no coincide
con el codominio y la funcion no es suryectiva. ¢Qué tengo que hacer para que si
lo sea ? Bien, restringir el codominio. Digo que con el codominio Cod f= R-{2} la
funcidn F(x) es suryectiva. Vamos ver ahora si la funcion es inyectiva. Bueno, hay
que hacer el grdfico de F y ver qué pasa cuando trazo rectas horizontales. Miren.

L «Y=1/x

»
»

/ . 1 ’
El grdfico dey == era ast: y
X

=

¢ Cémo serd ahora el de F(x-1), es decir Y= 1/(x-1) ?. Bueno, tiene que quedar
toda la funcién corrida para alld — en 1.

A 1
e

. 7/ /7 /7 . 1
¢Y cémo serd el grafico de f(x) = 1" 2 ?'Y bueno, ahora tengo que correr este
X —_

dltimo grdfico que hice asi: T en dos. El grdfico de la funcién queda asi:

A

y
—y=[1/(x-1)]+2

\

Recta \
horizontal— \

¢Qué pasa si trazo rectas horizontales ? Bueno, éstas cortan a la funcién siempre
en un sdlo punto. Quiere decir que la funcion dada es inyectiva. Fijense que la
recta Y = 2 nunca corta a la funcion. Bueno, eso no importa. Lo que importa, es que
si la recta corta a la funcién, la corte en un solo punto. No importa que haya una
recta que ho la corte en ningun punto.
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Conclusidn, con la restriccién del codominio, la funcion dada es suryectiva. Aparte
la funcidn asi como estd_es inyectiva. Por lo tanto, con la restriccién del codominio
la funcidn es biyectiva y tendrd inversa. Ahora viene la pregunta:

¢Cudl es la inversa? Y bueno, es la funcion que a cada Y le hace corresponder un
x, es decir, es lo que tenia antes. A ver. ¢qué fue lo que hice al principio? Habia
despejado la x. Bueno, esa es la funcidn inversa. Entonces:

1
y—2

X=1+ ES LA FUNCION INVERSA |

¢ Como es el grafico de la funcion inversa ? Y bueno, para graficarla puedo aplicar
la regla que dice que la funcion inversa tiene que ser simétrica respecto de la
recta Y = X. Es decir que el grafico me va a dar ast:

Funcion inversa =~
Funcion dada —

XS
\\
\

Atencién: ¢puedo graficarla dando valores y haciendo una tabla? Si, claro. En la
funcion f(y)=1+[1/(y-2) ]reemplazolay por la x. Esto lo hago sélo para
poder graficar. No se olviden. Me queda;

v

Ahora si me quiero tfomar el trabajo de darle valores a x y sacar los de F(x), lo
puedo hacer. Es un poco largo, pero lo puedo hacer. Con esto podria verificar si
el grafico de la funcién inversa me da simétrico respecto de la rectay = x.
Otra cosa mas que quiero que vean es la siguiente: Tengo una funcion F. Hallo

la inversa F L. La funcién F era biyectiva, ¢ si? Y la F1¢ Cémo serd ?

Claro, también biyectiva. Es decir que F™! también tendrd inversa. Pregunta:

¢ Cudl serd la funcién inversa de la funcién inversa ? Respuesta: la funcién dada.
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FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES (MONOTONAS)

Cuando una funcion crece todo el tiempo o decrece todo el tiempo digo que
es una funcion MONOTONA. Es como si fuera una funcién “aburrida”. Todo
el tiempo hace lo mismo: o crece o decrece. Miren estos ejemplos:

1
sube baja sube baja

FUNCIONES ESTRICTAMENTE CRECIENTES O DECRECIENTES.

Son funciones que no paran de crecer o no paran de decrecer. En los grdficos de
arriba, todas las funciones son estrictamente crecientes o decrecientes salvo el
ndmero 5. E grdfico ndmero 5 me muestra una funcion que no es estrictamente
mondtona. Eso pasa porque hay un momento en donde la funcion es constante. No
crece ni decrece. Para saber si una funcion es creciente o decreciente lo que hago
es mirar el grdfico. Si sube todo el tiempo es creciente. Si baja todo el tiempo es
decreciente. Mds adelante vamos a ver la manera rigurosa de demostrar que una
funcidn es creciente o decreciente.

ASINTOTAS

¢ Qué es una asintota ? Bueno, son rectas a las cuales la funcion se acerca_pero

. . - 7 1 / . 7’
nunca toca. Por ejemplo, si tengo la funciény ==t 2, el grafico da ast:

A L
«Asintota hori-

~~ - zontal eny=2

\ <« Asintota vertical x = 1

¢Cudles son sus asintotas? Bueno, en el grafico lo veo bien. Son las que marqué.
Ahora, dada una funcion ¢cémo hago para saber si tiene asintotas ?

Bueno, miren, vamos a ver primero las asintotas verticales. ¢ Qué pasa cuando me
voy acercando al valor x = 1 ? Bueno, si vengo por derecha (« asi) la funcion sube
cada vez mds y tiende a mds infinito (+ ).

Si me acerco a x =1 por la izquierda (— asi) la funcion tiende a menos infinito. (-).
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Es decir, acercandome a x = 1 la funcion tiende a tomar valores muy grandes.
Estos valores tienden a infinito. De un lado es + « y del otro - «. Estaes la
condicién para que haya asintota vertical. Anoten:

ASINTOTA VERTICAL:

Una funcién tiene asintota vertical en un punto x = a cuando
acercdndome al punto a la funcién tiende a +w 0 a - .

Para decir esto lo vamos a poner con la siguiente notacion usamos la palabra limite
que significa “ir acercdndose al punto”. Por ejemplo, digo que:

ESTO SE LEE: el limite de F(x) cuando

Limx—)1+ F(X)= + o0 . I
X tiende a 1 por derecha es + infinito

Y

ESTO SE LEE: el limite de F(x) cuando

Limy,; F(x)=- o x tiende a 1 por derecha es - infinito.

El poner 1" 0 1" es una notacion para indicar que me voy acercando por derecha
o por izquierda. Vamos a poner esto en forma matemadtica. Fijense. Digo que:

UNA FUNCION TIENE ASINTOTA VERTICAL EN x = a ST:
Limy,s F(X)=2o o Limy_a F(x)= £

Ojo, el "0" no es excluyente. Puede pasar una de las condiciones o las dos a la vez.
Vamos ahora a las asintotas horizontales. Acd pasa lo mismo. Cuando me daban

y = 1 +2, la funcion tendia a y = 2 cuando x tendia a infinito o a menos infinito.

Asintota horizontal eny = 2.
L Asintota vertical en x = 1
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ASINTOTA HORIZONTAL

La funcidn tendrd una asintota horizontal cuando tienda a tomar un valor
constante al tomar x valores tendientes a infinito o a menos infinito

Puedo escribir esto en forma matemdtica usando el concepto de limite:

UNA FUNCION TENDRA ASINTOTA HORIZONTAL
ENY = b CUANDO SE CUMPLA QUE:

Limys.. F(X)=b o Limy,.. F(x)=b

Ojo, el nimero b no puede ser infinito. Tiene que ser un valor constante como 1, 2,
500, 1.000,000 o algo por el estilo. Vamos a un ejemplo:

3x+1

EJERCICIO: Hallar las asintotas para la funcion f(x):x(x—l)

Lo que tengo que hacer primero es fijarme cudl es el dominio. El dominio serdn
todos los valores que NO hagan que se anule el denominador.

Dom F(x)=R-{0; 1}

Ahora, siempre los lugares donde se anula el denominador son posibles candidatos
a lugares donde puede haber asintotas. Lo que hago entonces es tomar el limite de
la funcion para x tendiente a cero y para x tendiendo a uno. Si me da infinito o
menos infinito, tendré una asintota vertical en esos puntos.

¢ Como hago para tomar el limite ? Bueno, voy dando valores con la calculadora 'y
voy viendo qué pasa. Miren:

X__|F(x) o 3x+1
Me acerco a cero — 01 |-14 (x)= x(x 1)

0,01 |-104

0,00 |-1004

1

¢Qué veo? Veo que a medida que me acerco a cero por derecha, la funcion se
acerca a -, Puedo poner entonces que:

Limx_0" F(x) = - o

¢ Es suficiente esto para decir que la funcién tiene una asintota vertical en x = 0?
Rta: SI, es suficiente. Después veremos qué pasa cuando me acerco a cero por la
izquierda. Pero por ahora, la funcion tiene asintota vertical en x = O,
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Bueno, entonces investiguemos qué pasa con la funcién cuando me acercoa O,
Voy dando valores con la calculadora, igual que antes:

X F(x)

La funcion toma 01 6
i randen D
9 -0,001 | 996

Veo que la funcién tiende todo el tiempo a mds infinito. Quiere decir que del lado
izquierdo la funcidon también tiene una asintota vertical.

Vamos ahora a X = 1 ¢qué pasa ahi ? Bueno, tendamos a acercarnos a 1 por izquierda
y por derecha. Veamos qué pasa. Agarro la calculadora y hago miles de cuentas:

3x+1
f =
) x(x —1)
X F(x) X F(x)

- z:’e'"r Y - 41 11 |39 « Por
q 099 |- 401 101|399 | derecha
0999 |- 4001 1001 |3999
0.9999 |-40001 1.0001|39999

¢ Qué veo ? Veo que la funcion tiende a +o por derecha y a -« por izquierda.
Puedo poner entonces que:

Limesi" F(x)=+0© y Lime,i F(x)= -

Bien. Con esto demuestro que la funcidn tiene asintotas verticales en x = 1.
Vamos ahora a las asintotas horizontales. ¢ Qué tenia que hacer ? Tenia que
hacer tender a la funcidn a +o y a -0 y ver qué pasaba ¢ si ? Bueno, hago eso.
Otra vez agarro la calculadora y empiezo a darle valores cada vez mds grandes.

¢Qué veo? Veo que

F(x) = 3x+1
x(x 1)
X F(x) X F(x)
10 0,3 -10 -0,26
100 |0,03 -100 |-0,029
1000 |3 x 107 -1000 |-3x 1073
10000|3x 10™* -10000|-3 x 10™*

Limesw F(x)=0 y

Limss F(x) =0
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¢Qué comprobé, entonces? Comprobé que la funcion tiene asintotas horizontal
enY = 0. Esto pasa porque la funcién toma un valor constante cuando x — + .
Ese valor constante es Y = 0.

Ahora, quiero que vean para qué sirvié todo este asunto de buscar las asintotas
de una funcidn. La cosa es asi: el tener las asintotas de una funcién me ayuda a
graficarla. Es decir, a ustedes les dan una funcidn... Ahora, ¢ Cémo saben qué
forma tiene? Habria que dar valores y seria todo un lio. Teniendo las asintotas

es mds fdcil. Fijense. Para la funcion dada sé que tiene asintotas verticales en

x =0y x = 1. También sé que tiene una asintota horizontal eny = 0. Comprobé que
los valores que tomaba la funcion eran:

LimX—)O— F(X): +00 , LimX—)O+ F(X): -0
Lime1 F(x)= -0 Limxo1™ F(x)= +o0
Limxa-oo F(X): 0 . Limx%m F(X): O

Eso quiere decir que la funcion que me dan va a tener esta forma:

3x+1

)= x(x —1) y

No sé exactamente cudl
va a ser el grdfico de la
funcidn, pero sé que va a
tener esta forma. Eso
es lo importante.

v

Vamos a ver otro ejemplo de asintotas:

x?—2x-3

HALLAR LAS ASINTOTAS DE LA FUNCION f(x)= e

Vamos. Fijémonos primero cudl es el dominio de la funcion ¢por qué busco el
dominio? Bueno, porque justamente estoy buscando los puntos problemdticos.
Donde se anule el denominador voy a tener posibles asintotas verticales.

El denominador se anulaen x =3 = Dom F= R-{ 3}

Muy bien. Ya tengo el dominio. Sé que voy a tener problemas en el punto x=3.
Voy ahora al numerador. Quiero buscar los ceros de la funcién. Fijense:
Tengo x° - 2x - 3. Si hago la cuadrdtica, me da:

X1=-1
X2=3

<« Raices de x?-2x-3
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¢Ahora qué pasa? Pasa que en x = 3 el numerador se hace cero, pero atencion,
x-3 también se hace cero en x = 3. Es decir, que en x = 3 la funcion valdria 0/0.
O sea, la funcion no existe en x = 3. (Por favor piensen bien esto chicos !!) los
cerosde Fvanaser: cerosde F={ -1} (3 NO!)

Ahora que tengo las raices del numerador, puedo factorear este polinomio y
2 pa— —
ponerlo como: (x + 1) (x - 3). La funcién original que era f(x) :L);B queda:
(0 = (x+1)x -3)

(x-3)

Busquemos las asintotas verticales ¢se acuerdan lo que habia que hacer? Habia
que buscar el limite de la funcién para x tendiendo a algdn nimero. Si ese limite
daba infinito o menos infinito, iba a tener asintota vertical.

Escrito en forma matemadtica:

. _ Condicién para que
Limyoa F (X) = £ o0 <:| haya asintota vertical

Bueno, empiezo probando con x=3. A ver. Tomemos primero el limite por izquierda:

i s F(x) = Limos O4DEE3) = Lim = (x+ 1) = 4

(3

El limite no me dio infinito ni menos infinito. Quiere decir que por ahora no
tengo asintota vertical en x = 3. Lo que si quiero que vean es lo siguiente:

¢ Por qué simplifiqué el (x-3) con el (x-3) ? ¢Puedo hacer eso? Si Puedo hacerlo
x no es igual a 3. Es decir, yo me estoy acercando a x = 3, pero no estoy justo
en x = 3. entonces si puedo tachar los paréntesis. Aclaro esto porque si x fuera
justo 3, me quedaria la cuenta 0/0 y ahi la simplificacién no se podria hacer.

¢Queda claro esto, che? Pregunten si no entienden, chicos. Veo caras que...
Bueno, sigo. Pruebo ahora por derecha. Tomo el Limy_,3 f(x). Veamos:

Limy_3" x+1 3)
’3)

Limx_)3+ (X + 1) =4

Otra vez el limite no me dio infinito. Quiere decir que la funcion no va a tener
asintota vertical en x = 3. ¢Hay algln otro punto en donde se anule el denominador ?
Rta: NO. No hay ningun otro. Entonces puedo decir que la funcion dada NO tiene
asintotas verticales.

Voy a buscar ahora las asintotas horizontales ¢se acuerdan lo que habia que hacer?
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Habia que buscar los limites para x tendiendo a « y a -«. Si alguno de esos limites
daba un ndmero que ho fuera « o -« iba a tener asintota horizontal. Bien, empece-
mos. Hago tender primero x a + o:

X*—2X+3
X—-3

Lim x_eo F(X) = LiM xu00 +00

¢Como hice para saber que el limite da infinito? Muy simple. Le fui dando valores

con la calculadora. Si le doy a x valores muy grandes, la funcién toma valores muy

grandes. Prueben. Agarren la calculadora y prueben. Bueno, ahora me fijo qué pasa

para X—»-oo

X —2x+3
x-3

Lim . F(x) = Limy

+00

Otra vez el limite ho me dio un ndmero. Significa que la funcion NO va a tener
asintotas horizontales.
(x+1)(x-3)

(x-3)
siempre (x - 3) con (x - 3) salvo justamente para x = 3. de manera que puedo poner
a la funcién que me dan como:

Una cosa mds quiero que vean. En la funcidn f(x)= puedo simplificar

F(x)=x+1 para cualquier x salvo x = 3

¢Puedo hacer esto? Si, claro que puedo. Es decir que la F que me dan es en realidad
la ecuacién de una recta. Esto vale para todo x= 3. ¢Y en 3 qué pasa?

Y bueno, en 3 la funcion NO EXTISTE.

¢A qué voy? Voy a que traten de darse cuenta de que el grafico de la funcién va a
ser el grdafico de la rectay = x + 1 salvo para el punto x = 3 (ahi la funcion no va a
existir) Es decir que la representacion de f es:

/ <Y =(x+1)(x=23)
; (x=3)

Acad la funcion no existe Il

/ 3 >

¢Hago otfro ejemplo de esto, quieren?

EJERCICIO: Hallar las asintotas verticales y horizontales (si existen) de la
- x*+2x+3
3x(x - 3)

funcion f(x)=
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Busco el dominio de la funcion. Lo de abajo se me anula para x = Oy para x = 3.
esos serdn posibles puntos de asintotas verticales. Entonces:

Dom F=R - {0 3}

Busco los ceros de F. El polinomio de arriba - x> + 2x + 3 se anula en x;= -1 y
X2 = 3. (eso lo saco de la cuadrdtica). Entonces:

Ceros de F= {-1} (3 NO)

Igual que antes. Aclaro que 3 NO es cero de F porque ahi se me anulan humerador
y denominador. La funcién NO EXISTE en x = 3 ( la cuenta me daria 0/0 ). Busco
ahora asintotas verticales. Los puntos posibles serdn x = Oy x = 3. Empiezo con
cero por la derecha. Como ya saben, hay que ir ddndole valores con la calculadora.

+(— x? +2x+3)
3x(x -3)

Limx_>0+ f(X): Limx_>0

Limy,o = (X +1(x~#3)

3x(x43)

—(x+1)
3X

=—©

Lirnx—>0+
El limite me dio - infinito. Quiere decir que F tiene asintota vertical en x = 0,

Aclaro que de ahora en adelante voy a trabajar con la funcion F(x)= -(x + 1)/3x
Esta funcion vale para todo x= 3. Vamos al limite tendiendo a cero por la izquierda.

; —(x+1)=+OO

Limx—>0_ f(X): Lim x—0
3X

= También hay asintota vertical en x = O del lado izquierdo. Probemos ahora con
x = 3 por izquierda y por derecha:

Lim. - bcr)_—@+1) 4

3X 3x3 9

: + —(x+1) -(B+1) 4
L (x+1) _ 4
M3 5 "33 9

Los limites NO me dieron «. La funcién NO tiene asintota vertical en x = 3.

Vamos a las asintotas horizontales. Tomo el limite para x—+w. Voy dando valores
grandes con la calculadora:

Limyx_ e (X) = Limyoion _(;;1)?% HAY ASINTOTA
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Tomo ahora el limite para x tendiendo a menos infinito. Probemos dando valores
grandes negativos.

Lim w0 —— - "=-= HAY ASINTOTA
M x> 3x(x - 3) 3
Tgual que antes. Tengo dos polinomios de igual grado, de manera que el limite para

x tendiendo a infinito o a menos infinito va a dar un nimero. ¢Hay asintota
horizontal? Si, hay. La asintota es Y= -1/3. El grdfico de la funcion va a dar asi:

A
y —Xx* +2x+3

/ 5 f0= 3x(x - 3)

— "

Y= -1/3 asintota —» -1/3
/
f — En x=3 no existe.

Esto es todo sobre el tema asintotas.

ASINTOTAS - EJERCICIOS SACADOS DE PARCTALES

\( MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 3
APELLIDO:P.‘. ......NOMBRES: . d&imemda_......... D.N! s
1 3 4 NBTA
) INSCRIPTO EN : SEDE:........ DIAS:........
AN wé/ﬁ') | A
COWR ECTd‘H’: (=4 Y74 ) HORARIO: ......... AULA: /..

En cada ejercicio escriba los razonamientos gque justifican la respuesta

3. Sea f(x)= iﬁ:z . Calcular k para que 1 i m f(x)=2. Para el valor de k

. X—>+o
encontrado, calcular todas las asintotas de f justificando con los

limites correspondientes.

La funcidn que nos danes: f(x)= (8 x-7)/ (k x -4 ). Nos preguntan cuanto
tiene que valer k para que: lim f(x)=2 _ Hagamos el truquito de dividir
numerador y denominador por x para resolver este limite

85—2 g_z
lim XX > lim —X
Xﬁﬂoki—ﬂ xa+ook_ﬂ

X X X
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g_ !

Cuando x — +eo tanto 7/x como 4/x se van a cero, esto queda asi: XILTC Z =
k_—
X

Nos dicen que lim f(x)=2 . Entonces = 8/k = 2. Llegamos a que:

k=4

Reemplacemos este valor de k en f(x): f(x)=8x-7
4x-4

Calculemos las asintotas verticales y horizontales. Los candidatos a asintotas
verticales son los puntos que no estdn en el dominio. En este caso, x = 1, porque
es el valor de x donde se anula el denominador. Entonces, calculamos el limite de
la funcion en esos puntos.

. . 8x =7 , .

limf = lim = o = x=1esunaasintota vertical

x—1 x->14x —4

Las asintotas horizontales son mds fdciles de calcular. Todo lo que hay que hacer
es calcular el limite de f(x) en el infinito. Si nos da un nimero, es una A.H.:

lim f = lim2>X—/

X0 x> 4X —4

Como el limite queda indeterminado debido a la divisidn, entonces divido por x
tanto en el numerador como en el denominador.

7
8x -7 8=
lim = lim—>% =2 = y =2 es gsintota horizontal.
x—>n X —4 X~>oo4_i
X
Rta: = y = 2 es asintota horizontal = x =1 es una asintota vertical. Hagamos un
dibujito:
. |
\
Y S e — e
2 f(x)=8x-7
: 4x-4
T X=1 |
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L  MATEMATICA_ PRIMER PARCIAL TEMA 4 AS|M‘DU

APELLIDO: ! .... .. vu... NOMBRES: . .'v'v o s o veeeeeennnin, D.N.I: . .. . .....
b3 2 3 4 NOTA c Q:b D H E i
INSCRIPTO EN : SEDE: CIYDAD pras: ek viees

> M B B U (twotso HORARIO: & @23 AULA.'J"ﬁ

CORRECTOR: Evm%&timﬁ sz AR AT

o
IEn cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta |

[

3) Sea f(x) = bx - 14 . Hallar el valor de beR para el cual 11m £lx) = 4.
2x -~ 3 1 X —3+00
Para el valor de b encontrado, calcular £f ~(x).

Calculamos el limite en el infinito. Veamos:

bx —14 . X(b-14/x) _ b
= lim

2x—3 x(2-3/x) 2

X—>+0co X—>+0co

lim

Nos dicen que este limite vale 4. Entonces tenemos:

%:4 S bz4.2

b=28

Para calcular ! (x) despejamos la x de la férmula de la funcién original:

8x 14

fx)=y= 3

y(2x-3)=8x-14 - 2xy-8x=3y-14
- x(2y-8)=3y-14

_3y-14

2y 8 — cambiamos y por x y x por f (x)

3X 14

F00= 35—
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M MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 6 AS|MIDU

APELLIDO: ... -NOMBRES = DN Tz
INSCRIPTO EN: SEDE:..... DIAS: ...
HORARIO: ............ AULA:Z s
CORRECTOR: :

En cada ejercicio escriba los razonamientos que justifican la respuesta

3x?
2

3. Sean f(X)=-x-2 y g(X)= y h=g-f. Hallar las ecuaciones

de todas las asintotas de h, mediante el calculo de los limites

correspondientes.

3x°
—X*+4

) =-x2  g(9:

Calculamos la composicion: h = g(f(x))

3(-x-2)° 3x? +12x+12
h)z X8, p () XL

(-x-2)"+4 X% —4x

i 3x? +12x+12 _ i X (3+12/x+12/x*) _ 3 _

m T e ™ 71 =73
AH.: X~ —4x X“(-1-4/x) 1

A.V. Hay que ver en qué puntos la funcién tiende a infinito. Esto va a pasar en los
bordes del dominio.

Los puntos que no pertenecen al dominio son los que hacen O al denominador: x = O
y x = -4, Si calculamos los limites, nos dan infinito — son A.V.

Rta: Las asintotas son y = -3 (A.H) x=0y x=-4 (A.V.)

FIN ASINTOTAS
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Se definen de la siguiente manera. Supongan que me dan un tridngulo rectdngulo, es
decir que tiene 90°.

opuesto
Tridngulo rectdngulo— Hip

o | «Angulo de 90°
Adyacente

Tomo un dngulo o. Para ese dngulo:

Sen a = opuesto  Cos o = adyacente <« funciones trigonométricas
Hip Hip

Ahora vamos a ver otra definicién: supongamos que me dan una circunferencia de

radio 1.
Y \ <« sentido
positivo

El punto_P tiene coordenadas x e y. Como el radio de la circunferencia es 1, la
hipotenusa vale 1. Entonces el sen o y el cos o quedan asi:

Sena=y/l —=sena=zy
Cos a=x/1 = cosa=x

Esta segunda definicion me permite trabajar con dngulos mayores que 90°.
Por ejemplo, si el dngulo es de 180°, las coordenadas de P sonx=-1,y=0.

LR,
NP,




ASIMOV -107 - TRIGONOMETRICAS

Mirando el dibujo veo que, como x = cosa ey =sena :

Sen 180°= 0, Cos 180°= -1

Vamos a hacerlo ahora, por ejemplo, para 270°. Para 270° el punto P queda ubicado
ast:

o =270°

(R,
N

Las coordenadas de P vana ser: x = 0,y = - 1, entonces:
Sen 270°= -1, Cos 270°= 0

Si hago esto para todos los puntos que estdn en el primer, segundo, tercery
cuarto cuadrante, tengo:

1° cuadrante: sen o= +, cos o= +
2° cuadrante: seno = +,cos o = -
3° cuadrante: seno= -,cosa = -
4° cuadrante: seno= -, cosa = +

Esto lo puedo resumir en este cuadrito:

Cosa=- Cosa=+
Sena=+ Sena=+
Senao = - Senao = -
Cosa = - Cosa =+

A la circunferencia de radio 1 se la llama circunferencia trigonométrica.
Otra cosa que tienen que recordar es el teorema de Pitdgoras que dice que:

Teorema de Pitdqgoras:

La suma de los cuadrados de los catetos
es igual al cuadrado de la hipotenusa.
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Es decir:
Hip Y Hip’ =x*+y*

o —
X

Como en la circunferencia trigonométrica la hipotenusa vale 1, me queda: X® + Y2
= 1. Ahora, como x = cos o e Y= sen a , reemplazando:

(cos a)? + (sen a)?=1

A esto se lo llama identidad pitagérica o algo asi. Otra cosa: ustedes saben que los
dngulos se miden también en radianes. Para calcular un dangulo en radianes hacemos
lo siguiente: la longitud de la circunferencia es 2nr. Acd el radio vale 1 (r = 1), de
manera que la longitud total de la circunferencia es 2n. Entonces:

A

x <« todo este dngulo
/ > vale 2n radianes.

La equivalencia es 2 radianes = 360° ¢Qué pasa si quiero saber cudnto vale un
dngulo cualquiera? Bueno, parto de la equivalencia 2= radianes igual a 360° y hago
regla de tres simple. Por ejemplo, si a = 180°:

7S

360° 27 rad
180° x(Rad.)

X(Rad.) = 180° 27/360°
x = 7t Rad.
Si hago esto para varios dngulos, puedo construir esta tablita:

a en grados | a en radianes

0° 0

30° /6

45 ° n/4

60 ° n/3

90 ° n/2

180 ° T

270° 3n/2

360 ° 2n
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Convendria que recuerden estos valores. Los van a tener que usar para hacer
estos ejercicios. ¢Alguna pregunta sobre esto, chicos ?

Bueno. Vamos a ver ahora cémo se grafican las funciones trigonométricas. Es
decir, cdmo se representan y qué forma tienen. ¢ Como ? ¢ La clase que viene ?
Bueno, estd bien. La clase que viene.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. REPRESENTACION.

Quiero que ahora vean esto. ¢ Qué pasa si tengo un dngulo o y le sumo una vuelta ?
(27 rad). Bueno, el dngulo va a ser el mismo. Fijense:

A
o + 21

v

e A
NP

Entonces, Como el dngulo es el mismo, el seno y el coseno van a valer lo mismo.
Es decir:

Sen (a + 21) = Sen a
Cos (o + 21) = Cos a

Por esto se dice que las funciones trigonométricas son periédicas de periodo 2 .
Quiere decir, si le sumo 2 = (360°), van a valer lo mismo. Algunos valores del seno
y el coseno de a que se tienen que acordar son los siguientes:

0 (0°)|n/6 (30°)|n/4 (45°) n/3 60|n/2 (90°)

N2/2 V3/2 1

N

Sen o 0
Cos o 1 \3/2 V2/2 1/2 0

Vamos a graficar las funciones trigonométricas. Tomo las funciones F(x) = sen x
y 6(x) = cos x.Usando la tablita de recién o la calculadora voy dando valores a x
y saco los de sen x. Eso da asi:

A

1 <« Sen x

0 /2 R\37t/2/2’n
-1

v
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Fijense que la funcidn se repite a partir de 2n. También vean que el dominio
van a ser todos los reales, pero la imagen va a ser siempre Im (sen x) = [-1, 1].

Vamos ahora a las funcién Cos x. La voy graficando dandole valores a x:

4
1

) n?yz /3(/2 2
-1

Lo que tienen que ver acd es que la funcién cos x es la funcién seno pero corrida
para alld < en /2.

« Cos x

v

Hagamos un ejercicio.

Me dicen: Sabiendo que cos n/6=§, calcular el sen n/6.

Bueno, uso la identidad:  (sen ) + (cos a)?=1

en este caso: (sen n/6)? + (cos n/6)% = 1

Reemplazando Cos (n/6) por V3/2:
(sen n/6)? + (V372 )? =1
—sen’ 1/6+3/4=1 = sen’n/6=1 -3/4
—sen’n/6=1

= sen n/6 = +1/2

Ahora, acd hay que tener cuidado ¢ Me quedo con la solucién + 6 - ?. Bueno, sé que
n/6 es un dngulo que estd en el primer cuadrante, de manera que el seno debe dar
positivo. Entonces la solucién va a ser:

Sen n/6=

N | =

Vamos a volver ahora a los graficos del sen x y del cos x. Analicemos Dominio
e Imagen:

Dom f=R
Im f= [-1,1]
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1 <« Sen x

0 /2 ﬁ\SnQ/Zn >
-1

La funcidn se repite a intervalos de 2x. Por lo tanto el periodo es 2x. La amplitud
es la altura de la funcidn. En este caso la amplitud es 1.

FUNCION SEN X

¢Donde tendrd los ceros la funcidn seno de equis ?
Bueno, sen x = 0 para x = O,x, 2x, 37 0 tambiénen x = -x, - 2x, etc.
Entonces puedo decir que la funcion sen x tiene ceros en los puntos:

x= kn (kaZ) < ceros del sen x.

La funcidon seno toma su valor mdximo en x=n/2 o x= /2 + 2n 0 x= n/2 + 4n, etc.
Fijense que el dngulo es el mismo si yo le sumo 360° (2n rad).

<« Sen x= sen (x +2n)
| —>
&//(—X + 27

Vamos a poner en forma genérica los lugares donde el sen x toma su valor mdximo
(que es 1).

X =n/2+2kn < lugares donde el sen x vale 1.

El ndmero k pertenece a los nimeros enteros (Z). Eso quiere decir que k podra
también ser negativo. Es decir, k=-2,-1,0,1, 2, etc..

¢ Cudndo el sen x vale - 1 ? Bueno. Veamos. Eso pasa en x = 3n/2, 3n/2 , 2n, 3n/2 ,
4r, etc.. También pasa lo mismo del lado negativo. Sen x serd - 1 en:

x=3n/2+2kmn(ksZ) <« lugares donde el sen x vale -1.

Para entender bien esto tienen que hacer el grafiquito de la funcion. Ahi se ve bien.
Vamos a hacer el mismo andlisis pero para el cos x.
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FUNCION COS X

¢ Cémo era el grdfico ?. Era igual al del sen x pero empezando en 1. (o lo que es lo
mismo, era la funcién sen x pero corrida asi < en n/2 ). Dibujemos :

1&
1
a=1 { /\ « f(x) = cos x
0 \j/ 21 >
-1
L J

Y
T= 2xn

Mirando el grafico veo que es una funcién periddica de periodo 27 y amplitud 1.
La funcidn es simétrica respecto del eje vertical.

Busquemos los ceros de la funcién cos x. Miren el dibujo. La funcién vale cero en
n/2,n/2 + n, n/2 + 2r. Lo mismo pasa del lado negativo. Tendré ceros en -n/2,
-n/2 - n, -n/2 - 2xn, etc.. Entonces:

x= /2 + kr (k3Z) < ceros del cos x.

¢Cudndo vale uno la funcion? Miren la grdfica y piensen. Eso pasa en x = 0, x = 2,
x= 4n o también en x = -2x, x= - 4x, etc.. Escribiendo en forma compacta esto:

x = 2kn < lugares donde cos x vale 1.

La funcién valdrd -1 en =, 3x, Br, -x, -3x, etc. Esto escrito en forma compacta
queda:
X=n + 2kn (kaZ) < lugares donde cos x vale -1.

Vamos a ver un ejercicio.

EJERCICIO A partir de los graficos de sen x y cos x,

graficar la funcion sen (x - n/2).

Fijense. Dibujo primero la funcion sen x. Eso ya lo sabemos hacer:

A

1 <« Sen x

0 w2 k\?ﬂt/Z/Zn >
-1
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¢ Cémo hago para graficar sen (x- n/2) ?. Bueno, hay que acordarse de que si me
dan el grdfico de una funcién f(x), el grdfico de la funcion f(x -a) serd el mismo
grdfico pero todo corrido para alld — en a. Esto mismo pasa con la funcion sen
(x - n/2). El grafico serd el mismo pero corrido para alld — en n/2.

Lo dibujo:
/ « f(x) = sen (x - n/2)

|
//2 T 3RW
-1

Grafiquemos ahora cos (x + «t). El grdfico serd el de la funcion cos x pero corrido
para alld « en r. Eso da ast:

/\ « Fx = cos x
/ \/<— F(x) = cos (x + «)

Grafiquemos ahora f(x) = sen (-x). Ahora hay que acordarse de que si me dan el
grafico de una funcion f(x), el grafico de la funcién f(-x) sera el mismo grafico
pero simétrico respecto del eje vertical. Es decir, la funcion se refleja en el eje y.

La representacién queda asi:
A
/\ « f(x)= sen (-x)

/2 [f=

Grafiquemos f(x)= - sen x. Ahora la funcién se ve reflejada sobre el eje x.

\I /\ « f(x) = - sen (x)




ASIMOV -114 - TRIGONOMETRICAS

Acd quiero que vean una cosa. La representacion de las funciones sen (- x) y
- sen x resultd ser la misma. Esto es importante que lo recuerden.

Sen (-x )= - Sen x.
Vamos a hacer lo mismo con la funcion coseno. Grafiquemos cos (-x) y - cos X.

A
« f(x)= -cos x
. (Reflexidn respecto

del eje x)

« F(x) = cos (-x)
| | (reflexidn respecto

del ejey)

Fijense que la funcidn cos (-x) me dio igual que cos x. Eso también es importante.
Aprendanselo: Cos (-x) = Cos x

Grafiquemos ahora esta otra funcién: f(x) = 2 sen x. ¢Qué diferencia tengo con sen
x? Bueno, lo que pasa ahora es que los valores maximos que antes eran 1y - 1 ahora
serdn 2 y - 2. Es decir, ¢ qué cambio ? Cambid la amplitud. La funcidn se estiré. Se
alargé en sentido vertical. El grdfico queda ast:

« f(x)= 2 sen x

« f(x)= sen x

Ll

EJEMPLO: Graficar f(x)=cos x-3.

El -3 lo que hace es bajarme la funcién en tres para abajo. Entonces me queda el
mismo dibujito pero bajado en tres.



ASIMOV -115 - TRIGONOMETRICAS

/2 T >
\ /\ « fx= cos x-3
-3 \/

Es decir, cambid la imagen de la funcion. Im (cos x-3) = [-2, -4].

Resumiendo todas estas posibilidades:

Sen (x +c) < cambia la posicidon de los maximos y minimos.
a Sen x <« cambia la amplitud y la imagen en el factor a.

Sen x +b <« sube o baja la funcién en b.

Esto mismo pasa para la funcion cos x.

Si me dan ahora la funcién

sen (2x), el grafico me |:'>
queda asi:

Es decir, el factor 2 dentro me comprimié toda la funcion en este sentido — «.
Lo que pasé acd es que cambié el periodo de la funcidn. La conclusion es que si
tengo una funcién que es sen (bx) o cos (bx), el periodo de estas funciones sera:

<« Periodo para las funciones de

T=2n/b la forma sen (bx) o cos (bx)

FUNCION ARCOSENO

Es una funcidn tal que uno mete el valor del seno del dngulo y ella da el dngulo.

Es decir:
tomo este intervalo para

Sen x: [R] —» [-1,1] r e que sea biyectiva.
Arc sen x: [-1,1] —» [-n/2, =/2]

Por ejemplo, si me dicen que tengo un dngulo tal que su seno vale -1/2, quiere decir
que ese dngulo vale -30°. ¢ Como calculé eso ?
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Rta: Bueno, preguntdndoselo a la calculadora. Pongo:

- |lo || ||5] |INV ||SEN | |=

Piénselo asi: fomemos la circunferencia trigonométrica.

A

>
o P e

S~—_|

El dngulo que obtuve es el valor x; ( x;= - 30° = - n/6). Ahora, ojo . El otro dngulo
que marqué con x, también cumple lo pedido. Quiere decir que las soluciones de la
ecuacién sen x = 0,5 son: x1= -n/6 y x2 = 7n/6 (210°)

OTRO EJEMPLO: Calcular x tal que Cos x=2.

Bueno, acd no hay solucion. No existe dngulo tal que su coseno valga 2. El Coseno
de un dngulo y el seno de un dngulo van siempre entre -1y 1. Para hacer este tipo
de ejercicio siempre tienen que dibujar la circunferencia trigonométrica y marcar
los dngulos que correspondan. Me piden hallar x tal que Cos x = -V 2/2 hago esto:

Xi

Para x; y Xz cos x= -\2/2

2 X5

Las respuestas van a ser x;= 135 ° (3n/4) y x2= -135° ( 5 n/4 ). Pregunto:
¢ Podria expresar el dngulo de -135° como 225° ? Si, claro. Es lo mismo.

¢ Qué hace la calculadora ? Ella me da un dnico valor que estd en el 1° 0 4°
cuadrante. Si quiero el otro valor lo tengo que sacar yo con el dibujito.
Creo que se entiende no ?. Bueno, vamos a ver esto otro.

REPRESENTACION DEL ARCO SENO Y ARCO COSENO

Chicos, qué era el arco seno ? Era la funcion inversa del seno ¢ si ? Se acuerdan?
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Bueno, vamos a graficarla para ver qué forma tiene. Ahora, una cosa. Esto ya se
los dije pero es importante. Cuando se habla de la inversa de una funcién, ho
quiere decir que haya que hacer " 1 sobre la funcion”.

A ver si me entienden. Si les piden graficar la funcion inversa del seno, tienen que
graficar el arco seno, NO " 1 /sen x “ ¢ estamos ?. Es decir:

Si F(x)= sen x
F~!(x)= Arco sen x (yno 1/sen x )

Bueno, ¢como hago? Claro, tengo que trazarla bisectriz del 1° cuadrante (que es
la rectay = x) ¢ y ahora ? Bien, por simetria respecto a esta recta, voy trazando
la funcidn inversa. Es decir:

: | < Rectay = x
« f(x)= sen x Arco Sen x > / (rectaa45°)

“\ < Sen x

>

Ll 0 ' ' i i

\ 0 0'.5 .l 1,‘5 ‘Z

w2 om I

En realidad el grdfico del arco seno va de - 1 a 1. En esa zona la funcién es
biyectiva.

El arco sen x va del [-1,1] —» [-n/2, =/2]

Para graficar el arco cos, hago lo mismo. Trazo la rectay = x y razono por
simetria. Si piensan un poco van a ver que les da asi:

! (x)= arc cos x

/

»
»

/2

« f(x)= cos x

Che, ¢ Qué pasa ? ¢ Por qué charlan ? ¢ Qué es lo que no entienden ? Miren, tienen
que estudiar y hacer los ejercicios de la guia. Con escuchar lo que yo digo no
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alcanza. Vienen acd, copian y después no hacen nada. Entonces, cudl es, loco ?
Tienen que ES-TU-DI-AR 'Y si no entienden, pregunten.

¢Cudl ejercicio? ¢ El del péndulo ? ¢ Qué péndulo ? Ah, si ! El ejercicio del péndulo
que estaba en la guia del afio pasado. Vamos a hacer ese, dicto:

EJERCICIO: Un péndulo oscila de acuerdo a la ecuacion S(t)= 5 sen 4nt
( S es la amplitud de la oscilacion ). Se pide:

a) representar la funcion S(t).

b) Calcular S para t=10 seg y para t=0.4 seg.
c) Calcular el periodo.

d) ¢cuando la separacion s es maxima?

Bueno, el problema acd es que es medio dificil de entender el enunciado. Tienen
que saber algo de fisica. Explico. Lo que pasa es lo siguiente:

« este es el péndulo que oscila

50) 50

El péndulo va de un lado al otro. La posicion de la pesa respecto de la vertical es la
distancia S. El problema dice que la posicién S viene dada por la expresion:

« esta es la amplitud de la oscilacién

S(t) = 5sen4 nt

Ustedes ho tienen porqué saber de dénde salié esa ecuacién. Ellos dicen que viene
dada por esa funcidn y listo. S(la elongacion) depende del tiempo siguiendo la
funcion:

S(t)= 5 sen 4nt (tenseg; Sencm)
Eso es todo. Ahora, representamos esta ecuacion. Ustedes ho piensen que es un
problema de péndulo. Sélo tienen que representar la funcién S(t) = 5 sen 4rt.
Veamos. La amplitud de la funcién sera el valor maximo que tome. Ese valor es
a = 5. ¢Por qué? Bueno, porque el valor mdaximo que puede tomar el sen 4nt es 1.
(el seno va siempre de -1 a 1). Habra algln valor del tiempo que haga que el valor
de sen 4t valga 1. Busquemos ese valor: se tiene que cumplir que sen 4nt = 1, si ?
Entonces:

Send4nt=1 = 4rt=90°

Lo igualé a 90° porque sé que el seno de 90° es 1. ahora, ojo. Tengo que poner 90°
en radianes. Noventa grados equivalen a n/2 radianes, o sea:
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4t = /2 :»41:%
= 1.(5: smax) = 1/8 Seg

Conclusidn: el péndulo alcanza la maxima separacion de la vertical para t = 1/8 seg.
¢ Lo ven ? En realidad habra instantes posteriores donde la funcion vuelva a tomar
su valor mdximo. Ya saben que el seno es una funcion periédica.

También podria haber calculado la separacién mdxima pero para el otro lado. Es
decir, para alld <. Ahi el seno tendria que valer -1, es decir, el dngulo tendria que
ser 270° (3n/2)

¢ como es la pregunta ? ¢ Cudnto vale ? ¢ Cudnto vale qué ? Ah, la separacion !
Bueno, en el primer caso la separacion serd de 5 cmy en el 2do es de - 5 cm.
Esas serdn las amplitudes mdximas de oscilacién (que ocurrirdn a los 1/8 y 3/8
seg., hagan la cuenta). ¢ Hasta acd estad bien ? ¢ Voy rdpido ?

Bueno, sigamos ¢ Cudnto vale S para 1= 10 seg. ? Lo Unico que tengo que hacer
es reemplazar 1 por 10 seg. y calcular S. Veamos.

S0seg)=dcm. Sen(4110) « t =10 segq.
S(10 seg)= D cm « Sen 401 =
510 seg)= B cm Sen 20 [2x]
= 5(10 seg)= 0

Significa, a los 10 segundos el péndulo estard pasando exactamente por la vertical.
El resultado es razonable. 20 por 2= significa: “la posicion del péndulo después de
20 oscilaciones completas a partir del momento en que sali¢”. Eso significa que
debe estar en el mismo lugar de donde salid. ¢ Y para S = 0,4 seg, qué pasa ?
Bueno, probemos:

S0.4s5)5cmsen4n 04 «1=04s
= S(04s)=5cmsenlén
= 5(0.4 s) = b cm (-0.951)
= 5(0.45)= -4,75 cm

Esto significa que la posicion de la pesa sera de 4.75 c¢cm pero para alld «. Bueno,
representemos ahora la funcidn. Sé que tengo un bicho senoidal cuya amplitud es
5. También sé que S es mdxima para t = 1/8 y 3/8 de segundo. Entonces el asunto
debe dar algo asi:
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S (cm) <~ S(T)=5 Sen (4nT)

5 1/8 W\ t(seg)
ACA

¢Qué era lo dltimo que preguntaba el ejercicio? Ah, el periodo. Bueno, eso se ve en
el dibujo. ¢ El periodo qué es ? Es el intervalo a partir del cual la funcién se repite
otra vez con la misma forma. ¢Cudndo pasa eso?

Miren el dibujo. Eso pasa después que la funcién corta por 2da vez al eje t. Si
piensan un poco, verdn que ese tiempo es t = 4/8 seg = 1/2 seg. Por lo tanto:

T= 0,5 seg. <« periodo.

No se asusten con problemas como este. Lean el enunciado, eso es todo.
¢Qué si los fomamos? Si, a veces fomamos cosas por el estilo.

Che, se pueden callar ? Gracias. Les voy a dictar otro tipo de ejercicio que a veces
tomamos. Anoten:

3
Hallar todos los x que pertenecen a [0,2n] tales que sen x= % y cos x= EX

Fijense. Acd me estdn pidiendo 2 cosas. Por un lado los x tales que se cumpla que
el seno de x valga 0.5 y por otro lado los x tales que cos x sea 0.866. Lo que hay
que buscar son las soluciones de la 1° ecuacién y las de la 2% ecuacién. La solucién
comin

a ambas va a ser el resultado pedido.

Ahora, es lo mismo pedir soluciones de sen x = 0,5 que soluciones de arc sen 0,5 ?
NO, no es lo mismo por lo siguiente. Miren el dibujo:

X1= n/6

i
Las soluciones X2 = 5n/6

de Senx=05

A
'
son DOS \J

En cambio la solucidn de arc sen 0,5 me da n/6. Es decir, una sola solucidn .
¢ entienden? Esto pasa porque para que la funcidn arco sen x sea biyectiva tiene
que ir entre -1y 1 ¢ Se acuerdan ? Entonces las 2 soluciones de la ecuacién

v
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sen x = 1/2 son x1 = n/6 y x2 = 5n/6. Para cos x =\ (3/2) pasa lo mismo.
Hago el dibujo y miro.

X1= n/6
X2 = 11 /6

0,866

e
N2

Entonces, ¢ qué soluciones coinciden ? Solamente x = /6. ¢Es la Unica solucién ?
Si, es la Unica. Fijense que seno y coseno son positivas solo en el ler cuadrante,
quiere decir que la solucién va a estar ahi.

¢ Puedo sumarle 2 K= a la solucién ?

Rta: NO, no puedo porque me dicen que trabaje entre Oy 2x.

Hagamos este: Hallar los x tales que se cumpla que sen x=1 y cos x=-1.
¢ Qué pasa acd ? Primero, el dibujito.

X2

“ Senx=1 = x;= 90° (n/2)
\/ |

> Cos X=-1 = x,=180°n)

i
N

-1

Entonces cudl es la solucion ? Y bueno, no hay solucién ! ¢ Por qué no hay ? Porque
no hay coincidencia. X; es 90° y x es 180°. De esto se tendrian que haber dado
cuenta antes Il ¢ Por qué ? Porque siempre se tiene que cumplir que sen® x +cos® x
sea igual a 1. ¢ y eso se cumple en este caso ? NO. Fijense que ho. Tengo:

(sen x)% + (cos x)?= (1)2+(-1)2= 21

= no hay angulo x que cumpla !

Hagamos otro:
Graficar la funcion F(x)=1 +cos x en [0, 5n]

Bueno, este es fdcil. Ustedes conocen la grdfica de cos x, ¢ si ? Da asi:

k /\ . f(x) = cos x

\/
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¢ Y sile sumo 1 a la funcion como da ? Y bueno, tiene que quedar toda la funcion
subida para arriba en 1. Es decir que da asi:

2 T om

V\ « foo=1+ cos x

¢ Qué cambid? A ver. ¢ Cambié la amplitud ? No, la amplitud sigue siendo 1.

¢ Cambid el periodo ? No, el periodo sigue siendo 2. ¢Cudles son los conjuntos
de positividad y negatividad?. Bueno, busquemos primero los lugares donde la
funcion se hace cero. Miren el dibujo. Eso pasa en =, 3w y 5x.

¢Y los conjuntos C* y C” ? Bueno, C NO HAY. La funcién no es hegativa en ningdn
momento. Es foda positiva salvo en los lugares donde vale cero. Entonces queda
ast:

?

...... 2
«— 1+ cos x
+ + +
T 27

¢ Podria haber hallado los ceros analiticamente ? Si se puede. Tendria que haber
planteado la ecuacion 1+ cos x = 0, es decir, cos x = - 1. ¢ Qué resultado me da
esto ? Me da lo mismo: Co={ =, 3w, Br }

Analicemos este otro ejercicio:

6raficar F(x) =2 sen (x -n/3 ) entre [0 y 5= ]. Indicar
los ceros y los conjuntos de positividad y negatividad.

Bueno, acd hay que acordarse lo siguiente: si me dan una funcion que tiene la
forma y = a sen ( bx + c), entonces:

Amplitud = a
Periodo = 2n/b
Corrimiento = ¢

La amplitud es 2, el periodo es 2n/1 = 2n y el corrimiento es 60° (n/3) asi —
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1 7/ \ <y =senx
. N7
2 \/(—Y:ZSenx

Ahora falta agregarle a este grdfico un corrimiento de /3 para alld —.
Entonces:

v

A

n+mn/3

+ +
/\ ‘/\ 2n + /3
\/ 0 +n/3

N g

Los conjuntos de positividad y negatividad quedan ast:

Co= ceros de f= {n/3; 4n/3; 7n/3}
C'={ (n/3, 4r/3) U (7n/3, 10n/3)}
Cc={(, n/3) U (4n/3, 7x/3)

Bueno, un dltimo ejemplo. ¢ Qué pasa si me piden hallar los ceros y los conjuntos
de positividad y negatividad de una funcién como cos® x - cos x ? Supongamos el
intervalo [0, 3x].

Acd hay algo que no vimos. Ustedes no saben graficar la funcién cos® x. Entonces
este ejercicio habrd que resolverlo analiticamente. Lo que hago es esto:

Tengo f(x) = cos® x - cos x. Saco cos x factor comdn. Me queda:
F(x) = cos x (cos x - 1)

Si quiero buscar los ceros de esta funcion lo que tengo que hacer es igualar todo
a cero. Entonces:

F(x)=0 = cos x(cosx-1)=0
Ahora tengo 2 posibilidades:

Cos x=0 o (cos x-1)=0
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Los x que cumplan cualquiera de las dos condiciones serdn los ceros de la funcion.

Entonces: Cosx=0=>x=n/2 0 x=3n/2 0o x=n/2+2n
(cosx-1)=0 = cosx=1
=x=0 o0 x=0+2xn

Puedo hacer la siguiente tablita:

(0, n/2) -

(n/2,37/2) | +

(3n/2,27) | -

(2r,51/2) | -

(bn/2, 3n) +

Hagamos un grdfico aproximado :
A

<« Cémo es la forma
exacta de la funcién no lo
sé, pero el grdfico se
debe parecer a esto.

v

Antes de pasar al tema siguiente, déjenme darles la definicién de tangente que
tienen que saberla. Se define funcién tangente de un dngulo o. como: tg o = y/x

o también: tg a.= sen a/cos a. Nosotros no vamos a usar la tangente, pero por las
dudas ténganlo. Ah ! Y también les dejo otras definiciones que fampoco vamos a
usar, pero tenganlas anotadas

Cosec x=1/senx, secx=1/cosx, cotgx= 1/1tgx.

Y también recuerden esta férmula: Sen® x + Cos? x = 1

Vamos ahora a resolver unos ejercicos que fueron tomados en parciales. En el
examen el ejercicio de trigonométricas suele ser el dltimo ( Nro 4 )
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS - EJERCICIOS DE PARCIALES

4. Sea f(x)=5cos(2x)+1. Determinar to.dos los xe[0;2n] que verifican f(x)=-4.

Tenemos la funcidn f(x)= 5 cos (2x) + 1. Nos piden calcular los x para los que se
cumple que fx) = - 4.
5cos(2x)+1=-4 = 5cos(2x)=-5

cos (2x) = -1
Llamemos z = 2 x
= Cos (z) = -1

De lo que conocemos de funciones trigonométricas esto ocurre cuando:

z=(2k + 1) T
2x = (2k + 1) TI
2x = (2k + 1) TI

2> x=(2k+1)T11/2

Rta: f(x) = - 4 cuando x = (2k + 1) 11/2

4) Sea f(x) = 4sen(2x) - 3. Determinar todos los xe[-7;m] tales que f(x)=-1.
Queremos ver cudndo se cumple que f(x) = - 1. Entonces planteamos:
4sen(2x)-3=-1 > 4sen(2x)=-1+3=2
sen (2x)=2/4=1,

¢ El seno de qué angulo vale /22 Si lo hacemos con la calculadora, nos da /6.
Esto estd bien, pero hay otro resultado que no aparece en la calculadora: 57/6.
Si querés, para ayudarte podés hacer la circunferencia trigonométrica.
Entonces:

2x=Y¢n +2kn ] 2x="/gn+2kn
x=Ypn+kn 0 x="/pn+kn
Probamos ddndole valores enteros a k.

-Sik=0 5> x=Y21n 6 x=%121 — son soluciones vdlidas
-Sik=1 - x=/p,n 6 x=Y/12m — no pertenecena (-n , )
-Sik=-1 5x=-%,n 6 x=-7/121 — son soluciones vdlidas

Entonces, las soluciones vélidas son: /12 n : %wmn: -Yn: -2
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4, Hallar los ceros ‘de la funcién f(x)=2/.{en(x+%)+l que pertenecen al

intervalo [0;2m].

Nos dan f(x) = 2 . sen (x + n/4) + 1. Tenemos que encontrar los ceros de esta
funcidn. Eso no es otra cosa que los valores de x para los que f(x) = 0. O sea hay
que resolver esta ecuacion:

f(x)=2.sen(x+n/4)+1=0
=> sen(x+n/4)=-3

¢ Como se resuelve esto ? Bueno, esta ecuacion tiene infinitas soluciones, porque
las funciones trigonométricas como el seno son periédicas, o sea que cada tanto
se repiten. En este caso el periodo es 2n, o sea que si encontramos una solucion
y le sumamos 2 también es solucién.

Tal vez te estds preguntando de donde saqué que el periodo es 2x. Bueno, en
general el periodo de sen (A.x + B) se calcular como 2n/A. Como en este caso

A=1 = el periodo es 2.

Ahora que sabemos cudnto es el periodo y podemos encontrar todas las soluciones
sumando 27 a las que ya tenemos. Resolvamos esto en algun periodo que sea fdcil,
por ejemplo entre Oy 2 pi ( o sea entre Oy 360°).

Ahora, ¢ El seno de qué dngulo vale -3 ? Hay dos: sen (7n/6) = sen (11 n/6) = - .
O sea que
X+n/4=7Trn/6 = x=11n/12

x+n/4=11n/6 => x=19n/12

Y listo, ahora con estas dos soluciones, podemos encontrar todas sumando
mdltiplos de 2.

x={.-13n/12;-5n/12 ; 11 n/12 ;19 7/12 ; 357/12 ; 43 n/12; ..}

Pero sélo nos piden las soluciones tales que x € [0,2x]. Bueno, si nos fijamos, las
dnicas dos que estdn en ese intervalo son:

x=11rx/ 12 ; x=19n/ 12

FIN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS



FUNCIONES
EXPONENCIALES
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FUNCIONES EXPONENCIALES

Quiero que grafiquen la siguiente funcion: f(x) = 2*. Pregunto: ¢ Es funcién ?
Piensen. A ver ?, si, es funcién. Den valores y grafiquen.

I

« f)=2%

»
»

-1 1 X

Grafiquemos ahora otras parecidas. Por ejemplo (1/2)* y 3%

f(x)=(1/2)* (es como
2" pero al revés) —*

« f(x)= 3 (crece mds
rdpido que 2%)

v

El dominio de este tipo de funciones son los reales y la imagen es R >0, es decir

Im f = (0, +=). Anoten entonces:
que tienen la forma:

Llamamos funciones exponenciales a las funciones

Feo = a* — FUNCION EXPONENCIAL

Al ndmero a se lo llama base y es
tuviera que elevar a la 3 (es deci

positivo. Lo tomamos siempre positivo por que si
r, sacar raiz cuadrada) NO podria hacerlo para

valores negativos de a. (por ejemplo,+-2 NO EXISTE).

Suponemos también que a # 1 porque sino siempre me darfa 1 (1°=1; 1*= 1; etc).

Fijense que cuando la base a es mayor que 1, la curva da asi i‘g

Es decir, serd siempre creciente

Sia<1,lacurva da al revés, \

es decir, todo el tiempo es decreciente.

————

A su vez, cuanto mds grande sea
A veces van a ver que aparece la
vale 2,7182..... etcétera.

a, mds rdpido crecerd o decrecera la funcién.
funcién e*. El nimero e es un ndmero irracional
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No es importante que se acuerden cudnto vale e con 7 decimales. Es importante
que sepan que entre 2 y 3, de manera que el grdfico de e* va a dar ast:

+«— f(x)=¢&"

1

7

Vamos A graficar algunas funciones exponenciales, aplicando las cosas que ya
vimos. A ver. Hagamos por ejemplo f(x)= 3 + e*.

»
»

A

/4_ f(x)=e*+3

/

Asintota y =3

v

El dominio son todos los reales y la imagen serdn los reales mayores que 3.
Es decir que Im f = (3, +x).
Piensen: ¢Es biyectiva esta funcion ? ¢ Es o no es ? Si, es biyectiva.

Grafiquemos ahora e*2. Eso queda e* e . ¢ Qué pasa ? e es un nimero, de
manera que es como si tuviera la funcién ke*. Da ast:

No corta en 1 porque el nimero e (e = 1/e°) vale 0,36... Las funciones expo-
nenciales tienen siempre la forma a*. Todas las funciones exponenciales de este
tipo cortan al eje vertical en 1. Eso es por que a° siempre es 1. A ver esto:

¢ Qué les parece ? ¢ Son biyectivas las funciones exponenciales ? Bueno, asi como
estdn, no. Tengo que redefinir el codominio. Es decir, para poder tener la inversa

de una funcién exponencial voy a tener que fomarlade R -~ R >0
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FUNCION LOGARITMO

¢ La funcién exponencial qué hace ? Supongamos que tengo 2*. Yo le doy el expo-
nente y ella me da el resultado. Lo que estoy buscando es una funcién tal que si yo
le doy el resultado, ella me de el exponente. Esta funcidn inversa se llama

LOGARITMO.

La funcién logaritmo va de R >0 - R. Es decir, para 2* tengo lo siguiente:

Si2=2"=x=1
Si4=2"=>x=2
Sil/8=2"=x=-3.

Entonces, mis incégnitas son los exponentes. La funcidn inversa de 2* serd logz x.

(se lee: logaritmo en base dos de x).

F(x) = 2* = F!(x) = logax
Confl(x): R>0 - R.

Fijense que sélo puedo sacar logaritmo de nimeros positivos. Eso pasa porque el
dominio de la funcion logaritmo son sélo los reales positivos. Es decir, no puedo
hacer la cuenta log, (-3). ( Por ejemplo ). Eso es razonable. ¢ A qué nimero tengo
que elevar el 2 para que me de -3 ? Claro, no existe.

Grafiqguemos ahora la funcion logaritmo. Sabemos que es la inversa de la
exponencial.

¢ si?. Eso quiere decir que serd simétrica respecto de la rectay = x. Hagdmoslo.

* < Rectay=x

Quiero que vean que el eje vertical es una asintota de la funcion logaritmo.

Todas las funciones logaritmo en donde la base a sea mayor que 1 van a dar asi:
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— representacion de la
> funcion log, x con base a > 1

/

¢ Qué pasa ahora si la base a es menor que 1 ? Bueno, va a dar al revés.
¢ Cémo eran las exponenciales cuya base a era menor que 1 ? Grafiquemos una
exponencial con a <1y grafiquemos la funcién inversa.

y}  Logisx

w3y 1

En el parcial solemos tomar 4 ejercicios. Dos de esos suelen ser muy - muy
parecidos a los de la guia. También a veces fomamos problemas. Miren los
problemas que hay en la guia.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Ahora quiero que vean algunas propiedades del logaritmo: Supongamos que
me piden calcular el log, ( @*) ¢ Cudnto me va a dar esto?

Bueno, piénsenlo. Tengo que elevar a a la x para obtener a*. Eso es razonable,
por que en realidad estoy componiendo un funcion con su inversa. Al componer
f(x) con f(x) siempre obtengo x. Es decir:

log. (@*)=x
También hay otra propiedad que quiero que vean:

a (g x) = x

Esto sépanlo. No hace falta ver ahora la demostracion. Hay algunos ejercicios
de la guia en los que se aplica esto. Vamos a ver qué pasa con el producto y la
divisién. Si tengo dos nldmeros x e y se cumple que:

Loga (x.y)= loga (x) + loga (y)
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Loga (x/y)= loga (x) - loga (y)
Vamos a la potenciacion: Si me dan x elevado a la r y tomo logaritmo, me queda:
Log. ( X" ) = r.log, x
Por ejemplo:
Loga(2.3) = Loga (2) + Loga (3)
Loga(2/3) = Loga(2) - Loga (3)
Loga (2%) = 3. Loga (2)

LOGARITMO NATURAL O NEPERTIANO (In)

La calculadora trabaja en base 10 o en base e. Los logaritmos en base e se llaman
logaritmos naturales o neperianos. e era ese nimero 2,7182....

¢se acuerdan?. Vamos a ver como se cambia de base. Les voy a dar la formula:

_log, x — Férmula para el
log, a cambio de base

Por ejemplo. Supongamos que queremos calcular el log23 con la calculadora. Para
eso hago la cuenta:
logy, 3

log,,

log,3 = =1.58...

Eso quiere decir que si elevo 2 a la 1,58... voy a obtener 3. Usando la calculadora
que trabaja con logaritmos en base 10 puedo conocer el logaritmo en base 2 de 3.
Una cosa. Cada vez que usamos logaritmo en base 10 no ponemos la base. Es decir,
no se pone logio 2. Se pone log 2. Ya se sobreentiende que es en base 10. Cuando
use logaritmos en base e uso la abreviatura In (logaritmo natural).

Ahora quiero que vean algunos ejemplos:

EJERCICIO: Calcular los siguientes logaritmos.

1) logs (logs (1/27)).
Hago: logs ( logs (1/27)) = logs(logs1 - logs 27 )

Para hacer esto apliqué logaritmo de un cociente. Me queda:
=log3 (0 - 3) = logz (- 3) = NO EXISTE!

No existe por que no existen los logaritmos de nimeros negativos.
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2 ) Logz (logs 3°)
Logz (logs 3°) = logz (5 logs 3 )=
log2 5 =log 5/log 2 = 2,32
3) 4( |0929)
4( Iogz9 ): (22) logz9 - 22 logz9 =2 logz( 81 ): 81
Acd apliqué la propiedad que decia que a¢'°9.¥) = x.
Ahora ¢ podria haber resuelto esto haciendo cuentas con la calculadora ? Si, como
poder podria. Pero nosotros preferimos que lo hagan aplicando las propiedades.
4) logr 1

¢Y este como se hace? Hay que pensar un poco. Bueno, a qué nimero tengo que
elevar a para que me de 1? Y claro, a la cero. Cualquier nimero elevado a la
cero me da uno. Entonces:

logn1=0

Vamos a hacer algunos ejercicios de funciones exponenciales y logaritmicas
EJEMPLO:

El capital depositado en un banco aumenta de acuerdo con
la siguiente funcién Ax) = P. e™

P es el capital puesto inicialmente. r es el interés anual,
x es el tiempo transcurrido y A(x) es el dinero que uno
recibe después de ese tiempo.

a) Supongamos que me dice que deposito $ 100 al 4 % anual y quiero saber cudnta
plata después de dos afios. Entonces tengo que hacer esta cuenta:

A( 2 aiios) = 100 . e®%%? = 108,32

= A@2diies)= $ 108,32 ~ dinero que uno recibe después de dos afios.

b) Me piden qué plata inicial tendria que depositar para tener $ 100 después de 2
afos ( fambién suponiendo r = 4/100). Entonces:

100= P %942
= 100 =P.1,08
= P =92,31 dinero que hay que depositar inicialmente

c) Ahora piensen esto. Supongamos que me piden calcular cudnto tiempo tiene
que pasar para que el monto inicial se triplique. Aca hay que usar logaritmos.
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Fijense. Planteo esto: si inicialmente deposito un capital P, después tantos afios
tendré un capital de 3 P.

No hace falta trabajar con cifras como $ 100 y $ 300. Yo pongo Py 3 P.
Entonces:

3P=P.e™
3 = g004x
¢Qué hago ahora? ¢Cémo despejo x?. Y bueno, justamente. Me piden que calcule
el exponente. ¢Cémo se hace eso? Rta.: con la funcidn logaritmo.

Fijense. Tomo logaritmo a ambos lados de la igualdad:

Ln 3= In 204 %

=In3=004.x. Ine
=In3=004.x1
= x =1n3/0,04

Tiempo que hay que
depositar la plata para

= x = 27,46 afos - . o
que el capital se triplique

FUNCIONES EXPONENCIALES - EJERCICIOS DE PARCIALES

4. Sea f(x) = -2 + e*3 cCalcular f%x), Domf?!*e Imf?

f(x) = - 2 + &3, Para calcular la inversa, despejamos la x
f(x)=y=-2+e*3
3 zy+2
- Xx-3=In(y+2)
x=In(y+2)+3 - cambiamosy por x y x por f (x)
fl(x) = 3+In(x+2)

Es una funcidn logaritmica. Entonces, para calcular el dominio y la imagen hay
que tener en cuenta un par de cosas:

- Dominio: el logaritmo se puede aplicar solamente a nimeros positivos:
x+2>0 - x>-2  ~ Dominio f! (x) = (-2 ; + =)

- Imagen: Como toda funcion logaritmica, su imagen es todos los reales.
Imagen f! (x) = R = (- ; +)
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4. Sea f(x)=2-fn(3x+5). Hallar el dominio de f y calcular f ‘(x).

Tenemos la funcién f(x) = 2 - In (3x + 5). Para calcular el dominio hay que ver
para qué valores de x esta cuenta se puede hacer y para cudles no. El problema
en este caso es que no se puede calcular el logaritmo cuando (3x + 5) < 0.
Tenemos que pedir que todo esto sea positivo

(3x+5)>0 = x> -5/3.
El Dominio de f(x) es el intervalo (-5/3 ; +e)

Ahora bien, tenemos que calcular la funcion inversa de f(x) o sea, haciendo uso de
la notacién f7(x).
y=f(x)=2-In(3x+5)

Despejando x en funcion de y:
y=2-In(3x+5)

=y-2=-1In(3x+5)
=-y+2=1In(3x+5H)

= el VD=3 x+5
Finalmente llegamos a que:
= 1/3[e VP -5]=x

Por lo tanto,
fiy)=1/3[e7*?-5]

Expresando f* en funcién de x:

fix)=1/3[*?-5]

.= Saan Fix) = Tx +3 ; gixd = Imlxr v Rixl = gefixl., Hallar deminic,
cersa ¥ conjuntos de posltividad v de negatividad de la fungidn h.

"

Tenemos f(x)=7x+3 y g(x)=Inx. Calcular g-f (x) equivale a calcular g(f(x)).
Estoes: g(f(x))=g(7x+3)=In(7x +3) = a(x)

El dominio de la funcién h(x) se obtiene considerando que el argumento del
logaritmo debe ser estrictamente mayor a cero: 7x+3>0

= x>—é.
7
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Luego tenemos: Domh (x) = (— %;"mj

* Ahora buscamos los ceros de h(x) :

h(x) =1In (7x + 3) =0 = Tomo la exponencial a ambos lados porque se trata

In(7x+3) — 0

de una funcidn creciente: € e

Entonces tenemos: 7x+3=1 = X = —%

*  Ahora vemos los intervalos de positividad:

h(x)=In(7x+3)>0 = volviendo a tomar exponencial a ambos lados,
llegamos a

Tx+3>1 = x>—%

e Para el conjunto de negatividad:

h(x):ln(7x+3)<0 = Tx+3<1 = x<-

~ |

Conclusién:  (~  Domh (x)= (—%ﬁoo}

Ceros de h (x): x = _%

Intervalo de positividad: (—%,+ooj

3_2)
777

g Intervalo de negatividad: [_

FIN FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
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