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1. a) (2pts) Demuestre que la congruencia lineal ma = ¢ (modn) tiene solucidn si y solo si ¢ es
divisible por ged(m,n).
b) (2pts) Demuestre que si ¢ = d (mod ged(n1, ng)) entonces el sistema de congruencias lineales
x =c¢ (modny)y z = d (mod ny) tiene solucion.

¢) (2pts) Demuestre que existe un nimero infinito de primos de la forma (6n + 5).
Solucién:

a) Por definicién, mz = ¢ (mod n) ssi existe y € Z tal que ma+ny = c. Basta demostrar entonces
que mz + ny = c tiene solucion ssi ¢ es divisible por ged(m, n). Como demostramos en clases,
existen 2/, y’ € Z tal que ma’ + ny’ = ged(m,n). Dado que ¢ es divisible por ged(m,n)
concluimos que existen x, y € 7Z tal que mx + ny = c. Por otro lado, si mx + ny = c entonces
claramente c es divisible por ged(m, n).

b) Las soluciones a la ecuacién x = ¢ (modnq) son de la forma kyn; + c. Poniendo junto a
la segunda ecuacién tenemos que existe solucién al sistema de congruencias si es que existen
ki,ko € Z tal que kiny + kong = d — c. Por solucién anterior esto ocurre ssi d — ¢ es divisible
por ged(nq,ng). Pero lo anterior se cumple por hipétesis.

¢) Asuma por contradiccién que conjunto de nimeros primos de la forma (6n + 5) es finito y que
estos son p; < py < ... < pi. Considere el nimero » = 6pyps ... pr — 1. Este nimero es de
la forma (6n + 5) para n = pipy...pr — 1. Considere factorizacién prima q1qs . . . g, de 7.
Entonces ¢; > p; paracada 1 < i < m (porque de otra forma ¢; dividiria a 1). Ademas, algin
gi debe ser de la forma (6n + 5) (porque el producto de primos de la forma (6 + 1) o (6n + 3)
es de la forma (6n + 1) o (6n + 3)). Esto es una contradiccion.

2. Seap > 2 primo.
a) (1,5pto) Demuestre que todo a con 1 < a < p — 2 tiene inverso médulo p. Ademds, no existen
2 < a; < as < p— 2 que tengan el mismo inverso modulo p.
b) (3,5pts) Utilizando lo anterior demuestre que (p — 2)! = 1 (mod p).
¢) (1pto) Concluya que (p — 1)! = —1 (mod p).

Solucion:

a) La primera parte se sigue de que a y p son primos relativos paratodo 1 < a < p— 1. La segunda
parte es directa.

b) Ningtn nimero a entre 2 y p — 2 es su auto inverso. Por parte (a), (p — 2)! consiste del producto
de 1 con pares de inversos modilo p. Concluimos que (p — 2)! = 1 (mod p).



¢) Directo de la parte (b) y del hecho que (p — 1) = —1 (mod p).

3. Sean n,m enteros positivos tal que m > n. Determine el nimero de funciones sobreyectivas que
existen desde un conjunto con m elementos a un conjunto con n elementos.

Solucion: Teorema 1 del Capitulo 6.7 del libro.

4. Un clique maximal de un grafo simple G es un subgrafo G’ de G que es un clique (esto es, todo par de
nodos en G’ estd conectado por un arco), y no existe subgrafo G de G' que contiene a G’ y también
es un clique.

Sea Z un conjunto finito de intervalos cerrados sobre los reales. El grafo simple G(Z) tiene un nodo
v; por cada intervalo i € Z, de tal forma que los nodos v; y v son adyacentes en G(Z) si y solo si
i#d yini #0.

Demuestre que los cliques maximales de G(Z) pueden ser ordenados como M, My, ..., M, de tal

forma que si un nodo v; pertenece a M; y My, paral < j < k < p, entonces v; € M; para todo
J<I<k.

Solucion: Los cliques maximales de GG(Z) son precisamente los nodos asociados con aquellos sub-
conjuntos maximales S de Z tal que i1 N iy # (), para cada iq,75 € S. Ordenaremos estos conjuntos
en orden creciente con respecto al menor real in f(S) que pertenece a un intervalo de S. Si para dos
de estos conjuntos S7 y S se tiene que inf(S1) = inf(S2), entonces S; aparece antes que So en el
ordenamiento si el mayor real sup(S1) que aparece en un intervalo de S; es menor que el mayor real
sup(S2) que aparece en un intervalo de Ss. Siinf(S1) = inf(S2) y sup(S1) = sup(S2), entonces
ordenamos a Sy y S, arbitrariamente.

Sea S1, S92, ..., S, nuestro ordenamiento y asuma que el intervalo ¢ pertenece a S; y S, paral < j <
k < p.Considere j <[ < k. Entonces inf(S;) < inf(S;) < inf(Sj). Asuma por contradiccion que
i & Sy, estoes, inf(i) > sup(S;) o sup(i) < inf(S;). El segundo caso es imposible porque entonces
S}, apareceria antes que .5; en el ordenamiento. Consideremos el segundo caso. Se debe tener entonces
que sup(S;) < inf(S;). Pero entonces S; = S;, lo que es una contradiccion.



