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(3pts) Asuma que la funciéh : N* — R se define como sigu&i(1) =1y T'(n) = T(n/2) +
log n, para todan > 2. Encuentre una funciofi: N — N tal queT’(n) esO(f(n)). La funcion
f no puede estar definida recursivamente. Justifique su iEspue

Solucibn: Asuma inicialmente que = 2%, parak > 1. Entonces es posible demostrar “de-
senrollando” la ecuacion quE(n) < T(n/2%) + Y% log (n/2%). Perolog (n/2") = k — 4,
por lo queT'(n) < T(1) + Zfzoz‘ = T(1) + k(k + 1)/2. Por tanto,I'(n) en este caso es
O(log? n). Considere ahor@® < n < 2¥+1 parak > 1. Entonces dado quE es creciente se
debe cumplir qué’(n) < T(2F1) < T(1) + (k + 1)(k + 2)/2, lo que esO(k?). Claramente
esto e (log? n). (1,5pts).

Para demostrar quE(n) esQ(log? n) demostraremos por induccion qii¢n) > log:", para
todon > 1. Claramente esto se cumple para= 1. Consideremos ahora el caso inductivo
n > 2. Entonces’(n) = T'(n/2) + log n. Por HI,T'(n) > @% + log n. Basta demostrar
entonces qué‘% + logn > @. Claramentelog? (n/2) = (logn — 1)2, por lo que

b@% = 1. (log?n — 2logn + 1). Por tanto, basta demostrar quyet — ™ + logn > 0.
Esto es claramente cierto (1,5pts).

(1,5pts) Considere una carrera en la que participan 2 competidores. Determine el nUmero
de resultados posibles de la carrera si es cada competidde @alir solo primero, segundo 0
tercero. Es decir, permitimos empates entre los corregarggy(in corredor puede terminar mas
alla de tercero.

Solucion: Existen3™ asignaciones de posiciones 1, 2 0 3 a los corredores, dedEsawo nos
sirven las siguientes:

= Aquellas que solo asignan valores en el conjitd}. Hay 2" de estas.

» Aquellas que solo asignan valores en el conjurit®} y que contienen al menos un valor
3. Hay2™ — 1 de estas.

Por tanto, el valor total de asignaciones posibleg’es 2" — (2" — 1) + 1. El 1 que se suma al
total corresponde a la asignacion que le entrega el valaraBla corredor y que fue restada dos
veces.

(1,5pts) Seaid’, . .., C), conjuntos conr elementos cada uno, tal qke< 2"~2. Los conjuntos

no son necesariamente disjuntos entre si. $ehconjunto de elementos que aparecen en los
C;'s. Coloree los elementos dé de la siguiente forma: Para cada elementadelance una
moneda. Si sale cara el elemento se pinta azul y si sale sefjon& rojo. Demuestre que la



probabilidad de que exista i} (1 < i < k) tal que todos los elementos dgtienen el mismo
color es menor o igual &/2.

Solucion: Note que la probabilidad de que esto ocurra par&'uparticular es igual a la prob-
abilidad de que todos los elementos @€nsean rojos mas la probabilidad de que todos los
elementos el; sean azules. Esto es igual 2" + 1/2" = 1/2"~1. Por tanto, la probabilidad
de que exista algi€’; tal que todos sus elementos son del mismo colar é$2" !, lo que es
<1/2.

2. Sea = (V, E) un grafo simple. Definimog(G) como el menor nimero de colores que se necesitan
para colorea; y w(G) como el tamafio delique (grafo completo) mas grande que esta contenido en
G. El subgrafo dé&~ inducido porV’ C V se define com6’ = (V' E' = {(u,v) € E | u,v € V'}).

Un subgrafanducido de G es un subgrafo d€' inducido por algtri/’ C V tal queV’ # (.

Un grafo simplez esperfecto si para todo subgrafo inducide de G se cumple que (G’) = w(G').

a) (1pto) Demuestre que existen grafos simples que no soagbest
b) (1pto) Demuestre que todo grafo simple bipartito es pesfec

C) (4pts) Seas = (V, E) un grafo simple. Entoncels’ C V esindependiente enG si para todo
u,v € V' se cumple que = v 0 (u,v) & E.
Demuestre que un grafo simpl& es perfecto si y solo si en todo subgrafo induc@ode
G existe un conjunto independienfede vertices tal que)(G’ — I) < w(G’). Aqui, G' — I
representa el grafo que se obtiene deSdeal borrar todos los vértices en(y, por supuesto,
también los arcos que son incidentes a ellos).

Hint: Para la direccion de derecha a izquierda ocupe inducci@t elor dew(G).

Solucion: Para la parte (a) tome un cicld de largo 5. Claramente;(C') = 3 perow(C) = 2. Por
tanto,C no es perfecto. Para la parte (b) note que cualquier subg@dicido de un grafo bipartito es
también bipartito. Por tanto, basta demostrar que paadoafo bipartitoG se cumple que (G) =
w(@). Claramentey(G) < 2, siG es bipartito. Asuma primero qugG) = 1. Entonces no existen
arcos en, y por tantow(G) = 1. Asuma quex(G) = 2. Por tantoGG' contiene al menos un arco y
w(G) > 2. Por otro ladow(G) < 2 ya que los grafos bipartitos no contienen ciclos de larga tre

Para la parte (c), asuma primero qdees perfecto y considere un subgrafo inducigfocualquiera
de G. Luego, x(G’) = w(G"). Dado que el conjunto de vértices @& no es vacio, debe existir al
menos un nodo pintado de algln color, digamos rojo. Clangered conjuntal de nodos pintados de
rojo enGG’ es independiente. Ademas(G’ — I) < x(G' — I) = x(G') — 1 < w(G’) (2pts). La
otra direccion la demostraremos por induccion en el vdér(G). Siw(G) = 1 entonces el grafo
no tiene arcos y, por tanto, es perfecto. Asuma entonces @se > 1. Sea’ un subgrafo inducido
cualquiera dé&7 e I un conjunto independiente de sus vertices talg@ — I) < w(G’). Claramente,
w(G' - I) < w(@), y ademas todo subgrafo inducido @— I es también un subgrafo inducido de
G por lo que satisface la condicion. Por HI tenemos entonees)((' — I) = x(G’ — I). Por tanto,
es posible colorea®’ conw (G’ —I)+1 < w(G’) colores, de donde concluimos qu@s’) < w(G’).
La desigualdad((G’) > w(G’) se cumple por definicion para todd, por lo que concluimos que
w(G") = x(G’"). Dado que’ fue elegido arbitrariamente concluimos d&@s perfecto. (2pts).



a) (1pto) Demuestre que gies primo, entonces las (inicas soluciones a la ecuagién1 (mod p)
son aquellos enterastal quez = 1 (mod p) 0z = —1 (mod p).

b) (3pts) Seap > 3 un primo. Demuestre que los enteros en el interyalp — 2] pueden ser
divididos en(p — 3)/2 pares de enteros, de tal forma que los enteros en cada pavsosos
uno del otro modulp.

C) (2pts) Desde la parte (b) concluya que s primo entonce® — 1)! = —1 (mod p).
Solucion: Para la parte (a) note qué = 1 (modp) ssi(xz + 1)(z — 1) = kp, para algn enteré.

Dado que(xz + 1)(x — 1) # 0, se debe cumplir que esto ocurre gsiparece en factorizacion prima
de(z+ 1) oenladgxz — 1). Es decir, esto ocurre sgi= 1 (mod p) 0 x = —1 (mod p).

Para la parte (b) partimos por la observacion de que unsaver de a« modulop existe para todo
a € [2,p — 2|. Esto ocurre ya quegcd(a, p) = 1. Podemos asumir ademas sin pérdida de generalidad

quea~ € [2,p — 2]. De hecho, sk~ fueral, entoncesua™ = a # 1(modp), lo que es una
contradiccion. De la misma forma,si = 0, entoncesa™ = 0 (mod p), lo que es una contradiccion.
Finalmente, si— = p — 1 entoncesia™ = —a # 1 (mod p), lo que es una contradiccion.

Por otro lado, para dos enteros distintgsa, en este intervalo se tiene qug # a, . De otra forma
se obtendria que; = a, (mod p), lo que es una contradiccion. Ademas, # a. Si no fuera asi,
tendriamos que? = 1 (mod p), lo que por la parte (a) implicaria que = 10a~ = p — 1, lo que
sabemos que no es posible. Por tanto, existe una funciofi definida sobrd2, p — 1] tal que para
todoa € [2,p — 2] se cumple qug(a) # a 'y f(a) es un inverso de modulop. Esto demuestra lo
que pedimos.

Finalmente consideramos la parte (c). Por definicipn; 1)! =1-(2-3---(p—2)) - (p — 1). Pero
por parte (b) se tieneque 3--- (p —2) =1 (mod p), y por tanto(p — 1)! =p — 1 = —1 (mod p).



