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1. (1,5pts) En este ejercicio consideramos grafos no dirigidos que permiten arcos paralelos (es decir,
un par de nodos puede estar unido por mas de un arco) y loops (es decir, arcos que unen a un nodo
consigo mismo). Note que un loop en un nodo v incrementa su grado en 2.

Recuerde que la secuencia de grados de un grafo no dirigido con arcos paralelos y loops es la secuen-
cia de los grados de sus nodos escrita en orden no creciente. Sea

di,ds,...,dy

una secuencia no creciente de enteros positivos cuya suma es par. Demuestre que existe un grafo no
dirigido con arcos paralelos y loops cuya secuencia de grados es precisamente dy, dso, . .., dy,.

Solucion: Ponga n nodos vy, . . ., v,. Agregue |d; /2] loops en v;. En este momento el grado de v; es
d; o d; — 1 (si d; es par o impar, respectivamente). Dado que la suma de los d;’s es par, el niimero de
nodos v; cuyo grado es d; — 1 es par. Agrupe estos nodos en pares y conecte cada par con un nuevo
arco. Es claro que el grafo resultante tiene como secuencia de grados a dy, ds, . .., d,.

2. (2pts) Sean G = (V,E) y G’ = (V', E’) dos grafos simples. Un homomorfismo de G en G’ es una
funcién f : V — V' tal que para cada arco {u, v} € E se cumple que { f(u), f(v)} € E’. Escribimos
G — G’ cuando existe homomorfismo de G en G'.

Recuerde que C), denota al ciclo de n vértices, para n > 3. Sean n, m > 3. Demuestre que C,, — C,
si 'y solo sin es par, o m es impar y m < n.

Solucién: Asuma primero que n es par y suponga que el ciclo C,, estd dado por arcos

{Ula ’02}, {vz, ’03}7 ceey {Un—la Un}7 {’Un, ’01}-

Considere un arco {u, v} cualquiera en C,,. Podemos entonces construir un homomorfismo f de C,,
en C,;, mapeando los nodos vy, v3, s, ... enuy vy, V4, Vg, .. €0 v (ya que n es par).

Asuma ahora que n es impar, m es impar, y m < n. Note que n — m es par. Por tanto, podemos
mapear C,, en C,, de la siguiente forma: Los primeros m + 1 nodos vy, ..., v, de C), se mapean
siguiendo el ciclo Cy, (comenzando en un nodo cualquiera u, donde se mapean tanto ¢; cOmo ¢,+1).
Quedan n — m — 1 nodos por mapear. Pero estos los podemos repartir entre © y uno de sus vecinos
como lo hicimos en el caso anterior.

Asuma ahora que n es impar, pero m es par. Luego, C,, — Cs. Asuma por contradiccion que
C, — Cy,. Luego, C,, — (5, lo que implica que Cy puede ser coloreado con 2 colores. Esto es
una contradiccion ya que n es impar.

Asuma finalmente que n es impar, m es impar, pero m > n. Para volver al mismo punto de partida
en C),, en m pasos la tinica posibilidad es avanzar un nimero par de pasos. Esto contradice el hecho
de que n es impar.



3. (2,5pts) Sea s(n) el nimero de secuencias (x1,...,xx) de enteros, tal que 1 < x; < n para cada
1<i<k,yxi41 > 2x; paracadal <14 < k. (Note que el largo de la secuencia no esta especificado,
y, en particular, la secuencia vacia se haya incluida).

a) (1,2pts) Asumiendo que s(0) = 1, demuestre que para todo n > 1 se cumple que:
s(n) = s(n—1) 4+ s(|n/2]).

Ayuda: Considere por separado las secuencias que contienen a n y aquellas que no.

Solucién: Sea S(n) el conjunto de secuencias (z1,...,z) de enteros, tal que 1 < x; < n para
cadal < i < k,y x;41 > 2x; paracada 1 < ¢ < k. Entonces, s(n) = |S(n)|. Note que las
secuencias en S(n) que no contienen a n son precisamente aquellas en S(n — 1). Esto aporta el
primer término. Ahora, si la secuencia (x1, ..., zy) en S(n) contiene a n, este debe ser el dltimo
elemento zj. Luego, z; < [n/2] paratodo 1 < i < k. Esto significa que (z1,...,2_1) es una
secuencia en S(|[n/2]), lo que aporta el segundo término.

b) (0,5pts) Utilizando lo anterior, demuestre que s(n) < n - s(|n/2]), para todo n > 2.

Solucion: Sabemos que

s(n)

s(n— 1)+ s(|n/2))

< stn—2)+25([n/2))
< s(n—3)+3s(|n/2])

< s(n—[n/2]) + [n/2] - s(|n/2])
< (In/2] +1) - s(|n/2]).

Concluimos que s(n) < n - s(|n/2]) cuando n > 2.

¢) (0,8pts) Concluya que s(n) es O(n'°8™).

Solucién: De lo anterior tenemos que si n = 2* entonces:

s(n) < n-s(n/2)
< n?/2-s(n/4)
< .n.k./2k_1 -s(1).

Considere un n tal que 2% < n < 2¥*!. Como s(n) es no decreciente, tenemos que s(n) <
s(2M1). Luego, s(n) < 20-+1)% /2k . g(1) = 28 +h+1 . 5(1). Dado que k < log n, tenemos que
s(n) es 0(210gz n) = O((2l08™)logny — O(plogm),



