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P1. En esta parte trabajaremos con los strings formados solamente por letras a y b de largo menor o igual a n.
Para describirlos definiremos algunas relaciones sobre el conjunto {0, 1,...,n — 1}. La primera es la relacion
binaria < que el es orden usual en los naturales. Las otras dos son las relaciones unarias A y B tales que
A(7) es cierto si en la posicién i del string hay una a y B(i) es cierto en el caso de que haya una b. Vale la
pena mencionar que en cada posicién del string puede haber solo una letra. Dadas estas definiciones queremos
describir los siguientes strings usando légica relacional.

a) s parte con una a y termina con una b
Solucién:
Primero decimos que el primer caracter es una a: ¢, =V fy(y < = — A(x))
Luego de forma similar que el dlimo es una b ¢y = Va y( x < y — B(x))
Luego la conjuncién es @1 A @o

b) todas las letras en s son iguales
(Vo A(z)) V (Vy B(y))

¢) s tiene siempre una a despues de cada b

Esta pregunta se podia interpretar de dos formas, la primera es que hay una a después de cada b pero
no tiene por que ser inmediatamente después:

(Vz)B(x) = 3y (x <y A A(y))
Para la otra interpretacién necesitamos definir la relacién sucesor:
suce(y,z) < P)r < 2Az<yAz<y
Luego para decir que toda a estd seguida inmediatamente de una b:
Vo B(z) — Jy succ(y, ) A A(y)
Con esto decuimos que si en la posicién x hay una b, entonces existe un y = x+1 y que en esa posicién
hay una a. Es importante que en la légica relacional solo podemos operar con las relaciones que se nos
definen en el enunciado, por ejemplo en esta caso no tenemos la suma definida, es decir que no la podemos
usar.
d) las a y las b en s estdn intercaladas y s tiene una cantidad par de letras.
Usamos la misma relacién succ(y, z) de la parte anterior.
Con esto definido primero diremos que esten intercaladas las a y b:
1 = Vavy succ(y, x) — (A(x) A B(y)) V (B(x) A A@))
Luego vemos que si el largo es par, el string debe comenzar y terminar con elementos diferentes:
g2 =VaVy(Bzz <z AN Bwy <z — (A(x) A B(y) V (B(z) A Ay)))

P2. Supongamos una barra de chocolate dividida en cuadritos. Esta tiene m columnas y k filas de cuadrados.
Suponga que cada vez que tenemos una pieza de chocolate con a lo menos 2 cuadrados la cortamos vertical o
horizontalmente (es decir, sin romper los cuadraditos). Pruebe que luego de mk — 1 pasos habremos cortado
el chocolate en todos sus cuadraditos.

Solucién: Vamos a usar induccién fuerte, para esto definiremos la propiedad que buscamos:
P(m, k) <> Al cabo de mk — 1 cortes el chocolate queda como puros cuadraditos

Caso base: Notemos que si tenemos un chocolate de un cuadradito no hace falta cortarlo, por lo tanto al cabo
de 0 pasos (1z1 — 1) tendremos puros cuadrados sueltos. es decir P(1)

Caso inductivo: Tenemos que (Vm Vk)mk < n+ 1 — P(m, k) en palabras: todos los chocolates con un total
de cuadraditos menor a (n + 1) cumplen la propiedad que buscamos.
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Queremos demostrar (Ym Vk)mk =n+ 1 — P(m,k):
Cortamos nuestro chocolate de cualquier forma (con esto llevamos un corte).
Obtenemos 2 chocolates como resultado, cada uno con por lo menos un cuadradito:

Choc; con m;y filas y k; columnas y Chocy con ms filas y ko columnas. Como juntos conforman el chocolate
entero, se tiene que miky + moks = mk =n + 1(x)

Pero mi1ky <n+1y moks <n+ 1 ya que tanto choc; como choc; tienen al menos un cuadradito.

Esto quiere decir (por hipétesis inductiva) que se cumple P(mq, k1) A P(ma, k2) entonces, al cabo de m1ky +
mako — 2 cortes cada uno de estos sub chocolates quedaran reducidos a cuadraditos. Agregamos el corte inicial
y usamos la propiedad (x) para obtener que al cabo de mk — 1 cortes el chocolate se tiene que haber separado
en cuadraditos. Es decir P(m, k).

Es importante resaltar que la induccién se hizo sobre n, la cantidad total de cuadraditos. Luego en el caso
inductivo demostramos que se tiene independientemente de si es un chocolate muy largo y fino o si es un
cuadrado.

Sea f: N* — N una funcion definida como sigue

1 ifn=1
Jm) = {2-f(LgJ)+n ith>2

Demuestre utilizando induccion fuerte que f(n) es O(nlogn)

hint: recuerde que log, () * log(2) = log(x)

Solucién:

Primero usaremos la indicacién para notar que nlog(n) = Lnlogy(n) con L = 1/log(2).
Ahora, por definicién:

f(n) es O(nlog(n)) <» (3k,3C > 0,Yn > k) f(n) < Cnlog(n)

No podemos comenzar la induccién en n = 1 ya que llog(l) = 0y f(1) = 1. Entonces no existe ninguna
constante positiva que cumpla 1C < 0.

Dado que no pudimos partir en 1 veamos si funciona en n = 2.
f2) =2 (1) +2 =4

2log(2) = 2Llogs(2) = 2L

Si tomamos nuestra constante C' = 4/L

4= f(2) <8=1%-L2logy(2) = Cnlog(n)

Tomamos n = 2 como nuestro caso base.

Paso inductivo:

Supongamos que VYm,2 < m < n se cumple f(m) < Cmlog(m)

Ahora vamos q comprobar que tiambién se cumple para n + 1.

(n+1)
2

fln+1)=2-f(| D+n+1

Por hipétesis inductiva tenemos que:
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Si multiplicamos por 2 ambos lados obtendremos:
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Si ahora sumamos la desigualdad (n + 1) < C(n + 1) a ambos lados:

(n+1)
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D+n+1)<C-(n+1)log(|
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Usamos que log,(2) =1 y por lo tanto (n 4+ 1) = log(2) - (n + 1)

(n+1)
2

D+n+1)<C- (n+1)log(L(n+1)J) +C - (n+1)- logy(2)

2£(| -

Factorizando:
20 (1252 ) + (n+1) < Cln+1) (log(| Z52)) + logy(2) )

Que es lo mismo que:

26 (1" v 1) < ctn ) <log(L(n; Y, .2)>
Por el argumento de (x) y e:
2f(L(”;L1)J) +(n+1) < Cn+1)log(n+1)

Reemplazamos f(n + 1):

fin+1)<C(n+1)log(n+1)
P4. Muestre que las siguientes proposiciones son siempre ciertas:

8) (va) Ey)(P(x) = P(y))

Solucién: Para cada x puedo tomar y = x, con esto obtengo:

VaxP(x) — P(x)

Lo cual siempre es cierto, por lo tanto probé que para cualquier x existe al menos un y que cumple.
b) (3)(¥2)(P(x) ~ P(y))

Solucién: Consideremos dos casos:

Caso 1: Vz P(z)

Entonces cualquier y nos sirve, ya que P(y) — V es siempre cierto

Caso 2: Jx —P(z) Basta con tomar y como uno de esos x, entonces se tendria —P(y) y falso implica
cualquier cosa.
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= Una férmula de la 16gica proposicional L(P) estd en SCNF si es de la forma:

AN @vEve), (1)

1<i<n

donde para cada 1 < i <ny 1l < j < 3 se tiene que existe p € P tal que lf =po lf = —p. Por ejemplo,
(pVqV-r)A(—pVsVr)es una férmula en 3CNF, pero p V (r A ¢) no lo es.

Sea R una relacién binaria sobre A. Un cubrimiento de R es un S C A tal que para cada par (a,b) € R se
tiene que a € So b e S.

Dada una férmula ¢ en 3CNF como en la Ecuacién (1), se le pide construir un conjunto A y una relacién
binaria R sobre A tal que:

@ es satisfacible <= R tiene un cubrimiento de tamano 2n.

El costo de todos los pasos efectuados en su construccién debe ser a lo méas O(n*), para un k > 1 fijo (es
decir, que no depende de ).

Hint: El conjunto A consiste de los elementos {v; ; | 1 < i < mn,1 < j < 3} que representan los diferentes
literales que ocurren en . La relaciéon R se define sobre A de tal forma que el complemento de cualquiera de
sus cubrimientos de tamafio 2n codifica una valuacién o : P — {0, 1} que satisface ¢, y correspondientemente,
toda valuacién o : P — {0, 1} que satisface ¢ naturalmente define el complemento de un cubrimiento de A de
tamano 2n.



