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P1. ! Definimos el conjunto 7~ de los términos sobre el simbolo de funcién £( -, -) y la variable x, por induccién
como sigue:

excT
e siti €T yty €T, entonces f(t1,t3) €T

Por ejemplo x, f(x,x) y £(x,f(x,x)) estdn en 7.

1.

Defina la operacién |-|: T — N que dado un elemento ¢ en 7 entrega el largo de ¢ en donde cada simbolo
f, %, (,),y , se consideran como de largo uno. Por ejemplo, |f(x,f(x,x))| = 11.

Defina por induccién la operacién ani : T — N tal que para ¢ € T, ani(¢) es la maxima anidacién de la
funcién £ en t. Por ejemplo, ani(f (£ (x,x),f(x,x))) =2 y ani(f (£ (£ (x,%),x) ,x)) = 3.

Encuentre una funcién h : N — N tal que para todo t € T se tiene que |t| < h(ani(¢)) y demuestre por
induccién que esta propiedad se cumple.

= Solucién:

1.

Definimos la operacién de forma inductiva:

Caso base: |z] =1

Caso inductivo: |f(t1,t2)| =4 + |t1] + |t2] con t1,t2 € T

El +4 sale de f(,) que son cuatro caracteres.

Nuevamente definimos inductivamente: Caso base: ani(z) = 0, ani(f(z,z)) =1

Caso inductivo: ani(f(t1,t2)) = 1 +mazx(ani(t1), ani(tz)), t1,t2 con € T

En esta caso no era necesario tener 2 casos base pero ayudan a clarificar y no perjudican la demostracion.
En esta caso podemos aprovecharnos de la forma en que definimos las partes anteriores para encontrar
un h conveniente. Primero podemos explorar un poco el problema, por ejemplo si tomamos una formula
con 1 anidacion f(z,z) y la anidamos una vez més, por ejemplo f(f(x,z), f(z,x)) la anidacién subié en
1 mientras que el largo més que se duplicé. Esto nos hace intuir que cuando la anidacién sube el largo de

la férmula puede duplicarse o més. Esto nos indica que para equiparar las funciones debemos usar algo
del estilo de 3.

Probamos con 3™ + a con a por definir
Casos base:
|z| =1 < h(ani(z)) =h(0) =a+1
[F(@,2)] = 6 < hlani(f(z,2))) = h(1) = 3+ a
Con esto vemos que a debe ser al menos 3, para asegurarnos consideremos a = 4
Caso inductivo: Sabemos que:
[t1] < h(ani(ty))
y lo mismo para to y sabemos que ani(t1) y ani(t1) son iguales o mayores que 2 por los casos base.
Ahora vemos que pasa con |f(t1,t2)]

[f(t1,t2)] = 4 + [t1] + [t2]

Por que dijimos antes
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|f(t1,t2)] = 4+ |t1] + [ta] < 4+ h(ani(ty)) + h(ani(ty)) = 4 + 2« a 4 397t 4 ganiltz)

Por la definicifon sabemos que ani(f(t1,t2)) = 1 + max(ani(t1), ani(t2)), con esto

|f(t1,t2)| <4+4+2%a+ 3ani(t1) +3ani(t2) <4+2%xa+2 *3max(ani(t1),ani(t2))

Asf nos vamos acercando a ani(f(t1,t2)) que es lo que queremos. Ahora, 4 + a = 8 (recuerda que a =
4). Esto quiere decir que 4 + q < 3mes(ani(t).ani(tz))

|f(t17t2)| < 4+2*3max(ani(t1)mmi(tz)) < a+3maw(ani(t1),ani(t2))+2*3maaj(ani(t1)7ani(t2)) _ a+3*3max(ani(t1)7ani(t2))
Y esto convenientemente es:

If(t1;t2)| <a+3x* 3maz(ani(t1),am(t2)) —a+ 31+max(ani(t1),ani(t2)) —a+ 3f(t1,t2) — h(f(tl,tg))
Es decir, nuestro h = 4 + 3™ funciona.
P2. Recuerde que el dominio constructible de las expresiones aritméticas & se define por:

e Si k es natural, entonces k es una expresion.

Si F7 y FEy son expresiones, entonces E7 + Fo es una expresion.

Si F1 y E, son expresiones, entonces E; % Ey es una expresion.

Si E es una expresién, entonces (F) es una expresion.

a) Defina inductivamente en la construccién de &y el operador #,, : Ev — IN que cuenta la cantidad de
operadores aritméticos (+ y *) de una expresion.

Solucién:
Sea k natural, entonces k es una expresién, luego la cantidad de operadores de k es #,,(k) = 0.
Hipétesis inductiva: Eq tiene #,,(E1) operaciones y Es con #,,(E>) operaciones.

Veamos que Ey + E; es una expresion y #o,(E1 + E2) = #op(E1) + #op(E2) + 1 que es la cantidad de
operadores por hipétesis y el nuevo operador entre las expresiones.

Anélogamente E4 * E es una expresion y #.,(E1 * E2) = #op(E1) + #op(E2) + 1 que es la cantidad de
operadores por hipdtesis y el nuevo operador entre las expresiones.

Finalmente #,,((E1)) = #op(E1) por lo que se suma a los operadores que contiene E;.

b) Defina inductivamente en la construccién de /mathcal Ex el operador #,.m : En — IN que cuenta la
cantidad de naturales que aparecen en una expresion.
Solucién:
Sea k natural, entonces k es una expresion, luego la cantidad de naturales que aparecen en la expresién
es uno, k. Luego #num(k) = 1.
Definamos por medio de induccion fuerte a E. Sea E formado por dos expresiones y un operador E; + F»
por hipétesis inductiva esto es #pum (E1) + #num(F2) que es la cantidad de naturales que aparecen
en cada expresion, y como el operador no cambia esta cantidad entonces la suma de naturales de am-
bas expresiones entrega el valor total de naturales #,,,,,m,(F). Andlogamente para E; x E5 por hipétesis
Hnum (E1) + #num (E2) es el valor total de naturales en E. Por dltimo, sea E expresién con #pum(EF)
naturales, entonces (E) posee la misma cantidad de naturales.



¢) Demuestre por induccién en la construccién de En que para toda expresion F € &y se cumple:

P3.

#op(E) = #num(E) -1

Solucion:

Caso base: Sea k natural, entonces k es expresién, sigue que #.p(k) = 0y #num(k) = 1 por la definicién
anterior, luego se tiene que #op(k) = #num (k) — 1.

Caso inductivo: Sea E; y E» expresiones tales que #op(E1) = #pum(E1) — 1y #op(E2) = #Fnum(E2) — 1
luego:

- #op(El +E2) = #op(El) +#op(E2) +1= #num(El) -1 +#num(E2) —141= #num(El) +#num(E2) -1
#num(El + E2) —1- #op(El * EZ) = #op(El) + #op(EQ) + 1= #num(El) -1 + #num(E2) - + 1

#num(El) + #num(EQ) -1= #num(El * EQ) —-1- #op((El)) = #op(El) = #num(El) -1= #num((El ) -

—

Un grafo G es una tupla (V, E), donde V es un conjunto de nodos y E C VaV es un conjunto de arcos.
Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € E se tiene que (b,a) € E. Un grafo no dirigido G = (V, E)
es 3-coloreable si existe una asignacién de colores para los nodos tal que nodos adyacentes reciben colores
distintos. Formalmente, G es 3-coloreable si existe una funcién f : V. — {blanco,azul,rojo} tal que para
cada (a,b) € FE se tiene que f(a) = f(b). Demuestre que el problema de 3-coloracién puede ser reducido al
problema de satisfacibilidad. Vale decir, encuentre un algoritmo que dado un grafo G construye una oracién
proposicional ®(G) tal que G es 3-coloreable si y sélo si ®(G) es satisfacible. Estime el nimero de pasos que
realiza su algoritmo cuando el grafo G tiene n nodos y m arcos.

Solucién:

Tenemos que escribir férmulas para varias condiciones distinas. Primero vale la pena definir ciertas relaciones,
B, A, R son relaciones unarias que indican los colores de los nodos, por ejemplo R(a) <=> f(a) = rojo.

Comenzaremos con una formula que nos indique que a cada nodo le podemos asignar solamente un color:

0= /\ Rla)V B(a)V Afa)
acV

Esta formula tiene el largo de 3 veces la cantidad de nodos, es decir 3 % |[V|.Luego debemos definir la férmula
que nos indica que a cada nodo se le asigna maximo un color:

1 = /\ (B(a) = —A(a) A —R(a)) A (R(a) = —B(a) A =A(a)) A (A(a) = —B(a) A —~R(a))
acV

Esta férmula tiene 9 proposiciones por cada nodo, osea que estimaremos que tiene largo ¢|V| con ¢ una
constante.

Sabemos que dos nodos estan conectados por una arista si (a,b) € F, por lo tanto definiremos la relacién R
€como:

aRb < (a,b) eV
Ahora tenemos lo que nesesitamos para decir que 2 nodos adjacentes tienen colores distintos.
p2=/\ /\ aRb= (R(a) = —R(b)) A (= (A(a) = —A(b)) A (= (B(a) = ~B(b))
a€V b#a

Esta formula dice exactamente eso, si dos nodos estdn conectados tienen colores distintos. Esta formula es
cuadréatica sobre el nimero de nodos (tiene la y-atorias anilladas) asi que podemos estimar su tamafio por
C1|V 2.



Con esto hemos construido 3 formulas que al anillarlas tienen largo aproximadamente C1|V|? + C3|V| con
Cy =c+3.

Ahora debemos convencernos de que esta férmula es satisfacible si y solo si G es 3-coloreable.

Esta es la parte méas compleja de la pregunta, aqui es donde hay que entender la légica de forma maés
profunda. Nuestra formula ® esta compuesta por relaciones unarias, estas relaciones unarias son nuestras

variables proposicionales, ya que si tomamos una funcion f : V — colores va a asignarle valores de verdad a
cada R(a), A(a), B(a), es decir que con f y nuestras relaciones construimos nuestro o.

o(R(a)) =1< f(a) =rojo

Es decir que si encontramos una valuaciéon encontramos una coloracién y vice versa. Es decir que los problemas
son equivalentes. Ademés la construccién de esta formula la podemos estimar por C1|V|? + Cs|V| es decir que
la construccién de la férmula no es especialmente lenta.



