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. Dado oraciones «, 8 de la ldgica proposicional, demuestre que o = Sy 8 | «a si y sélo si

E (<> B) (es decir, a = By B = asiysélosi (o< §) es una tautologia).

. Dado conjunto de oraciones X de la légica proposicional, ademés de oraciones a y 5, demuestre

que ¥ = a — fsiysolosi ZU{a} = 5.

. Dado conjunto de oraciones X de la l6gica proposicional, ademds de oraciones a y 5, demuestre

que si a es una tautologfa, entonces X U {a} = 3 siy sélosi ¥ = .

. Dado conjunto de oraciones > de la légica proposicional, ademas de oraciones ¢, ¥ y 0,

demuestre que si ¢ — 1) es una tautologia, entonces ¥ U {¢, 1} =0 si y sélo si XU {p} = 0.

. Dado conjunto de oraciones ¥ de la légica proposicional, ademéas de oraciones « y 5 tal que

a 'y X U{B} no tienen variables proposicionales en comun. ;Es cierto que ¥ = 3 si y sélo si

SuU{a} & B?

. Sea ¥ un conjunto de oraciones en la légica proposicional y «, 8 oraciones cualesquiera. ;jEs

cierto que si ¥ = a V 3 entonces ¥ =« 0 ¥ | 47 Fundamente su respuesta.

Sea X un conjunto finito de oraciones en la légica proposicional y o una oraciéon cualquiera.
Demuestre que existe una oracién 6 tal que X = « si y solo si = 6.

. Sean py, ..., p, variables proposicionales distintas, n > 1. Demuestre que la férmula

(- ((p1 <> p2) &> p3) <> -+ < py)

es cierta en una fila f de la tabla de verdad si y solo si el nimero de p;’s, 1 < i < n, a los
cuales f le asigna el valor O es par.

. Sea p una variable proposicional. Para oraciones proposicionales «, 5 defina recursivamente

la oracion obtenida desde o reemplazando p por [3, denotado por a[f3/p], como sigue:

« sl «a es proposicién atémica y a # p
= a[8/p] = :
8 sia=p

= (1 Va)[B/p] = aa[B/p]V a2[B/p]
= (ma)[B/p] = —alB/p]

Demuestre que si o y aip son equivalentes entonces para todo oracién f se tiene que Slaq/p]
y Blag/p] también son equivalentes.

Defina recursivamente el dual de una oracién proposicional ¢, denotado por ¢*, como sigue:
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» p*=-p,sip€P;
(aV B)* =a* A B
s (aNp) =a*VpY
(

—a)* = —a.

Demuestre que para toda oracién proposicional ¢ se tiene que ¢* es equivalente a —¢.

Sea @ el conectivo 1égico binario definido como sigue: El valor de verdad de a ® S es 1 siy
sélo si el valor de verdad de « es distinto del valor de verdad de 3.

. Es el conjunto {®, «»} de conectivos 1égicos funcionalmente completo?

El conectivo l6gico NOR es definido de la siguiente forma:

p g pNORg
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Demuestre que el conectivo NOR basta para expresar todas las oraciones proposicionales.

Formalmente, demuestre que para cada oraciéon proposicional a que utiliza los conectivos
{—, V, A} es posible encontrar una oracién proposicional a*, que sélo utiliza el conectivo NOR,
y tal que o = o*.

El conectivo ternario MAYORIA es definido de la siguiente forma:

MAYORIA(p, q,7) |

—_ === O OO Ol
— = O O = O O
_— O = O = O = O3
— R RO, OOOO

Demuestre que el conectivo MAYORIA por si solo no puede expresar todas las oraciones propo-
sicionales que utilizan las variables proposicionales p, g, r.

(Es {—,MAYORIA} funcionalmente completo?
El conectivo unario L es definido de la siguiente forma:

(p_1p]

0 0
1 0
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Este conectivo usualmente se denota sin la letra proposicional porque su valor de verdad es
siempre 0 (por ejemplo, denotamos p A (Lg) como p A L).

Demuestre que con los conectivos {—,MAYORIA, L} es posible expresar todas las oraciones
proposicionales (es decir, todas las oraciones que pueden ser escritas con los conectivos usuales

{_'7 v, /\})
Disenie un circuito digital que tome como entrada dos nimeros binarios apa,_1---aiag y
bnbp—1---b1bg, n > 0, y compute como salida un nimero binario c,c,—1---c1co tal que
CnCn—1 -+ C1Cq €s la representacion binaria de u — v, donde:

= u es el entero cuya representacion binaria es apan,—1 - - aiag, y

= v es el entero cuya representacién binaria es b, b,_1 - - - b1bg.
Asuma para esto que u > v.

Disene un circuito digital que tome como entrada dos ntimeros binarios
anan-1---a160 Y bpbm-1---b1bo (n,m >0),

y compute como salida el niimero binario ¢p+mCprm—1-- - c1¢o tal que cppmCnim—1---Cc1Co €8
la representacion binaria de u - v, donde:

= u es el entero cuya representacion binaria es apan,—1---aiag, y

= v es el entero cuya representacién binaria es b,,b,,—1 - - - b1bo.
Sea P = {p,q,...} un conjunto de proposiciones y sea f una fila de la tabla de verdad

para las proposiciones en P. Defina ¥ como el conjunto de todas las oraciones de la légica
proposicional que utilizan proposiciones en P y cuyo valor de verdad es 1 en la fila f.

Demuestre que para cualquier conjunto ¥ de oraciones que utilizan proposiciones en P, si
Y C ¥y X es satisfacible, entonces Xy = 3.

Recuerde que un conjunto de formulas © en la légica proposicional es satisfacible si y solo si
existe una fila de la tabla de la verdad que hace verdadera a cada férmula 6 en ©.

Sea ¥ un conjunto de férmulas en la l6gica proposicional. Asuma que el conjunto de variables
proposicionales que son mencionadas en X es infinito (y, por tanto, ¥ es también infinito).

Decimos que X es finitamente satisfacible si y solo si todo subconjunto finito de 3 es satisfa-
cible.

Sea p una variable proposicional cualquiera. Demuestre que si 3 es finitamente satisfacible
entonces ¥ U {p} o ¥ U {—p} es finitamente satisfacible (note que es posible que ambos lo
sean).

La propiedad de compacidad de la légica proposicional establece lo siguiente:

Sea ¥ un conjunto infinito de oraciones (en la légica proposicional) sobre conjunto P de
variables proposicionales (note que P también puede ser infinito). Entonces ¥ es satisfa-
cible si y solo si todo subconjunto finito de 3 es satisfacible.
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Demuestre, utilizando la propiedad de compacidad de la légica proposicional, que lo siguiente
se cumple para cualquier conjunto infinito 3 de oraciones sobre P y oracién ¢ € L(P):

Y ¢ <= existe subconjunto finito 3y de ¥ tal que ¥¢ = ¢.

Una cldusula es una oracion de la logica proposicional de la forma ¢1 V- --V ¢,, donde cada ¢;
(1 <i < n)esun literal, es decir, una variable proposicional p o su negacién —p. Por ejemplo,
pV =gV r es una clausula.

Sea P un conjunto de variables proposicionales. Demuestre que toda oracién ¢ € L(P) es
equivalente a una conjuncién de cldusulas sobre P.

Un literal es una variable proposicional p o su negaciéon —p. Decimos que p es un literal positivo
y que —p es un literal negativo.

Una cldusula es una disyuncién de literales. Una cldusula es de Horn si y solo si contiene a
lo més un literal positivo. Una férmula es de Horn si y solo si es una conjuncion de cldusulas
de Horn.

Demuestre que existe una cldusula que no es equivalente a ninguna férmula de Horn.

Una cldusula es una férmula de la légica proposicional de la forma ¢; V ---V £,,, donde cada
4; es un literal, es decir, una proposiciéon p o su negacién —p. Por ejemplo, p V =¢ V r es una
clausula.

La regla de resolucion de la logica proposicional establece lo siguiente: Si C y Cs son clausulas
y p es una variable proposicional, entonces desde las clausulas (Cy V p) y (C2 V —p) es posible
deducir la cldusula C V Cy. Por ejemplo, desde las clausulas (pV —qV 1)y (—rV s) es posible
deducir la clausula p vV —q V s.

Demuestre que la regla de resolucién es correcta. Esto es, si C; y C2 son cldusulas y p es una
variable proposicional, entonces

{(Cl \/p)a (02 \ —'p)} ): Cy v (.

Un literal es una variable proposicional p o su negacién —p. Una cldusula es una disyuncion
de literales. Una oracién de la légica proposicional estd en CNF si es de la forma A, <i<n Yis
donde cada «; es una cldusula (1 <i < n).

Si £ es un literal, denotamos por £ el complemento de /; esto es, si £ es la variable proposicional
p entonces £ = —p, y si £ = —p entonces £ = p.

Sea ¢ = \;<;<,, @ oracién proposicional en CNF (es decir, los a; son clausulas) y £ un literal.
Sea I el conjunto de los indices i tal que 1 <4 < n y a; no menciona a £ (esto es, £ no es un
literal en la disyucién que forma la cldusula «;). Denote como ¢(¢) la férmula que se obtiene
de ¢' = \,;c; «; al borrar el literal ¢ de cada cldusula o; que menciona a /.

Demuestre que si ¢ es insatisfacible entonces ¢(¢) también lo es.

Sean ¢ y 1 férmulas de la légica proposicional, y suponga que V(¢) y V(¢) denotan el
conjunto de variables proposicionales mencionadas en ¢ y 1, respectivamente.
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Asuma que = ¢ — 9, i.e. ¢ — ¢ es tautologia. Demuestre que existe férmula 6 de la légica
proposicional que solo utiliza variables proposicionales en V(¢) NV (¢), tal que

FEo—0 y [E60—.
Explique detalladamente por qué # cumple esta propiedad.
Formalice el siguiente argumento en el calculo proposicional:

“Si Superman fuera capaz y deseara prevenir el mal, entonces lo harfa. Si Superman
fuera incapaz de prevenir el mal, entonces seria impotente, y si no deseara prevenir
el mal, entonces seria malévolo. Si Superman existe, no es ni impotente ni malévolo.
Superman no previene el mal. Entonces, Superman no existe.”

Demuestre que 'Superman no existe’ es consecuencia légica de esta formalizacion.

Defina un lenguaje proposicional que permita describir el estado de un semaforo en distintos
momentos 1, ...,k de tiempo. Con tal lenguaje exprese lo siguiente:

= En cada momento del tiempo el semaforo estd en un, y exactamente un, color.

= Si el color del semaforo cambia, entonces los Unicos cambios validos son de verde a
amarillo, de amarillo a rojo, y de rojo a verde.

= Kl semaforo puede permanecer en un color por a lo méas tres estados consecutivos de
tiempo.

Un grafo G es una tupla (N, A), donde N es un conjunto de nodos y A C N x N es un
conjunto de arcos. Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € A se tiene que (b,a) € A.

Un grafo no dirigido G = (N, A) es 3-coloreable si existe una asignacién de colores para los
nodos tal que nodos adyacentes reciben colores distintos. Formalmente, G es 3-coloreable si
existe una funcién f : N — {blanco, azul, rojo} tal que para cada (a,b) € A se tiene que
f(a) # f(b).

Demuestre que el problema de 3-coloracién puede ser reducido al problema de satisfacibilidad.
Vale decir, encuentre un algoritmo que dado un grafo G construye una oraciéon proposicional
pa tal que G es 3-coloreable si y sélo si g es satisfacible. Estime el nimero de pasos que
realiza su algoritmo cuando el grafo G tiene n nodos y m arcos.

Sea X = {x1,...,x3,} un conjunto de 3n elementos (n > 1) y A\ una funcién que asigna un
entero positivo a cada elemento x € X. Construya una férmula en la 16gica proposicional que
sea satisfacible si y solo si existen conjuntos 71, ..., Z, tales que:

a) Los Z;’s definen una particion de X; es decir, X = Jyc;<,, Zi y Z; N Zj = (), para cada
1<i1<j<n.
b) Para cada 1 < i < n se tiene que el conjunto Z; contiene exactamente tres elementos.

¢) Los elementos en cada conjunto Z; suman lo mismo. Formalmente, existe entero positivo
t tal que para cada 1 <14 < n se tiene que si Z; = {a, b, ¢} entonces A(a)+ A(b) +A(c) = t.
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El tamafio de su férmula debe ser a lo mas O(n®), para ¢ una constante positiva.

Hint: Utilice variables proposicionales p;ji, para 1 < i < j < k < 3n, que expresen (intuitiva-
mente) que Z; = {x;, xj, 1}, para algin 1 <1 <n.

Una oracién de la légica proposicional esta en CNF si es de la forma

N\ WV v,

1<i<n

dondem; >0 (1 <i<n)yparacadal <i<nyl<j<m,, lg es una variable proposicional
o su negacién. Decimos que el rango de esta oracion es (mq, ..., my,).

Un grafo G es una tupla (N, A), donde N es un conjunto de nodos y A C N x N es un
conjunto de arcos. Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € A se tiene que (b,a) € A.
El grafo G es simple si para todo a € N se tiene que (a,a) ¢ A. Por dltimo, G tiene un
clique de tamano k, para k > 0, si existen nodos distintos aq,...,a; en N tal que para cada
1<14,5 <k, (ai,aj) e A.

Demuestre que para toda oraciéon ¢ en CNF de rango (my,...,my,) es posible construir un
grafo simple y no dirigido G, tal que

= Gy tiene a lo més ), ;. m; nodos; y

= ¢ es satisfacible si y solo si G tiene un clique de tamano n.
Ademas, la construccién de G4 solo puede estar basada en la forma de ¢ (es decir, en su

sintaxis), y no en su semdantica (es decir, la construccién no puede estar basada en si ¢ es
satisfacible o no).

Sea P un conjunto de variables proposicionales.

= Un literal es una variable proposicional p en P o su negaciéon —p.
» Una cldusula es una disyuncién de literales. Por ejemplo, (p V ¢ V —r) es una cladsula.

» Una clatsula es semi-positiva si es de la forma (a) p 6 (b) (pV —g1 V —g2 V -+ V —gy,) 6
(¢) (mq1 Vg2 V-V —qp). Es decir, la cldusula es semi-positiva si a lo més uno de sus
literales no es de la forma —g para g € P.

Por ejemplo, (p V ¢V —r) no es una cldusula semi-positiva, pero (a) p, (b) (pV —r) y (¢)
—r si lo son.

Sea ¥ un conjunto de clausulas semi-positivas sobre un conjunto finito de variables propo-
sicionales P. Demuestre que si procedimiento CONSISTENCIA que se especifica abajo falla
entonces X es insatisfacible.
CONSISTENCIA
1. Loia = P; Lyew = 0
2. while Loy # Loig do
3. Lold = Lnew
4. if existe cldusula semi-positiva (=g V =ga2 V- -V 2¢q,) € X tal que {q1,...,q,} C Loq
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5. then el procedimiento falla y se detiene
6. else
7. if L es el conjunto de variables p € P tal que:
(i) existe clausula semi-positiva p en 3 tal que p & Log, 6
(ii) existe clausula semi-positiva (p V =q1 V —qa V -+ V —¢,) en X tal que
{a1,---5Gn} € Loa y p & Lola
8. then Lyow = Logq U L
Decimos que dos grafos G1 = (N1, A1) y G2 = (Na, A2) son isomorfos si existe una biyeccién
f: N1 — Ns tal que para todo a 'y b en A; se tiene que (a,b) € Ay siy sélosi (f(a), f(b)) € As.

Encuentre un algoritmo que dados dos grafos G; y G construye una oracién proposicional ¢
tal que G1 y G2 son isomorfos si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el niimero de pasos de su
algoritmo cuando Gy tiene n; nodos y my arcos, y G tiene no nodos y mo arcos.

Dada una matriz C' de 3 x 3 que contiene nimeros entre 0 y 3, decimos que C' es completable
si es que existe una manera de reemplazar los nimeros 0 por ntimeros entre 1 y 3 de tal forma
que la suma de cada fila y de cada columna es la misma. Por ejemplo, la siguiente matriz es
completable:

21010
01210
01013

puesto que podemos reemplazar los valores 0 por los siguientes valores:

2121
1

de manera tal que la suma de cada fila y de cada columna es 5. En cambio, la siguiente matriz
no es completable:

Dada una matriz C' de 3 x 3, construya una oracién ¢ en logica proposicional tal que C' es
completable si y s6lo si ¢ es satisfacible. En particular, ¢ tiene que ser construida de tal forma
que cada valuacién o que satisface a ¢ represente una forma de completar C.

El principio de los cajones establece que si n+1 objetos son distribuidos en n cajones, entonces
al menos habra un cajén con mas de un objeto.

Demuestre el principio para n = 2 usando célculo proposicional y la nocién de consecuencia
logica.
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Demuestre que las siguientes férmulas son equivalentes:
(1) Fz(A(z) — B(z)) (2) VzA(z) — JxB(x)

Demuestre que existe un dominio de discurso A y una interpretacion de la relacién binaria P
sobre A que satisface la siguiente férmula:

Va3yP(z,y) A VoVyVya(P(z,y1) A P(z,92) — y1 = y2) A
Vo VaoVy(P(z1,y) A P(z2,y) — 1 = x2) A ~VydzP(x,y).

L Es posible que A sea un conjunto finito?

Sea E(z,y) un predicado binario utilizado para representar la nocién de adyacencia en grafos.
En cada una de las siguientes preguntas escriba una oracién de la légica de primer orden que
represente la propiedad mencionada.

El grafo es un clique.
El grafo contiene un clique con 4 nodos.

El grafo tiene un ciclo con 4 nodos.

)
)
)
(d) Existen elementos en el grafo cuya distancia es 4.
) La distancia méxima entre dos nodos del grafo es 3.
)

El grafo contiene exactamente 6 nodos.

(a) Ve = —Jzp
(b) Jxp = V-
(c) Fz(pVy) = (Frp)V (Ery).
(d) Ve (V) = (Vo) V (Yzi).
(e) Jz(pAY) = (Frp)A(Ery).
(f) Vz(pAy) = (Yoo) A (Vo).

Demuestre que las siguientes oraciones de la 16gica de primer orden son equivalentes: Vo P(z)A
FzQ(z) y VzIy(P(z) A Q(y))-

Asuma que el dominio de discurso son los niimeros naturales, y que contamos con (a) un pre-
dicado binario < que es intepretado como el orden lineal estandar en N, y (b) dos predicados
ternarios - y + que definen a la multiplicacién y suma en N, respectivamente.

Exprese en 1égica de primer orden las siguientes propiedades de los nimeros naturales usando
solo los predicados mencionados en el parrafo anterior:

= Todo ntmero natural positivo es par o impar, pero no ambos.
= El sucesor de todo niimero par es impar.

= Existe un ntmero infinito de niimeros primos.
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» Para todo par (n,n’) de ntimeros naturales positivos, existe un tnico par (p,c) tal que
p>0,0<c<n—1lyn =pn+ec

Considere el dominio de discurso que contiene los primeros n nimeros naturales {1,...,n},
y asuma que S es la relacién binaria de sucesor sobre estos nimeros (es decir, S contiene los
pares (7,7 + 1), para 1 < j < mn).

Asuma que existen otras dos relaciones binarias R, y R}y sobre este dominio. Construya una
férmula de la 16gica de predicados que exprese que todas las siguientes condiciones se cumplen:

a) La unién de las relaciones R, y Ry corresponde a S.

b) La interseccion entre R, y Ry es vacia.

&) Ro={(j+1)|1<j<nyjesimpar}.
Hint: Exprese que el par (1,2) pertenece a R, y que si un par (i,7 4+ 1) pertenece a R,
(resp. Ry) entonces (i + 1,7 + 2) pertenece a Ry, (resp. Ry).

La féormula que usted construya solo puede utilizar los predicados S, R, y Rp.

. Es posible detectar con una féormula en la logica de predicados si n es par en el caso que
(1-3) se cumpla?

Sea z C y un predicado binario. Intuitivamente C representa la relaciéon de subconjunto; es
decir,  C y representa que x es un subconjunto de y.

Exprese en légica de primer orden las siguientes propiedades del predicado x C y:

= La relacién = C y es un orden parcial; i.e. es refleja, antisimétrica y transitiva.

» Existe un tinico elemento L que estd contenido en cualquier otro conjunto (i.e. el conjunto
vacio).

» Existe un dnico conjunto T que contiene a todo otro conjunto (es decir, el conjunto
universo).

» La unién de dos conjuntos siempre existe, y ademds es tnica (note que Uy = z si y
sélo si z es el “menor” conjunto con respecto al orden parcial C que contiene tanto a x
como a y).

» La interseccién de dos conjuntos siempre existe, y ademds es unica (note que x Ny = z
siy sOlo si z es el “mayor” conjunto con respecto al orden parcial C que esta contenida
tanto en z como en y).

= Todo conjunto tiene un complemento; es decir, para todo conjunto x existe un conjunto
TtalquezNzr=LyzUz=T.

Sea o el vocabulario que contiene una sola relacién ternaria B(-, -, ). Considere como dominio
D al conjunto de todos los puntos en R x R, y asuma que interpretamos a la relaciéon B
en D como estar entre medio; formalmente esto quiere decir que interpretamos a B como el
subconjunto de D x D x D que contiene todos aquellos triples (x,y, z) tales que y pertenece
a la recta que une x con z. Exprese lo siguiente en la légica de primer orden:

a) (1pto) Para todo punto z, el tinico punto que esta entre medio de x y x es & mismo.



b) (1pto) Existen tres puntos que no son colineales.
c¢) (2pts) Para cualquiera tres puntos no colineales z, y, z, cualquier punto u en el segmento
xy y cualquier punto v en el segmento yz, los segmentos zv y zu deben intersectarse.

d) (2pts) Asuma que nuestro vocabulario se extiende con una relacién C' de aridad cua-
tro que se interpreta en D como la congruencia; es decir, como todas aquellas tuplas
(z,y,w,z) € D x D x D x D tal que los segmentos zy y wz son del mismo largo.
Exprese lo siguiente: Sean x, y, z puntos en D. Entonces z, y, z son colineales si existe un
par (u,v) de puntos distintos tal que tanto z como y como z son equidistantes de u y v.

44. Una férmula de la légica de predicados esta en forma normalsi es de la forma Q1x1Q222 . . . QmTmy,
donde cada @; es un cuantificador V o 3 (1 <i < m) y ¢ es una férmula sin cuantificacion.
Por ejemplo, Va3yP(x,y) estd en forma normal, pero Yz P(z) A JyR(y) no lo esta.

Sean ¢, # férmulas en forma normal. Demuestre que existe « en forma normal tal que o = ¢AH.
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