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ME 3301 - Mecanica de Fluidos
Pauta Auxiliar 7: Ecuaciones de Navier-Stokes,

Adimensionalizacién y Similitud, y Capa Limite

Problema 1

a)

Se tiene un problema en coordenadas cartesianas, en este caso inclinadas segun muestra la figura del
problema. Aqui se debe tener cuidado en considerar que existen dos fluidos y por tanto las condiciones
de borde y propiedades del material cambian en cada caso. Por esto, en primera instancia se plantearan
las ecuaciones de forma general, pero después se hara la distincién adecuadamente, esto se ird explicando
de mejor manera a lo largo de la pauta.

Las ecuaciones de Navier-Stokes completas para un flujo incompresible bidimensional son:

% + % - O 2 2

PGy +udt + 03 = 52 + pg, + (5% + 54)

p(G; +uds +v8) = —58 + pgy + (G + 52)
En primera instancia se asume que v = 0 en todo el flujo, o sea solo avanza en la direccién del plano
inclinado, lo cual es razonable si es suficientemente largo y considerando un estado ya establecido. De
la ecuacién de continuidad entonces queda que % = 0, lo que se cumple solo si u = u(y). Con esto y
recordando que se encuentra en estado estacionario, y ademés considerando que el plano inclinado al ser
muy largo no cambia sus propiedades y variables en la direccién x, o sea 8% << %. Recordar que la
gravedad se debe descomponer, en este caso g, = gsin(a) y g, = —gcos(a). Y por tdltimo, cuando se
trata de canales abiertos la fuerza que impulsa el movimiento del flujo no se trata de un gradiente de
presion, sino de la gravedad misma, distintos seria el caso de una tuberia cerrada e inclinada donde ambas
componentes deberian ser tomadas en cuenta. Con todo esto, las ecuaciones se simplifican a:

. 2

0= pgsin(a) + pgs
0

0= —35 — pgcos(a)

Ahora se estudiardn las condiciones de borde, recordando que se trata de dos fluidos, y como son ecua-
ciones de segundo orden para u y de primer orden para p, se necesitan 3 condiciones de borde por fluido,
o sea 6 en total. Primero las condiciones para la presion, donde se considera que en la superficie superior
de 2, la que esta en contacto con el aire, posee una presién igual a la atmosférica. Por su parte, en la
interfaz la presién considerando el campo de presién del fluido 1 y del fluido 2 debe ser la misma. Esto
se traduce en lo siguiente, llamando p; a la presién en el fluido 1 y po en el fluido 2:

p2(y = H) = Patm
pi(y = h1) = pa(u = h1)

Por otro lado, para el campo de velocidad se tiene que en la superficie superior de 2 el esfuerzo de corte es
casi nulo, pensando en que la viscosidad dindmica del aire es mas baja que la del agua y que el gradiente
de velocidad en la direccién vertical y es mucho menor que el existente dentro del fluido. Ademés en la
interfaz debe existir continuidad del campo de velocidad, y debe existir continuidad del esfuerzo de corte
considerando que de no ser asi habria una fuerza no nula sobre un elemento infinitesimal provocando una
aceleracién muy grande, lo cual no tendria sentido fisico. Y, por dltimo, se debe cumplir la condicién de
no deslizamiento sobre la superficie de 1 en contacto con el plano inclinado. Todo esto se traduce en lo
siguiente llamando u; a la velocidad en el fluido 1 y ug en 2:

Oug =0
H275, y=H
ui(y = h1) = ua(y = h1)
duy — 4, Ou2
ST PR T
u(y=0)=0
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c) Para encontrar el campo de presién se parte con la siguiente ecuacién:

0= —32 — pgcos(a)
2 = —png( )
p= —pgyCOS( )+ A

Considerando que son dos fluidos distintos lo tinico que cambia es la densidad y la constante a calcular
para cada caso, como sigue:

p2 = —pagycos(a) + A — pa(y = H) = Putm, — Parm = —p2gHcos(a) + A — A = Paym + pagHcos(a)
b2 = Patm + 029005(04)(H - y)
De forma similar, encontramos p; como sigue:

p1 = —pigycos(a) + B — p1(y = h1) = Pam + pagcos(a)ha = pa(y = h1) = B = Py, + p2gcos(a)ha + prghicos(o)

D1 = Patm + paghocos(a) + prgeos(a)(hy — y)

d) Siguiendo ahora con el campo de velocidad, partiendo de la ecuacién general lo escribiremos como un
polinomio para el fuido 1 y 2, y se planteardn las condiciones de borde adecuadamente:

g%?: %n(a)_”ﬁ(y)z M+cy+p
w(y) = _% +Cy+D — 5 aul = —pigsin(a)y + i C
uz(y) = _% +Ey+F — p2% au2 = —pagsin(a)y + po £
Primero imponiendo:
po G2 vy =0
—pagsin(a)H + o B = 0 — B = p20sin(@)ll

H2
Luego, se actualiza el valor de us:

up(y) = — PzgS;’Z(za)y _|_ng81:2(0¢)}1

Ahora se impone:

y+ F = pe%2 = —pagsin(a)y + pagsin(a)H

ur(y = ) =0
u(y=0=D—-D=0
Se actualiza el valor de wuq:
cin(a)u? .
u(y) = —W +Cy— Ml%j = —p1gsin(a)y + pC
Se impone:
ou _ ou
K1 ,9y1 = = M2 3y2 he

y=
—prgsin(@)hy + 1 C = —pagsin(a)hy + pagsin(a)H — C = gsin(a)(pihi+paha)

M1
Se actualiza el valor de u;:
up (y) = Plgséz(la)y + gﬁm(a)(ﬂ;lhﬁpzhz)
Por dltimo se impone la continuidad en la interfaz:
ur(y = h1) = ua(y = h1)
plgszn(a)h gsin(a)(p1hi+p2h2) _ pagsin(a)h? pagsin(a)H
o L 4 T hi=— s L+ 1 hi+F
F= plgszn(a) L gszn(a)(p1h1+p2h2)h + p2gsin(a)h? pggsm(a)Hh
2p1 251 2p2 M2
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Por tanto, el campo de velocidad es:

i 2 sin hi+p2h
_ pigsin(a)y + gsin(a)(p1hi+p2 2)y

1= 2p1 H1
_ _ p2gsin(@)y® | pagsin(a)H __pigsin(@)hi | gsin(a)(p1hitpahs) p2gsin(a)h _ pagsin(a)H
Uz = 2p2 + 2 y+ 2p1 + “1 hi + 2p2 K2 ha

Se debe encontrar el maximo en cada fluido para ello se deriva simplemente cada campo de velocidad y
se iguala a cero:

Qui _ _ pigsin(a)y + gsin(a)(p1hi+paha)
oy 1 H1

duy _ _ p2gsin(a)y + p2gsin(a) H

oy M2 M2

De la primera ecuaci tiene que:

_pigsin(@)y | gsin(a)(prhitpaha) _ _ P2
I + Hl —0—>y—h1+p1h2>h1

Por tanto se encuentra fuera del dominio del campo de velocidad 1, ase no existe fisicamente. Ahora en
la segunda ecuacion se ve claramente, recordando las condiciones de borde que se impusieron, que y=H
es el maximo para este campo de velocidad, o sea la maxima velocidad de todo el flujo se encuentra justo
en la interfaz en contacto con el aire.

Problema 2

a)

La ecuacién de continuidad nos indica que:

ou, 1 Oug Qu, __
or + r 00 + 0z =0

Considerando que la componente radial es nula, dado que el fluido sigue el movimiento del eje interior, y
que la componente axial es nula igualmente, considerando el mismo argumento, se tiene que:

OQug __
20

Pero, se asume que el flujo a lo largo del eje z es idéntico, pensando en un eje muy largo, por tanto la
componente de velocidad no depende de z. Si se considera un flujo en forma cilindrica entonces solo existe
una componente, la tangencial, y solo depende de 7. Si se considerara en aproximacién como un flujo entre
placas infinitas la inica componente seria la componente en x, se puede hacer el mismo procedimiento con
la ecuaci continuidad pero ahora en cartesianas o argumentarlo por simple analogia de las componentes.

0 — ug = ug(r,2)

La componente relevante entonces, siguiendo al andlisis de la parte (a), seria la horizontal, o sea u(y).
Las ecuacién de moméntum en z (la componente en y no es relevante porque no lidiaremos con presiones
dado que el flujo no es axial, de ser radial un grandiente de presion serificil de establecer y en forma
tangencial en este caso no existe y se elimina por simetrfa axisimétrica) sera:

du ou duy _ _9p *u | 9%u
p(Gt +ug; +U8y) = =52 + pge + p( 55 + 8y2)

Como ya se dijo la presién no es relevante en este problema, tampoco lo sera la gravedad, pero estas dos
si serian relevantes si el flujo fuese axial pensando en un tuberia anular inclinada y cerrada. El flujo es
estacionario e incompresible. Con estas consideraciones la ecuacién queda:

Pu = Ay + B

Oy? Y
En cilindricas las ecuaciones tienen una forma mucho més complicada y para cada componente (radial,
tangencial y axial) las expresiones no son equivalentes o intercambiables, asi que deben llevarlas anotadas

por completo cada una en detalle (revisar Munson capitulo 6, flujo viscoso). La ecuacién de moméntum
tangencial queda:

ou ou ug Ou UrU ou _ 1 0p 10 ou uj 1 8%u 2 Ou, 8%u
p(G¢ +urgt + 5250 + 4 FuF) = =255 + g0 + (5 5 (rFE) — B+ 25 T 25 T %)

T

Usando los mismo argumentos que en la parte (b), la ecuacién se simplifica a:
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F) 2
0= a0 -~

Al desarrollar esta ecuacién y multiplicando todo por 72 queda:

232u9 Oug _ _
TS rgt —ug = 0

Para resolver esto se supone una solucién del tipo u = ¥, y queda que esto se cumple cuando k = +1, o
sea u = % + Br.

d) Ahora para encontrar los perfiles se deben imponer adecuadamente las condiciones de borde. Para el caso
de la parte (b), se asumird que la posicién en y del borde que rota es en y = r; y que el borde superior
en reposo est y = r,. Con esto las condiciones de borde quedan asi:

uly =71;) =wri,u(ly=r,) =0
—u=-i(r, —y)

To—Ti

Para el caso en cilindricas las condiciones de borde son béasicamente idénticas:

u(r =r;) =wri,ulr =r,) =0

e) La idea es que para generar el movimiento del eje se debe vencer el roce viscoso que se genera entre el
fluido y el eje mismo, el roce viscoso se puede calcular a partir del perfil de velocidad que se desarrollo
en el fluido, lo cual acabamos de calcular, y este serd relevante en calcular la potencia total de entrada
que se requerird para ambos casos. Se hara primero el caso cartesiano:

reol0) = (B =
Se calcula el esfuerzo de corte generado sobre la superficie del eje, o sea en y = r;:

wTr;
Tw,cart = _Tl:,;i
Luego, el torque total que genera el roce viscoso es la integral de este valor sobre toda la superficie de

contacto, o sea:

f 7—w,ca'rtd‘A b= bTw,cart f dA = bTw,cartAeje

sup.eje

— HWT —
Tcart - = =Ty 27TriL — Tcart - =

To—Ti
El torque que debe generar el eje es idéntico en magnitud pero contrario en signo. b es el brazo de pa-
lanca que genera cada diferencial de fuerza sobre la superficie. Luego considerando el caso cilindrico queda:

QHUJLT?TI'

To—Ti

Tro(r) = M(TE(*Q +

Tro

—
<
S~—
Il
\

5
)
|

SN

_ 2pwr,
Tea = r2—r? r2—r

|
3
.
N
B
3
<
=~
|
|

.
o
.

f) La potencia, considerando el asunto del signo y que P = Tw, para cada caso queda:

2,u7'er2ri3
To—T;

ArpLw?r?r?

Pcil — o2 iTo

2 _ 2
To Ti

Pcart =

Notando que tienen términos comunes queda lo siguiente:

2 2
P, = P.art - —==

ToTi +ri2
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Si a este factor lo llamamos ¢ y dividimos arriba y abajo por 72, queda:
w()‘) = )\f/\z

Donde A = :—O de donde se debe notar que cuanto r; — 7,,% — 1, o sea, la potencia vista desde ambos
casos se asemeja para este caso limite. En conclusion si es razonable asumir la aproximacién de placas
planas infinitas cuando los radios son similares entre si, y que tan razonable es esto dependerd de la
precisiéon que se requiera en la solucién.

Problema 3

a)

Dado que la variable a cuantificar es el arrastre que genera el flujo sobre la esfera, que se encuentra en
una tuberia, se deben buscar las variables relevantes de este problema: algunas ya son mencionadas, como
loesd, Dy V, con eso ya van cuatro variables. Como el arrastre se genera por roce viscoso se necesi-
ta ademas la viscosidad del sistema como variable importante y. Y, por iltimo, se agrega la densidad
considerando que aun no sabemos si se trata de un nimero de Reynolds alto (en cuyo caso la densidad
es muy importante, ya que prevalecen los efectos inerciales) o de Reynolds bajo (creeping flow, donde la
viscosidad es sumamente importante). En general, se deben identificar 3 tipos de variables: geometria,
material y efectos externos. En geometria ya consideramos dos didmetros, si fuese necesario algo més irfa
bajo esta categoria, quizds es relevante el largo de la tuberia (esto solo serfa importante si fuese corto, ya
que si fuese largo no importa si es un poco mas largo o no ya que si la esfera se encuentra lejos de los
bordes el largo no tiene incidencia sobre la dindmica del flujo cerca de la esfera). Ademds, se considera el
material en si, en este caso solo se habla del fluido (densidad y viscosidad), pero también puede ser rele-
vante el material de la esfera (por ejemplo si fuese un tubo vertical y el peso juega un rol en la dindmica
del sistema) o la rugosidad de la tuberia. Sobre los efectos externos aqui se trata de entender que genera
este fenémeno sobre la esfera, en este caso simple solo se considera la velocidad bajo esta categoria, pero
podria haber un gradiente de presién, gravedad (aun cuando g es constante si fuera relevante se debe
considerar igualmente).

Es importante tener claros algunos nimeros adimensionales tipicos como Reynolds, Froude (relevante en
canales abiertos), Euler, entre otros (revisar Munson), ya que estos apareceran constantemente en este
tipo de problemas.

Ya definidas las variables queda la siguiente relacién entre estas:
Fp = ¢(‘/apvﬂad7D)
O sea, el drag es funcién de estas variables, donde ¢ es una funcién que se determina experimentalmente.
Lo que se busca es simplificar esta relaciéon reduciendo el nimero de términos relevantes. Para ello se
introducen los términos adimensionales, donde se debe seguir un procedimiento para encontrarlos ade-
cuadamente. En esta pauta se vera un procedimiento rdo (al menos un poco mdo) que la vista en clases,
revisar igualmente el procedimiento completo en el Munson o en su apunte de clases (o el de su compa).
Primero, para cada variable (las 6 variables) se escriben sus dimensiones:
Fp = MLT2
V=LT"!
d=1L
D=L
p=ML3
pw=ML'T!

Con esto se determina que se necesitan 3 dimensiones para representar a las variables M, L y T, y como
son 6 variables se tiene que habran 6-3=3 terminos adimensionales. Como son 3 términos adimensiona-
les se deben escoger 6-3 (total variables menos términos adimensionales) variables repetibles, que deben
ser lo mds simples posibles, independientes entre si (o sea una no puede ser la combinacién en dimen-
siones de las otras) y abarcar todas las dimensiones del problema (3 en este caso) por completo. Se
escogen p, V' y D (verifique que se cumplen las 3 condiciones recién mencionadas), y en base a estas
variables se deben adimensionalizar las 3 restantes. Se hara por inspeccién, aun cuando hay un procedi-
miento formal para realizar esto. Siempre que haya fuerza, para adimensionalizarla se debe dividir por
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)

pV2D?2, si es que se escogieron esas variables repetibles, y siempre que haya viscosidad se dividird por
pV D. Con esto ya se pueden adimensionalizar las 3 variables escogidas: d, p y Fp, y quedarian como sigue:

F
FD_>H1:pV'27DD2
d—>H2:%
,U,*)Hgiip‘gD

Aqui se debe tener cuidado de que nuestra variable principal, el arrastre, solo aparezca en un término
adimensional, y notar que el tercer término corresponde al inverso del numero de Reynolds, se puede
escoger cualquiera de ellos sin problemas, o sea puede escoger el término recién encontrado 1/Re o Re,
por conveniencia se escoge Re.

Ya establecido el problema de forma adimensional se nota que el modelo corresponde a los datos entre-
gados, dado que con ellos se estimara el valor del prototipo, el segundo caso que se requiere con nuevas
dimensiones. El fundamento de la similaridad entre modelo y prototipo se basa en plantear en primera
instancia la relaciimensional como sigue:
IT; = ¢ (I, I13)

Si el segundo y tercer término son idénticos para el modelo y el prototipo, o sea:

(d/D)modelo = (d/D)prototipm Remodelo = Reprototipo
Se puede decir que el primer término seréntico en ambos casos. Cuando no se puede establecer la igualdad
de todos los términos adimensionales, que son variables de la funcie dice que existe una distorsién entre el
modelo y el prototipo, y el primer término ya no sera idéntico en ambos casos, pero bajo ciertos supuestos,
que se explicaran maés adelante, se puede afirmar que son similares en un rango razonable.La primera
condicién, del segundo término establece similitud geométrica (si hubieran més términos directamente
relacionados con la geometria se deberia establecer la igualdad entre todos ellos para hablar de similitud
geométrica), y por su parte, la segunda condicién establece similitud dindmica (similarmente, si hubieran
mas términos como presiones y fuerzas de cuerpo, todos los términos adimensionales asociados a estos
deben cumplir la igualdad para hablar de este tipo de similitud).

Primero se identifican los valores ya dados como sigue, d,, = 2em, D,,, = 5em, V,,, = 2m/s, Fp ., = 0,15N,
D, =1my V, =6m/s, donde el subindice m representa los pardmetros relacionados con el modelo y p,
los con el prototipo. Al imponer similitud geométrica se tiene que:
dp = &~D), = 0,4m = 40cm

Lo cual es razonable, es factible fabricar una esfera de este tamaero se debe tener cuidado con valores muy
altos o muy bajos, por ejemplo si la respuesta hubiese sido 40 metros, seria razonable?, o si hubiese sido
40 micrémetros?, cuando se establece similitud pueden surgir valores como estos y se debe tener criterio
sobre si es razonable o no, pueden tomar de referencia un tunel de viento como el del laboratorio, en
cuanto a dimensiones, pensando en que debe ser algo accesible experimentalmente o comentar los valores
encontrados en base a su intuicién del problema.

Por su parte al establecer similitud dindmica, considerando que se trata del mismo material, se tiene:
VpDp =6>>0,1=V,D,,

O sea el Re del prototipo es 60 veces mayor al del modelo, por tanto no se puede establecer similitud

dindmica, pero en general para cuerpos sumergidos se puede considerar que el Re no es lo mas relevante,

considerando que existe un amplio rango en que el flujo es laminar y en todo este rango el comportamiento

es bastante similar, lo mismo para el flujo turbulento.

En base a lo comentado en (d) y (e), se vio que solo se puede imponer similitud geométrica y que es
razonable esperar que el coeficiente de arrastre del prototipo se asemeje al del modelo, dado que la simi-
litud dindmica permite ciertas diferencias entre los valores del nimero de Reynolds. Con esto se tiene que:

(5B )m = (5:5Be)p

Dy Ve 540N

FD,p:FD,sz vz
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Problema 4

Se realizard el desarrollo completo para el primer caso primero, con f(y) = sin(5%).Se tiene que el des-
plazamiento 6* se calcula a partir de:

5= 1—7dy_f(1——)dy—7o(1—sm( 1))y =6 — 2 = 0,366

Como aun no se conoce el espesor de capa limite se deja planteada esta expresiéon dado que en un mo-
mento lo encontraremos. Ahora a calcular el espesor de moméntum como sigue:

oo
O=[g1-¢ dy—fsm )(1 — sin(3L))dy = 2 — § = 10,1375
0
Luego se usa la ecuaciéon de moméntum mtegral Tw = pUQ% y queda:
Tw = P‘% = pU g5cos(5%) = U 55
y=0 y=0

98 = 10,1378
— U g5 = pU?0,13792 — 2w de = 6do
Se integra considerando que en x =00 =0y en = § = 6(x).
o5y = = 0(@) = 4,789, /FF

El procedimiento seguido es que a partir del perfil de velocidad (que debe cumplir u = 0 en la placa y
u="U en y = §) se calculan los espesores y se plantea la ecuacién diferencial para § con esto se pueden
sacar los espesores explicitamente en funcion de z. Notar que el nimero de Reynolds se escribe Re, = %,
asi que el espesor de capa limite se puede reescribir como sigue:

5 = 4,7892Re; */?

5% = 1,724xRe; */?

© = 0,656z Re; '/
Ahora se puede conocer el esfuerzo de corte en la pared en funcién de x, dado que en un principio § no
se conocia. Considerar que como varia a lo largo de la posicién no existe un solo valor que represente la
placa, salvo que se integre el esfuerzo local, si se conoce el largo total de placa por ejemplo. Se puede
calcular a partir del perfil de velocidad directamente o a través de la ecuacién de moméntum integral:

Tw = 0,328/)U2\/%
Luego, a partir de la friccién local, se define un coeficiente de friccién local, que viene a representar una
forma abreviada y ampliamente utilizada de representar el esfuerzo de corte generado sobre la placa, ya
que independiente del perfil escogido la dependencia de todas las variables escogidas serd similar, solo
cambiaran ciertas constantes, asi que son estas constantes las relevantes para poder comparar casos entre
si. El coeficiente de friccién local se define como sigue:

=157 =0 656,/Z = \O/gﬁ

Se reescribi6 en términos de Re, ya que usualmente esto resume de la forma mas compacta la forma ge-
neral de cy, dejando claro que es el numerador el que variard entre cada perfil de velocidad escogido,
recordar que independiente del perfil los resultados se asemejan bastante entre si. Finalmente, se define
el coeficiente de friccién global Cpys, como la integral del coeficiente local a lo largo de toda la placa de
largo L como sigue:

L
1 1,310
Cpy=1 [epdr = 5=

0
Este viene a resumir todo el anélisis realizado en el coeficiente que acompaa expresion para el drag gene-
rado sobre la placa por el fluido, o sea:
Fdrag = %CDprQA
Donde A es la seccién longitudinal al flujo, en este caso seria espesor de placa multiplicado por largo de
placa.



