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. Obtenga la densidad de la suma de dos variables inde-
pendientes con distribucién unif(0, 1).

. Sean X e Y las coordenadas de un punto escogido uni-
formemente al azar en el circulo de radio 1 centrado en
el origen. Obtenga la distribucién conjunta y las den-
sidades marginales de las coordenadas polares (R, ©)
del punto (X,Y). {Son independientes R y ©7

. Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta
dada por

1
Ixy(z,y) = JJTyQ’ z>1,y>1.

Se definen las variables aleatorias U = XY,V = X/Y.

a) Calcule la densidad conjunta de (U, V).
b) Encuentre las densidades marginales de U y V.

. Sea Uy, Us, ... una secuencia de variables unif(0, 1) in-
dependientes. Dado = € [0, 1] fijo, definimos la variable
aleatoria N(z) = min{n : Y, U; > z}, es decir, la
minima cantidad de variables U; que debemos sumar
para exceder z. Calcule m(z) = E(N(x)). Indicacion:
condicionando en Uy, encuentre una ecuacién diferen-
cial para m(z).

. Se lanza n veces de manera independiente una moneda
con probabilidad p de cara, donde p es el resultado de
la realizacién de otra variable aleatoria U con distribu-
cién unif(0, 1), independiente de los lanzamientos. Sea
X la cantidad de caras que se obtienen. Demuestre
que para todo i = 0,...,n se tiene que px (i) = %H
Indicacion: utilizando una propiedad conocida, calcule
P(X = i) condicionando en los posibles resultados de
U; utilice sin demostrar el hecho que
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. En una fiesta de afio nuevo a la que usted asiste, se
lanza al aire una gran cantidad de diminutos pape-
les blancos y rojos. Los papeles blancos provienen de
un contenedor esférico, y los papeles rojos de una ca-
ja cubica, de manera que el didmetro del contenedor
esférico es igual a la arista de la caja (ambos poseen
igual cantidad de papeles por cm?). Al llegar a su casa
usted se percata que adheridos a su ropa hay b papeles
blancos y r papeles rojos. Argumente por qué 6b/r es
una buena aproximaciéon de 7; explicite sus supuestos.
. Sea X1, X5,... una secuencia de variables i.i.d. y po-
sitivas, tal que A = Elog(X;) es finita. Pruebe que la
media geométrica de las primeras n variables, es de-
cir ([T, Xi)l/ " converge casi seguramente cuando
n — o0, y calcule su limite.

. Se sabe que el valor esperado del puntaje que obtiene
un alumno en el examen final de un ramo es de 75.

a) Dé una cota superior de la probabilidad que el
puntaje sea mayor que 85.

b) Suponga de aqui en adelante que se sabe que la
varianza es 25. ; Qué puede decirse sobre la proba-
bilidad de que el puntaje obtenido por el alumno
esté entre 65 y 857
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¢) ;Cuéntos alumnos tienen que dar el examen para
asegurar que, con probabilidad de al menos un
99 %, el promedio de notas esté entre 70 y 807
Obtenga un resultado sin utilizar el teorema cen-
tral del limite, y otro utilizdndolo.

Cincuenta niimeros se aproximan al entero mas cer-
cano y después se suman. Los errores de aproximacion
de cada uno se modelan como variables independientes
y uniformes en el intervalo (—1/2,1/2).

a) Encuentre una cota para la probabilidad de que
la suma resultante difiera de la suma exacta por
3 0 mas.

b) Usando el TCL, aproxime la probabilidad ante-
rior.

Se dispone de 40 baterias, cada una de las cuales puede
ser de tipo A o B con igual probabilidad e independien-
te del resto. La duracién media de una bateria tipo A
es de 50, con raiz de la varianza de 15, mientras que
para el tipo B la media es 30 y la raiz de la varianza
es 6.

a) Aproxime la probabilidad de que la duracién total
de las 40 baterias exceda 1700.

b) Suponiendo que se sabe que hay 20 baterias de
cada tipo, rehaga la parte anterior.

Sea X variable aleatoria binomial con pardmetros n y
p.

a) Seanp; = X/ny ps = (X+1)/(n+2) estimadores
de p. Calcule ECM(p1) y ECM(p2). {Para qué
valores de p es mejor Py de acuerdo al criterio del
error cuadratico medio?

b) Sea 62 = X(1 — X/n) un estimador de o2 =
var(X). Muestre que 62 es sesgado y modifiquelo

para obtener un estimador insesgado de o2.

El tiempo que transcurre entre cada llamada recibida
en una central de atencién telefénica sigue una dis-
tribucién exponencial de parametro A desconocido. Se
toma una m.a.s. Xq,..., X, de estos tiempos.

a) Obtenga estimadores para A usando el método de
los momentos y el método de méxima verosimili-
tud.

b) Muestre que estos estimadores convergen casi se-
guramente a A cuando el tamano de la muestra
crece indefinidamente.

Sea X1,...,X, una m.a.s. proveniente de una distri-
bucién con densidad dada por f(z) = ra" 1 1)(x),
donde r > 0 es un parametro desconocido. Encuen-
tre estimadores para r usando el método de maxima
verosimilitud y de los momentos.

Sea Xq,...,X, una m.a.s. con densidad comun dada
por f(x;0) = axa’19*a1[079] (), donde o > 0 es co-
nocido y 6 es desconocido. Obtenga estimadores para
0 con los métodos de maxima verosimilitud y de los
momentos. Verifique si dichos estimadores son inses-
gados; en caso que alguno no lo sea, modifiquelo para
obtener un estimador insesgado.

Sea Xi,...,X, una m.a.s. proveniente de una
Gamma(6, \), donde 6 > 1 es conocido.

a) Muestre que los estimadores de A del método de
los momentos y el de maxima verosimilitud coin-
ciden con A = 0/X.
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b) Concluya que A converge casi seguramente a \
cuando el tamano de la muestra crece indefinida-
mente.

¢) Muestre que la esperanza de A es Anf/(nf — 1)
y modifiquelo para obtener un estimador inses-
gado \. Suponiendo 6 > 2, calcule la varianza
de X y muestre que es un estimador consisten-
te. Indicacion: utilice el hecho que Y .-, X; tiene
distribucién Gamma(nf, \).

En base a una m.a.s., se desea encontrar un intervalo
de confianza al nivel 1 — a para la media p de una
variable N (i, 0?), con o2 conocido. Si se desea que el
largo del intervalo sea a lo mas L, jcudl es el tamafo
minimo de la muestra?

Usted toma una muestra de 64 mediciones indepen-
dientes de la luminosidad de una cierta estrella, obte-
niendo un promedio de 21, 5. Asumiendo datos norma-
les con media p, correspondiente a la luminosidad real,
y varianza o2 = 9, obtenga un intervalo de confianza
para p al nivel 95 %. ;Cuantas mediciones adicionales
se necesitan para reducir el largo del intervalo anterior
en un 20 %, manteniendo el nivel de confianza?

Se toma una muestra de 24 mediciones independientes
para la temperatura de fusién del plomo, obteniendo
un promedio de 336 y una varianza muestral insesga-
da de 441. Encuentre intervalos de confianza para la
media y y la varianza real o2 al nivel 95 %.

Los consumos mensuales de energia eléctrica en su ho-
gar durante la ultima temporada otono-invierno fue-
ron de 196, 198, 202, 206, 196 y 202, en unidades de
kWh. Asumiendo datos normales con ambos parame-
tros desconocidos, encuentre un intervalo de confianza
al nivel 90 % para el consumo medio de la temporada.

En un laboratorio usted genera 7 cultivos de una de-
terminada bacteria, cuyas biomasas resultaron ser

95,4 80 20 60 56 7,0 1,0.

Asumiendo que los datos conforman una m.a.s. pro-
veniente de una normal, obtenga un intervalo de con-
fianza para la varianza o2 al nivel 90 %.

Se observé que 10 de un total de 100 veces, el tiempo
de espera del bus fue mayor a 10 minutos. Entregue
un intervalo de confianza al nivel 90 % para la proba-
bilidad p de que un bus tarde mas de 10 minutos.

El tiempo de vida de un cierto microorganismo se mo-
dela como una variable normal con pardmetros p y
o2 desconocidos. En un laboratorio, usted toma una
muestra aleatoria simple con n = 16 realizaciones de
esta variable, y obtiene un promedio de 20,0 y un es-
timador insesgado de la varianza de 8,1.

a) Obtenga un intervalo de confianza para p al nivel
95 %.

b) Obtenga un intervalo de confianza para o2 al ni-
vel 95 %.

¢) Una compaiiera de laboratorio toma una muestra
de tamano m = 20, obteniendo el mismo prome-
dio de 20,0 y un estimador insesgado de la varian-
za de 10,0. Si esta muestra se consolida con la su-
ya (es decir, se trabaja con el total de n+m = 36
datos), jcudl es el nuevo intervalo de confianza
para £ al mismo nivel 95 %?

d) Un reciente estudio realizado por otro prestigioso
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laboratorio muestra que para todo efecto practi-
co, la varianza real del tiempo de vida del mi-
croorganismo puede asumirse igual a o2 = 9,0.
Usando la muestra consolidada (con n +m = 36
datos), jcudl es ahora el intervalo de confianza
para p al mismo nivel 95 %?

Como parte de un informe para un ramo de su univer-
sidad, usted realiza un pequefio estudio evaluando la
calidad de un cierto producto, para lo cual usted toma
una muestra de tamafio 13 y obtiene una desviacién
estdndar (es decir, la raiz del estimador insesgado de
la varianza) de 12,0.

a) Una de las caracteristicas méds importantes de la
variable en estudio es su variabilidad o2 (es decir,
la varianza). Encuentre un intervalo de confianza
para o2 al nivel 90 %.

b) Un compailero de clase realizé el mismo estudio
con el mismo tamafio de muestra y el mismo nivel
de confianza, obteniendo un intervalo cuyo lar-
go es 43,75 % menor que el obtenido por usted.
;Cudl es el valor de la desviacion estandar obte-
nida por su compaifiero?

¢) Al comparar las muestras, con su compaiflero se
dan cuenta que ambos obtuvieron el mismo pro-
medio. Para mejorar la calidad de los resultados,
ustedes deciden trabajar con el total de 26 datos
obtenidos en conjunto por ambos. Manteniendo
el nivel de confianza, jcudl es ahora el intervalo
para 02?7
Sea X wvariable aleatoria con densidad fx(z) =
%e_mz/(%)ﬂ[om)(ac), donde 6 > 0 es un pardmetro des-
conocido. Sea Xi,..., X, una m.a.s. con densidad co-
mun fx.

a) Obtenga 0, el estimador de méxima verosimilitud
de 6.

b) Muestre que X?/2 ~ exp(1/0).

¢) Mustre que 0 converge casi seguramente a 6 cuan-
do n — oco.

d) Muestre que el estadistico Z = (0 — 0)/(6/\/n)
posee distribucién aproximadamente normal es-
tandar.

e) Utilice el estadistico Z para encontrar un inter-
valo de confianza aproximado genérico para 6 al
nivel 1 — a. Para n = 49, a = 5% y suponiendo
que el valor observado de § es de 20,0, obtenga el
intervalo explicitamente.

Una marca de televisores afirma que 60 % del publico
prefiere dicha marca, pero usted cree que dicha afirma-
cién es exagerada. Para salir de la duda, usted accede
a los datos de venta de una multitienda, los cuales in-
dican que 324 de 600 clientes prefirieron la marca du-
rante el ultimo trimestre. Plantee las hipdtesis del test
correspondiente e indique su conclusién para o = 5 %.

Hay dos candidatos para las elecciones del centro de
alumnos de su facultad: A y B. Usted cree que el can-
didato A sacard més del 50 % de los votos validos. Pa-
ra verificarlo, usted planea realizar una encuesta a 144
personas (suponga que todas se inclinan por alguno de
los dos). Para a = 2,28 %, jcudl es la minima cantidad
de personas encuestadas que prefieren A de modo que
el test correspondiente concuerde con su afirmacién?



