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Control 1 - Célculo Avanzado y Aplicaciones

P1. Sea S el el hemisferio superior del casquete esférico centrado en (1,1,0) y de radio 2. Considere el campo vectorial
F(z,y,z) = 2xzi — 2zk.

1. [2 ptos.] Considere el campo vectorial
G(z,y,z) = yzi — xzj + yxk.

Compruebe que F =rotG.

2. [2 ptos.] Use G junto al teorema de Stokes para calcular el flujo del campo F a través de la superficie S orientada
segtn la normal exterior.

3. [2 ptos.] Usando el teorema de la divergencia, calcule el flujo del campo F a través de la superficie S orientada segin
la normal exterior.

P2. Sea Q C R3 el volumen de la Figura 1: el fondo es una region R del plano XY de borde C orientado en sentido
antihorario, y su parte superior tiene la misma forma, estd ubicado a una altura h y es paralelo al fondo, mientras que la
parte lateral es paralelo al eje Z.

1. |2 ptos.] Aplique el teorema de Stokes al campo vectorial

—

F(xuy) = (Fl(xvy)’FQ(xvy))

F, OF
/F1 dz + Fy dy:/ (82—81>dmdy,
c r\ Oz dy

que se conoce como teorema de Green.

sobre C' = OR y obtenga la relacion

2. [2 ptos.] Aplique el teorema de la divergencia al campo vectorial

—

G(z,y) = (Gi(z,y), Ga(z,y))

/ Gy dy — Gq d:lc:/ (8Gl+8G2> dxdy,
C R al’ ay

que se conoce como el teorema de la divergencia en 2 dimensiones.

sobre 2 y obtenga la relaciéon

3. |2 ptos.] Muestre que el teorema de Green y el teorema de la divergencia en 2 dimensiones son equivalentes.

x C

Figura 1: Regién 2



P3. Sea S la porcién de paraboloide de ecuacion z = p? — 1 (en coordenadas cilindricas) que esté delimitada por los planos
z=0y z=a, con a > 0. Considere el campo vectorial dado por

- 1, 22\ .
F(p,0,2) = —p +arctan | — | 0.
p p

1. [1.5 ptos.] Compruebe que la normal exterior estd dada por
. 2pp—k
n=—.
v/ 1+ 8p?
2. [1.5 ptos.] Calcule el flujo del campo F a través de S con la orientacion dada por la normal exterior, directamente de
la definicién de integral de flujo.
3. [1.5 ptos.] Considere el dominio delimitado por S y los planos z = 0 y z = a. ;Es posible aplicar el teorema de la

divergencia a F' en este dominio? Justifique su respuesta.

4. [1.5 ptos.] Utilice el teorema de la divergencia en un dominio adecuado para calcular el flujo de F a través del manto
del cilindro {z2 +y*=1,0 < z < a}.
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1. Calculando directamente

. vk )
rot G(Ia Y, Z) = az ay 8z = 2{Ei+ (_y + y)j+ (_Z - Z)k
Yz —xz yx
=221 — 2zk
= F(z,y,2)
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[2,0]

2.I'=05 = {(:C,y,z) ERY:(x—1)2+(y—1)2=4, z= 0}. El campo G es de clase C1, luego para usar el teorema de

Stokes basta orientar I' en el sentido antihorario.

Segun el teorema de Stokes:
/ﬁ-ﬁdA:/roté-ﬁdA:/é-dF
s s r

[0,8]
Parametrizacion de I': (0) = (2cosf + 1,2sin6 + 1,0) con 6 € [0,27). Se tiene 7'(0) = (—2sin6,2cosb,0) [0,7]
Finalmente
N 2
/G-df:/ ((2sm9+ 1)-0,(—2cosf + 1) -0, (2cosf + 1)(2sin 0 + 1)) : (— 2sin9,200s9,0) df
r 0
27
= / (O,O7 (2cosf +1)(2senf + 1)) ( - 2sin9,20056‘,0) de
0
2
= / 0 df = 0.
0
[0,5]

3. Para usar el teorema de Gauss necesitamos “cerrar” la superficie S, para ello consideremos T = D((l7 1,0),2) =
{(z,y,2) eR¥: (x —1)? + (y —1)> <4, 2 =0} (tb. puede ser definido cerrado, cambiando < por <). Sea Q2 la regién

solida encerrada por S U T, luego como F es de clase ct,

/divﬁdvz/ﬁ-ﬁdAJr/ﬁ-ﬁdA
Q S T

[0,8]
Como divF = divrot G = 0, luego
/ﬁ~ﬁdA:—/ﬁ~ﬁdA
s T
[0,2] La normal exterior a Q en T es i = —k. También se puede calcular parametrizando, cuidando que la orientacién
del borde de T sea en sentido horario para ser consistente con la direccién exterior a 2:
é(r,0) = (14 rcosf,1 —rsenf,0) r € [0,2), 8 €l0,2m),

&45(7", 0) = (cosf,—sin b, 0),

895(7“, 0) = (—rsenf, —rcosh,0),
lo que da ((’“)Tq_g X ('“)9(5) (r,0) = (0,0, —r). N.d.P. Basta decir 7 = —k. [0,3]



P2.

Luego
2 27
—/ﬁ-ﬁdA:—/ / (2(1 +rcos6),0,—2-0) - (0,0, —1) rdrdd = 0.
T 0 0

. Sea Fy(z,y,2) = (Fi(z,y), Fa(z,y),0). Se tiene que Fy : R? — R? y claramente la restriccion de Fy a R2 es F.

Parametrizacion de R: ¢(z,y) = (z,4,0) con (z,y) € R. Normal a R: # = k.
Segin Stokes

Ilz/rotﬁo-ﬁdA:/ﬁo-df'zlg
R C

B i Gk
Perorot Fo =| 0, 0Oy 0. —(QQ?—?)
F F, 0 o Y
Luego,
8F2 8F1
I = — - 1)dzd
/@_@dd

Por otro lado notemos que C no tiene componente en k pues C' C plano XY, luego dr = (dz, dy, 0)

Luego,

I, = / (Fl(xay)vFQ(Iay)vo) ' (d:l?,dy,())
C

c
. Segun el teorema de la divergencia:
I = / divGodV = | Go-ndA = I,
Q a0
donde Gy (z,vy, 2) = (G1(x,y), G2 (z,y),0).
Tenemos 5 06
dive — 1 2
Vo Ox + Oy
Entonces

11:/% 0G2 d:cdydz_/ /8G1 8G2 dzdydz _h/ 8G1+@d:cdy.
q Oz ox dy

Por otro lado 9Q = RU M UT donde M es el manto de 2 y T es la tapa superior. Tenemos que nig = —l% nr
luego

12:/ éo-ﬁdA:/éo~ﬁRdA+/éo~ﬁTdA+/ Go - rdA
o0 R T M

[0,2]

[0,2]

[0,6]

[0,2]

[0,3]
[0,3]

[0,4]

[0,4]

[0,3]

[0,1]
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/ C:;O : ﬁRdA = / (Gl(fb,y),Gg((E,y),O) : (0707 —1)d1’dy =0.
R R

0,1]
Una parametrizacion de T esta dada por ¢r (z,y) = (z,y,h) con (z,y) € R, luego

/ C_7;0 : ﬁTdA = / (Gl(fb,y),Gg((E,y),O) : (0707 1)d1’dy =0.
T R

[0,1]

Hallamos una parametrizacion del manto M. Consideremos una parametrizacion 5(t) de la curva C, con orientacion
antihoraria. Tenemos que §(t) es de la forma:

V(t) = (71 (t)a Y2 (t)7 0) ) te [a’7 b]7
luego .
¢M(tvz): (71(t)572(t)7z)7 te [aab]a RS [Ovh]v
parametriza el manto M. [0,2]

Para calcular la normal:

ath (tv Z) = (71 (t)7 ’Yé (t)7 0)
ang(tu Z) = (07 0, 1)
0 x 0:6(t,2) = (15(t), =71 (1), 0)

[0,2]
/ A
Luego n = M corresponde a la normal exterior de M. Asi
Y2 (t) + 753 (t)
| Gu-insaa - / / (G0 (1),72(8)), G (0 (1),72(0)),0) - ((8), ~4 (1),0) dez
b
| [ G010~ [ a0 i
= h,/ Gldy - GQdCC
c
0,2]
Como I; = I, tenemos
/a&+g§d@_l/@@—@m
c
y dividiendo la igualdad por h se tiene lo que buscdbamos. [0,1]

Sea F = (—Ga,G1), al aplicar el teorema de Green a F se obtiene el teorema de la divergencia en 2 dimensiones. [1,0]

Sea G = (Fy, —F}), al aplicar el teorema de la divergencia en 2 dimensiones se obtiene el teorema de Green. [1,0]

. Usamos coordenadas polares. Del enunciado tenemos que z = p? — 1, luego tenemos que una parametrizaciéon de S esta

dada por
#(p,0) = (pcos, psend, p* — 1),

confe0,2m)y p=+1+2¢€ (1, s/1+a)puesO<z<a [0,5]

La normal exterior se obtiene de normalizar el vector 2 30 X 6 " v de comprobar que la direccion es efectivamente exterior.
Calculando:

or or

2 = (—psenb, pcosh,0) o = (cosf,send, 2p)



Entonces, el producto cruz es

0 7 k 2p%cosf — 0 2p? cos cosf) 0
—psenf pcosh 0= 0— —2p?send = |2p%senf | =2p* [send | —p (0],
cos 6 senf 2p —psen®d — pcos? 6 —p 0 1
esto es,
or  or -
— X — = 2p%p — pk.
a0 “ap P r
[0,5]
Calculamos ahora la norma,
or  or
— X —|| =pv/1+8p?
00 Op
Luego, R
. 2pp—k
n=—.
V14 8p?
Observar que 7 - p > 0, lo que dice que 72 apunta en la direcciéon exterior. [0,5]
. Dado que el trio (ﬁ, é, /%) es ortogonal tenemos que F. p=ply F.k=o.
- 20F-p—F -k 2
n = =
V14 8p? V14 8p?
[0,5]
Entonces, por definicién,
. 27 Vi1ta a 6_,
//FﬁM:/ / F(p,0,2) 1|2 x 2| dpde
S 0 1 6 9dp
271 1+a )
= ——— p\/1+ 8p2dpdf
/0 /1 V14 8p?
271 Vi+ta
= / 2p dpdf
o J1
= 27a
[1,0]

[1.5 ptos.] No es posible dado que el campo F no es diferenciable cuando p = 0, es decir en todo el eje Z, y el dominio
descrito en esta pregunta contiene parte del eje Z. [1,5]

[1.5 ptos.] Para aplicar el teorema de la divergencia, necesitamos que el dominio no intersecte al eje Z. Para aprovechar
el calculo hecho en la parte 2, proponemos el siguiente dominio € delimitado por S, el cilindro C, y el anillo R = {1 <
22+ y? < 1+ a}, como es descrito por la siguiente figura:

Usar este u otro dominio similar [0,5]

Notar que §2 no interseca al eje Z, que 02 es la unién disjunta de S, C' y el anillo R que tampoco intersecan a 2. El
teorema de la divergencia entonces vale en ). Calculando en coordenadas cilindricas,

1(m&m+3%+ag):0

i) =-\"5, "0 o,

[0,2]

Usando el teorema de la divergencia:

//ﬁﬁM+//ﬁﬁM+//ﬁﬁM://&ﬂﬁW:&
S C R Q



[0,3]

La normal en R corresponde a i€, y es claro que F -k = 0. La normal exterior a Q en el manto cilindrico C' es 7 = —p,

[0,2]
//ﬁ-ﬁdA://ﬁ-ﬁdA:%m,
C S

por el calculo de la parte 2. [0,3]

luego



