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Pauta Auxiliar 8

Recuerdo:
Sean (X, |||l x) e (Y, ]]|ly-) dos espacios vectoria- » Definicién 4: Una funcién f: D C X — Y se
les normados. dice Lipschitz de constante K si Vzi,x9 €

D | f(z1) = f(z2)lx < K [|z1 — 22|y
= Definicién 1: Una funcién f: D C X — Y se

dice continua en xo € D si Ve > 0,36 > 0 = Propiedad 1: Si f es Lipschitz, entonces f es
tal que Yz € D : |z —mlly < § = uniformemente continua.
— <
I (z) = f(@o)lly <& = Definicién 5: Sea f: D C X — X. Diremos
= Definicién 2: Una funcién f: D C X — Y se que @ es punto fijo de f si f(zo) = o
dice continua si es continua en todo x € D. s Definicién 6: Una funcién se dice contrac-

tante si es Lipschitz de constante K € (0,1)
= Definicién 3: Una funcién f : D C X — Y

se dice uniformemente continua si Ve > » Teorema 1 (Punto fijo de Banach): Si X

0, 36 > 0 tal que Vzi,22 € D : ||z — 22|y < un espacio de Banach y f : X — X una funcién

6 = |If(z1) — f(z2)|| < e contractante, entonces f tiene un tnico punto
fijo.

P1. [Propiedades de las funciones continuas|
Sean (X, ||||x) e (Y,]-][y) dos espacios vectoriales normados y f : D C X — Y. Demuestre las siguientes
propiedades:

a) Si para todo conjunto abierto V' C Y existe un abierto U C X tal que f~'(V) = U N D, entonces f es
continua.

b) Si K C D es compacto y f es continua, entonces f(K) es un conjunto compacto. Use lo anterior para
concluir que si Y = R, entonces f alcanza su minimo y su maximo.

c) Si D es un conjunto compacto y f es continua, entonces f es uniformemente continua.
Solucién:
a) Dado z € D y € > 0, luego, la bola abierta B(f(z),e) serd un subconjunto abierto de X, asi, por hipétesis,
existirad un abierto U C X tal que f~Y(B(f(x),¢)) = U N D. Luego, x es un punto de U y al ser U abierto,
existe un ¢ > 0 tal que B(z,d) C U. Luego, f(B(z,0) N D) C f(UND) C B(f(x),e). Es decir, si y es tal que
|z — y|| <9, tendremos que ||f(x) — f(y)|| < e. Como esto es para todo z y para todo €, concluimos que f es
continua.
b) Queremos ver que f(K) es un conjunto compacto, para esto, basta ver que cualquier sucesién en f(K)
tiene subsucesién convergente. Para esto, sea {y;} una sucesién en f(K), para cada k, existe z; € C tal que
f(zx) = yr. Como C' es compacto, ademéds, existe una subsucesién x4y de z que converge a un limite z, pero
como f es continua, el limite de f(wy)) serd f(z). Luego, ysny = f(T4x)) es una subsucesién convergente de



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

yr v podemos concluir que f(K) es compacto.

¢) Lo haremos por contradiccién, supongamos que f no es uniformemente continua, entonces existe € > 0 y
para cada k € N, existird un par (zg, yx) tal que

ek — il < I 7@) — Fw)] > ¢

Luego, podemos tomar sucesiones xj e y; a partir de esos pares, como estas sucesiones estan contenidas en el
compacto D, ambas tienen al menos una subsucesion convergente. Luego, existe Zy,) — T € Yy(n) —> Y, COMO @ y

. . . .z . . 1
 son crecientes, se mantendra la desigualdad de la sucesion con las subsucesiones, es decir, ||Z¢(n) — Yp(n) H <=

Esto nos dice que el limite debe ser el mismo, luego, lim f (x¢(n)) = lim f (yw(n)), lo que contradice la segunda
desigualdad. Concluimos entonces que f es uniformemente continua.

P2. Sea f : R? — R la funcién definida por:

2,2 .
M (k) = 1 i (2,9) £ (0,0)

-1 si (z,y) = (0,0)

flz,y) =

a) Demuestre que f es una funcién continua.
b) Muestre que el conjunto A = {(z,y) € R? : 502%y%In(2? + y?) > 2% + y?} es un conjunto abierto en R?
c) Se define K = {(x,y) € R?: f(zx,y) > 0}. Muestre que K es no vacio y cerrado. Pruebe ademéds que f
alcanza su maximo en R?
Solucién:
a) Notemos que f es continua en R?{0,0} por &lgebra y composicién de funciones continuas, por lo que sélo
nos falta mostrar la continuidad en (0,0), para eso, notemos que si (z,y) # (0,0)

502292 ( 1 )
In =
1-2 + y2 1'2 + y2

Dodne para la segunda desigualdad se usé que 2|ab| < a? + b? para todo a,b € R, en la dltima igualdad se usé
un cambio a coordenadas polares.
Luego, sélo basta notar que

0<

502y In (x2 + y2)

22 + y? < 54£($2 + 3?)In (x2 + yQ) — %72111 (Tz)

2
In (r2 £
lim r“In (7’2) = lim (1 ) = lim LQ =0
r—0 r=0 = =0 =

r L'hop r

Asi, por teorema del Sandwich, concluimos que

3 50x2y2 1
lim In =0
(@y)—(0,0) 22 +y2 \ 22 + y?

Pero este es el limite de f + 1. Luego, ( l)irr%O 0 f(xz,y) = =1 = £(0,0), condluyéndose la continuidad de f en
$7y H b

(0,0) y por tanto, en todo R?

b) Como f es continua, preimagenes de conjuntos abiertos por f también seran abiertos, ésta sera la estrategia
que usaremos para demostrar que A es abierto. En efecto,
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502232
x e R?: In(z?+¢%) >1
= {(z,y) e ( 1y) }
r-y
= R? 1 —1
@) e R i () < 1)
502292 1

{

=@ y>€R2:x2+y21n<:c2+y2)_1<_2}
={(z,y) eR?: f(z,y) < -2}

={(z,y) eR*: f(z,y) € (—0,2)}
FH(=00,2))

Como (—00,2) es un conjunto abierto en R y f es continua, se concluye que A es un conjunto abierto.

1 1
c) Para ver que K es no vacio basta notar que <, > € K, en efecto,
) q aue | 75 75

11 50 %3 1 50
f(,)z 22|t |=-"In(1)=0

V2 V2 sty \gtz/ 4
Para ver que K es cerrado, basta notar que K = f~1([0, c0)), luego, como [0, 00) es cerrado en R y f es continua,
tenemos que K es cerrado.
Para ver que f alcanza su méximo, notemos que si & € K, entonces f(z) > f(z) Vo ¢ K (por la definicién de
K. Luego, sélo basta ver que f alcanza su maximo en K. Para esto, nos bastaria ver que K es compacto, como
K C R? (dim. finita) y es cerrado, sélo nos basta ver que es acotado para poder concluir. Para eso, veremos

que esta en una bola de norma |||,
En efecto, notemos que si 2% + y? > 1, es decir, ||(z,y)||, > 1 tenemos

502292 1 502292 5 o
flx,y) = 211(1( 2)—1:— 2+y2ln(1‘ +y)—1<0
N——

2 +y 2 +y x

Luego,sir > 1, K C B||,H2(0, r), como K era cerrado, concluimos que es compacto. Como ademés f es continua,
sabemos que alcanza su minimo en K y por lo ya mencionado, concluimos que f alcanza su maximo.

P3. El objetivo de este problema es demostrar que la Ecuacién Integral de Fredholm
b
— / k(s,t)x(t)dt = y(s) para s € [a, b]

posee una solucion z(-) € C([a, b],R), bajo las siguientes hipdtesis:
= Las funciones y : [a,b] = Ry k : [a,b] X [a,b] — R son continuas con la norma ||-|

= Se cumple la siguiente desigualdad

b
A;:nmx/|M&wut<1

a<s<b Jq
Ademés puede usar como conocido que (C([a,b],R),||-||,,) es un espacio de Banach.

Para demostrar esta propiedad, se le sugiere proceder de la siguiente manera:
a) Sea A : (C([a,b],R), |I|l) = (C([a,b],R), ||||) la aplicacion definida por:

/kst £yt + y(s)

3
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Note que la ecuacién integral de Fredholm equivale a que Ax = x, por lo tanto se busca un punto fijo para A.

i) Pruebe la existencia de tal punto fijo.
ii) Sea z¢ € C([a, b],R), demuestre que la sucesién A"xy converge al punto fijo de A en (C([a,b],R), ||-[|,)
b) Es claro que la solucién encontrada anteriormente depende de la funcién y. Sean yi,y2 € C([a,b],R) y
x1,x2 € C([a,b],R) las dos soluciones asociadas. Muestre que

|21 — 22l = [[Az1 — Azoll o < lly1 — v2ll + Al21 — 22|l

Deduzca de lo anterior que
1
lz1 =22l < 7 lly1 = w2l

Y que por lo tanto la soluciéon x del problema depende continuamente de la funcién y, es decir, la asignacion
y — x(y) que recibe la funcién y y entrega la solucién asociada a ella, es continua.

Solucién:

a) i) Es facil notar que Az € C([a,b],R) para todo x € C([a,b],R), luego, como vimos que este espacio con la
norma ||-||, es Banach, para demostrar la existencia de este punto fijo nos basta usar el teorema de punto fijo
de Banach. Veamos que A es contractante con esta norma.

|Az1 — Azl (/k £ (£)dt + y(- ) (/k Yo (£)dt + y(-) )H
= | / k(- ) (@1 (8) — o (1)) dt
b
- o /‘; k(s,t)(q:l(t)—q:g(t))dt‘
< s [ (s, 001 foa(8) = a0

b
< sup [ k(s )] o1 — 2ol dt
s€la,b] v a

= Az — @2l
Como A < 1, se tiene que el operador es contractante, luego, gracias al Teorema de Punto Fijo de Banach, se
tiene que A tiene un tnico punto fijo.

ii) Sea x¢ € C([a,b],R) un elemento cualquiera y sea z el punto fijo de A.

Notemos que ||A"zg — Z||, = [|[A(A" 1zg) — Az|| < A||A" g — Z| (se us6 que & = AZ por ser punto fijo).
Repitiendo el proceso anterior llegaremos a que |[A"zg — Z|| ., < A" ||zo — Z||, como |zg — Z|| , es fijoy A < 1,
se tiene que en el limite se va a tener A\™ — 0y por tanto, ||A"zg — Z||, — 0. Con esto se prueba la convergencia.

b) Notemos

|21 — 22|l = [|A121 — A2l

A
b
/k Dar (Ot +31() ) = | [ k(s Oza(0)dt + () R
a « Pero el primer término ya lo aco-

a ) (@ (t) — :vz(t))dtH + = w2l

(o]
tamos en la parte a) 1), luego, concluimos ||z1 — 2|, < Ajz1 — 22| — [ly1 — ¥2ll o
Como 0 < A < 1, podemos despejar y obtener

1
oy = 22ll < = lon = el

4
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Concluyéndose lo pedido.



