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Auxiliar 8

Recuerdo:

Sean (X, - [|x) e (Y,| - |ly) dos espacios vecto- » Definicién 4: Una funcién f: D C X — Y se
riales normados. dice Lipschitz de constante K si Vzi,x9 €

D |f(z1) = flz2)lx < Kl[z1 — 22fly
= Definicién 1: Una funcién f: D C X — Y se
dice continua en xg € D si Ve > 0,36 > 0 = Propiedad 1: Si f es Lipschitz, entonces f es
tal que Vo € D : |z —xllx < § = uniformemente continua.

[f(z) = f(@o)lly <€

= Definicién 2: Una funcién f: D C X — Y se
dice continua si es continua en todo x € D. » Definicién 6: Una funcién se dice contrac-
tante si es Lipschitz de constante K € (0,1)

= Definicién 5: Sea f : D C X — X. Diremos
que g es punto fijo de f si f(zg) = xo

= Definicién 3: Una funcién f : D C X — Y

se dice uniformemente continua si Ve > » Teorema 1 (Punto fijo de Banach): Si X

0, 30 > 0 tal que V1,29 € D : ||x1 — 22||x <
§ = [[f(z1) = f(z2)] <€

un espacio de Banach y f : X — X una funcién
contractante, entonces f tiene un tnico punto

fijo.

P1. [Propiedades de las funciones continuas]
Sean (X, | -||x) e (Y,]| - ||y) dos espacios vectoriales normados y f : D C X — Y. Demuestre las siguientes
propiedades:

a) Si para todo conjunto abierto V C Y existe un abierto U C X tal que f~1(V) = U N D, entonces f es
continua.

b) Si K C D es compacto y f es continua, entonces f(K) es un conjunto compacto. Use lo anterior para
concluir que si Y = R, entonces f alcanza su minimo y su maximo.

c) Si D es un conjunto compacto y f es continua, entonces f es uniformemente continua.

P2. Sea f: R? — R la funcién definida por:

2,2
fog) { (i) — 1 st (z,y) # (0,0)
a) Demuestre que f es una funcién continua.
b) Muestre que el conjunto A = {(z,y) € R? : 50x?y?In(z? + y?) > 22 + y?} es un conjunto abierto en R?
c) Se define K = {(z,y) € R?: f(x,y) > 0}. Muestre que K es no vacio y cerrado. Pruebe ademés que f
alcanza su maximo en R?
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P3. El objetivo de este problema es demostrar que la Ecuacién Integral de Fredholm

b
x(s) — / k(s,t)x(t)dt = y(s) para s € [a, b]
a
posee una solucién z(-) € C([a,b], R), bajo las siguientes hipdtesis:
» Las funciones y : [a,b] = R y k : [a,b] X [a,b] — R son continuas con la norma || - ||oo

= Se cumple la siguiente desigualdad

b
A= méx / |k(s,t)|dt <1

a<s<b

Ademas puede usar como conocido que (C([a,b],R), || - ||s) s un espacio de Banach.
Para demostrar esta propiedad, se le sugiere proceder de la siguiente manera:
a) Sea A: (C([a,b],R),| - |loc) = (C([a,b],R), || - ||s0) la aplicacién definida por:

b
(Az)(s) = / k(s, t)a()dt + y(s)

Note que la ecuacién integral de Fredholm equivale a que Ax = x, por lo tanto se busca un punto fijo para A.

i) Pruebe la existencia de tal punto fijo.
ii) Sea zg € C([a, b],R), demuestre que la sucesién A™x converge al punto fijo de A en (C([a,b],R), || ||c0)
b) Es claro que la solucién encontrada anteriormente depende de la funcién y. Sean y1,y2 € C([a,b],R) y
x1,x2 € C([a,b],R) las dos soluciones asociadas. Muestre que

21 — 22/lc = A1 — AZ2lloo < [[y1 — Y2llco + Allv1 — 22|00

Deduzca de lo anterior que

1
|21 — 22llec < ﬁ”yl — ¥2|loo

Y que por lo tanto la soluciéon x del problema depende continuamente de la funcién y, es decir, la asignacién
y — z(y) que recibe la funcién y y entrega la solucién asociada a ella, es continua.



