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Pauta Auxiliar 2
Definicién 1: Sea M un conjunto y d : M x M — R una funcién. Se dice que d es una métrica si satisface:
» d(z,y) >0, Vo,ye M
v d(z,y) =d(y,z), Yr,ye M
w d(z,y) =0 <= z=y, VYr,yec M
v d(z,y) <d(x,z) +d(z,y)

Si d es una métrica, al par (M, d) se le llama espacio métrico.

Definicién 2: Sea E un espacio vectorial y || - || : £ — R una funcién. Se dird que esta funcién es una
norma si cumple las siguientes propiedades.

v ||z]] =0 = z=0,VzeFE
= [Azll = Al fl=ll, VzeE, VAeR
v lz+yl <lz|| +lyll Vz,y € E (Desigualdad Triangular)

En este caso, denotaremos la distancia entre dos elementos z,y € E como d(z,y) = ||z — y|

Definicién 3: Dos normas || - |1 v || - ||2 definidas en un mismo e.v. E se dirdn equivalentes si existen
constantes ¢ y co tales que

e <ell -l -l <ell- 2
Definicién 4: Cuando E = R", denotaremos:

1
n

)
- Jlall, = (z\mp) donde p > 1

=1

ol = mix {fal}

P1. Sea (M, d) un espacio métrico, verifique que las siguientes también son métricas.

= a(z,y) = Vd(z,y)

d(z,y)
] 1'7 =
= y(z,y) = min{1,d(z,y)}
Solucién: En todas las funciones propuestas las tres primeras propiedades se tienen trivialmente dado que d
es métrica. Veamos la desigualdad triangular:

a(z,y) = Vd(z,y) < Vd(z,z) +d(z,y) < Vd(z,2) + /d(z,y) = a(z,2) + a(z,y)
Se concluye que «f-,-) es métrica. (Se us6 que Vr,y > 0,z +y < Vo + /y)
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Primero notemos que si a,b,¢c > 0y ¢ < a+ b, entonces c+ ca + cb < a + b+ ca + cb, luego,
c(14+a+b) < (1+c)(a+b) y esto implica que 1, < 1?—2—?(:' Usaremos esto con ¢ = d(z,y), a = d(z,2), b =d(z,y)
(Se tiene ¢ < a + b pues d es métrica)
Luego, B(z,y) = 1 < 17a7p + ﬁ <1t l%:b = B(z,z) + B(z,y). Se concluye que (-, ) es métrica.

Y(z,y) = min{l,d(x,y)} < min{l,d(z, z) + d(z,y)} < min{l,d(z, z)} + min{1,d(z,v)} = v(z,2) + (2, v)
Para la desigualdad con el minimo hay que ponerse en casos, si d(x,z) + d(z,y) < 1, se tiene igualdad. Y si
d(x,z)+d(z,y) > 1, es claro que la suma de los minimos puede valer {2,1+d(x, z), 1 +d(z,y),d(x, z) +d(z,y)},
todos los cuales son mayores que 1.

Se concluye que (-, -) es métrica.

P2. El objetivo de este problema es ver la equivalencia de las normas || - ||, en R", para esto, se le pide proceder
de la siguiente manera:

a) Demuestre el siguiente resultado conocido como Desigualdad de Hélder. Sean =,y € R™, p, g € [1, +o0]
tales que % + é = 1. Entonces,

> lzillyil < <Z Iwil”> <Z Iyilq> = [lzllpllyllg
=1 =1 =1

Hint: Puede usar que para todo a,b > 0, se tiene que ab < %ap + %bq

b) Pruebe que para || - ||, es una norma.
Propuesto: Pruebe que || - ||oo también es una norma.
c) Para p € [1, 00) fijo, pruebe que las normas || - ||, ¥ || - || Son equivalentes en R™.
d) Concluya que para todo pi,p2 € [1,00), las normas || - ||, ¥ || - ||p, son equivalentes en R"

e) Demuestre que para todo x € R" se tiene que limy, o ||2]|, = |||l
f) Considere ahora el e.v.n C([0,1],R) de las funciones continuas definidas en [0, 1] a valores en R y las
siguientes normas:

1
||f||1=/D |/ (z)]dzx 1flloo = Sup {!f( )}

xe[

Muestre que en este caso || - |1 ¥ ||  ||co nO son equivalentes.

Solucién:
a) Sin pérdida de generalidad asummimos p < ¢ (si no, los intercambiamos)

n n n
= Casop=1,q=oc0. Basta ver Y _|zillyil <> [willyllc = l¥lloc D_ sl = lzll1]lyllo

=1 =1 =1
» Casop € (1,00), ¢ = -£=. La afirmacién es trivial si z o y son 0, luego, los asumiremos disintos de 0. Para
cada i € {1,....,n} deﬁmmos a; = ”|$|’|| b; = |||3f|L Por el hint tenemos que a;b; = % < p al + 1bq

Sumando sobre todos los 1, tenemos

ERTD (Z’y> Ty (Z"> T (Z”> by

Multiplicando por ||z||,|/y||4 se concluye el resultado.




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

b)
1
@ el =0 = (S |adP)F =0 —> |al =0 ¥i € {1,..,n} — 2=0
1 1 1

= Azl = iy [AwalP)r = iy [APlaal?)? = A (i |2al?)» = [Alllz]lp
= Veamos que [lz+y|lh = Y0y |wituil? = S5y [wityalleity P~ < S0y walleityalP 7 00 (il lzatyl P

Analizemos ahora la primera sumatoria, tomando a; = z; y b; = (2; +v;)?~!, podemos usar la desigualdad

de la parte a)

1 1 1 1

P laibi] < (i laal?)? (S il s = (Siy )P (S foi + il @ D9)

Usando que ¢ = p%l tendremos
1 p=1

P leille +ylrt = S Jaibi] < (S )P (Sf e+ 3l @) P = llallle +ylp!
Andlogamente, podemos acotar la segunda sumatoria y nos queda

iz yillzi + P < yllplle + )5
En resumen, tenemos

lz +ylp < llzlple +ylB=" + lylple +yl= = (llp + lyllp) e + ylp
Diviendo a ambos lados por ||z +y \I£‘1 (lo podemos asumir distinto de 0 porque si no es facil ver que se

tiene la desigualdad) nos queda ||z + yll, < [|z||, + ||y, y podemos concluir.

c¢) Veamos que ||z]|, < ¢1|z]|

n v n v 1 P\ » 1
lzllp = (Y|P ) < (Y max |zl | =nv (( max |:ck|) ) =nv -zl
‘ — k=1,...n k=1,....n
=1 / =1
Tomando ¢; = n? se concluye.

Ahora veamos la otra constante.
1

1
n P 1
]l = (E |x,~\p> > ( max \l’klp> = [zl
i1 k=1,...,n

Tomando ¢y = 1 se concluye. Luego, las normas son equivalentes.

d) Como || - ||p, ¥ || - [lpo son equivalentes a || - ||, se tiene
1 llpy < eall - lloo < crcall - [lp,

Y la otra desigualdad se concluye de manera anéloga.

e) Por la parte c), se tiene
1
[2lleo < [lllp < n¥{|2]loo

Tomando el limte p — oo se concluye.

f) Notemos que para todo m € N, podemos encontrar una f,, € C([0,1],R) tal que ||fmllco = k|| fm|/1. En
efecto, podemos definir
2m2x six €0, 5]
fm(@) =1 —2mPz+2m size [t 1]
0 six € [+, 1]
Y se tiene que || finlloco = m y || fm|l1 = 3. obteniéndose lo que querfamos. Concluimos que no existe una constante
ctal que || - |loo < || - ||1, es decir, las normas no son equivalentes.
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P3. Sea (E, || -||) un e.v.n.
a) Muestre quesic—a =t-(b—a), con t > 1, entonces d(a,c) = d(a,b) + d(b, ¢). (La igualdad significa que
b pertence a la recta entre a y ¢ )

b) Muestre que la reciproca no es necesariamente cierta. Esto es, muestre un e.v.n (F, || - ||p) vy puntos
a,b,c € F tales que d(a,c) = d(a,b) + (b, c) pero no se tiene que c —a =t- (b — a)
c) Muestre que si en E la norma proviene de un producto interno, esto es, ||z|| = /(z,z), entonces la

reciproca si es cierta.
Hint : Puede usar que [(z,y)| = ||z||||ly]| si y solo si x = Ay con A € R

Recuerdo: Un producto interno en F es una funcién (-, ) : Ex E — R que satisface las siguientes propiedades:

Solucién:

a) Notemos queb—c=b—t-(b—a)—a=(1—-t)b— (1 —t)a= (1 —1t)(b— a). Luego,
16— all+lb—cll = [Ib—all + [1 = tlllb — all = Ib— all + (¢ — VI|b— all = tllb— al| = [[t(b— @)|| = llc - al
Se usé que |1 —t| =t — 1 pues t > 1. Ademds como ¢t > 0, pudimos «entrarlo» a la norma.

b) Tomemos F = R? y || - ||z = || - |l1. Tomando a = (0,1), b = (0,0) y ¢ = (1,0), se tiene d(a,c) = 2
d(a,b) =1y d(b,c) = 1. Luego, se tiene que d(a,c) = d(a,b) +d(b,c), perob—a = (0,—1) y c—a = (1,—1) son
vectores linealmente independientes, luego, no existe t € R tal que ¢ —a =t- (b — a).

c) Notemos que si ||z + y|| = ||z|| + ||y||, entonces ||z + y||* = ||z]|* + 2||z||ly|| + ||¥||*. Usando que la norma
viene de un producto interno, tenemos que
o +yl? = (@ +y.x+y) = (@x+y) + (y,x +y) = (@,2) + (2,9) + (y,2) + (y,9) = (z,2) + 2z, y) + (y,y)

Luego, [l +yll = |lz| + Iyl = (2,y) = |[=]l[ly]l, por la positividad de las normas, tenemos |(z,y)| = [|lz|[yll
Por el hint, ahora tenemos que x = Ay, mas aun, tenemos que (x,y) = A(z,x) = ||z||/||ly|]| > 0, luego, A > 0.
Tomemos x = b—a e y = ¢ — b, por hipdtesis tenemos ||(c —b) + (b —a)|| = |[c — a|| = ||c = b|| + ||b — a||. Luego,

c—b=MX-(b—a). Estoimplicac=A-(b—a)+b=(A+1)(b—a)+ a, luego, c —a = (A+1)(b— a). Tomando
t =X+ 1> 1 se concluye.



