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Pauta 9 : Transformaciones Lineales

13 de noviembre del 2016
P1. [Varios]

a) Demuestre que las siguientes transformaciones son lineales:
1) tr: Mpn(R) = R.
2) t: Mun(R) = My, (R), definida por t(A) = A*.

. x +w
3) T :R* = Mas(R), definida por T(x,y, z,w) = <2x—|—2y+z+w xz—y—f—z)

b) Encuentre Ker y null para las transformaciones anteriores.

¢) Encuentre Im y rango para 1) y 2).

Solucién 1.

a) 1) Sean X,Y € M,,,(R), A € R,

n

tr(AX +Y) = Z()\an‘ + Yii)

i=1
= )\ini + Z?Jn
i=1 i=1
= Ar(X)+tr(Y)
2) Sean X,Y € M,,,(R), A € R.

tAX +Y) = (AX+Y)
= AX'4Y?
= (X)) +t(Y)

3) Sea A€ Ry (z,y,z,w), (a,b,c,d) € R

TM\z,y,z,w) + (a,b,e,d)) = TAx+a, \y+bAz+c, \w+d)
Ar+a Ay+b+ A w+d
20z +a+dy+b)+Az+ct+ I w+d Ar+a+dy+b+Az+c

o T y+w " a b+d
a 20 +2y+z+w xz+y+z 2a+2b+c+d a+b+c
= AT(va/asz) +T(0,, b) c, d)

n—1
b) 1) Notemos que si tr(A) = 0. entonces an, = — > ai;, luego:

=1
aix aiz - Q1n
a1 Aag22 - a2n
Ker(tr) = € Myun(R) 1 a;; € Rp = null(tr) =n* -1
n—1
Ul Gp2 -0 — Y g
i=1
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2) Calculemos el kernel:
Ker(t) = {A € M, (R) : A" =0} = {0}

3) Por tltimo, sea r = (z,y, z,w) € R*

Ker(T) = {reR':T(r)=0}

_ 1. z y+w ) _
- {TER '(2x+2y+z+w x—|—y—|—z>_0}

= {T€R4:x:O,y+w:0,2x+2y+z+w:0,x+y+z:0}
{T€R4:x:0,y+w:0,2y+z+w:O7y—|—z:O}
{reR':2=0,y+w=0,y+2=0}

= {TER4:x:0,w:—y,z:—y}

= {(0,y,—y,—y) eR*:y e R}

De donde vemos que null(T) = 1.

¢) 1) Veamos que Vr € R la matriz

r 0 0

0 0 0
M, =

00 --- 0

es tal que tr(M,) = r. Es decir tr es una funcién sobreyectiva, luego Im(tr) = R y rango(tr) = 1.

2) Para encontrar la imagen notemos que VM € M,,,(R) la matriz M verifica t(M") = M. Es decir t es

una funcién sobreyectiva. Luego Im(t) = M, (R) y por tanto rango(t) = n?.
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P2. [Propiedades de del nucleo y la imagen)]
Sea f: U — U lineal. Demuestre que:

a) fof=0 < Im(f) C Ker(f).

b) Encuentre una transformacion lineal que verifique Ker(f) = Im(f).

)
)
) fof=f = U=Ker(f) & Im(f).
)

Pruebe que si V' y W son subespacios de U tal que V& W = U, entonces 3T : U — U lineal e idempotente tal
que Ker(T) =V y Im(T) = W.

)

d

Solucién 2.

a) En efecto:

foee

b) Notemos que para que Ker(f) = Im(f) necesitamos una funcién lineal que verifique f o f = 0. Tomemos
por ejemplo f = == : Py — P,. Calculemos Ker(f):

Ker(f) = {p(z)=az+b:f(p) =0}
= {p(x)=azx+b:a=0}
= {p(z)=b:beR}

Y ademas:

() = {p) = flar +b):abe R}
= {p(x)=a:a R}

De donde tenemos que Ker(f) = Im(f).

¢) Probemos primero que U = Ker(f) + Im(f). Notemos que si f o f = f, entonces f(f(x)) = f(z) para todo
z. Es decir f(z) — f(f(x)) =0, lo que implica f(x — f(x)) = 0, que es lo mismo que = — f(z) € Ker(f).
Luego todo z se puede escribir como:

r=x— f(x)+ f(2)
———
cKer €lm

De esto tenemos que U = Ker(f) 4+ Im(f). Por dltimo basta chequear que Ker(f) NIm(f) = {0}. Sea
u € Ker(f) NIm(f), entonces u = f(x) y f(u) = 0, luego tenemos que f(x) = f(f(x)) = 0 por propiedad
del enunciado, y como f(x) = u concluimos que u = 0.

d) Tenemos que toda T anterior debe verificar que T'(v) = 0 para todo v € V. Ademds si w € W, T'(w) € W,
sino T(T(w)) = 0 (pues T(w) € Ker(T)) y por tanto T'(w) = 0 luego T serfa identicamente nula y por
tanto Ker(T') = U lo que no es posible (salvo que W = {0}). Veamos ademéds que:

T(T(w)) = T(w)
TT(w)—w) = 0

Es decir T(w) —w € Ker(T) = V, pero ademéds T(w) —w € W (pues W es espacio vectorial), por tanto
T(w) —w =0y més atn T(w) = w. Estamos listos para definir T, recordemos que como U = V& W todo
elemento u € U se puede escribir como v +w donde v € V' y w € W. Luego:

Tw)=Tw+w)=Tw)+T(w) =w
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Esté bien definida. Veamos que es lineal, en efecto:

T(Auy +uz) = T(Avp+ Awy + va + wa)
= T(A\vy + vy + Awy + wa)
= Awj + wa
= Ml(vy +wq) + T(ve + ws)

AT (uq) + T(uz)

Veamos que es idempotente:

Por ltimo notemos que es unica pues toda funcién lineal que verifique Ker(T) = V e Im(T) = W debe
verificar lo anterior.
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P3. [P1 Examen, Ao 2012]

Sea:

— = = =
H;HO
OJC;OJI\.')
O(D\'OH
S~———

x

b) Sea T : R* — R* una aplicacién lineal tal que Ker(T) = S y:

a) Encuentre una base de S.

o~ oo
o~ oo
— o oo
|
—_

Determine explicitamente T'.

¢) Determine la dimensién de Im(7T") y encuentre una base Im(T').

Solucién 3.

a) Ocuparemos la siguiente proposiciéon: Sea D un conjunto linealmente dependiente y x un elemento tal
que se puede escribir como combinacién lineal de otros elementos de D, entonces (D) = (D \ {z}) (Una
demostracion de este hecho se puede ver en la pauta de la P4 b) de la auxiliar 8).

Notemos que (1,1,1,1) = (0,1,1,1) + (1,0, 0,0), luego:
1 0 2 1 0 2 1
1 1 3 0 _ 1 3 0
17111’ 13]’|0 - 11713110
1 1 3 0 1 3 0
Ademés (3,2,2,2) =3-(1,0,0,0)+2-(0,1,1,1).
b) Notemos que (1,0,0,0),(0,1,1,1) € S = Ker(T). Luego:
0 0 0 0
1 1 0 0
Tlol = T[] 1] o
0 1 0 1
0 0 0
1 0 0
=TT~ T o
1 0 1
-1
!
o —2
1
Notemos que ahora conocemos a T en la base canénica de R?, por tanto la conocemos en todo R%, en
efecto:
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a 1 0 0 0
b 0 1 0 0
TC_aT0+bT0+cT1+dT0
d 0 0 0 1
—b 0 d
b 0 —d
7% I P I
b 0 —d
—b+d
_ b—d
o —2b+c+d
b—d
De donde tenemos una formula explicita para T .
¢) Notemos que la imagen de T es:
—b+d
b—d
Im(T') = obtetd tb,c,deR
b—d
Haciendo el cambio de variable u =b —d y v = ¢ — d nos queda:
—u
Im(T) = Y cu,v €R
m outy | WY
U

De donde tenemos que rango(7') = 2.
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P4. [Caracterizacién de Isomorfismo]
La idea de este problema es probar el siguiente teorema:

Teorema. Dos espacios E y 'V de dimension finita son isomorfos si y solo si dim E = dim V.

Para esto proceda como sigue:

a) Muestre que dim K" = n.
b) Sea E un espacio vectorial tal que dim E = n. Pruebe que E = K.

¢) Pruebe que si T : E — V es un isomorfismo y B = {b1,b2,...,b,} es una base de E, entonces T'(B) es una
base de V.

d) Concluya.

Solucion 4.

a) Notemos que el conjunto:

1k 0 0
0 1k 0
0 0 1k

Es 1i. (por el argumento usual de que no podemos escribir uno como combinacién lineal de los otros) y
genera K", luego dim K™ = n.

b) Todo = € E se puede escribir de manera tnica como suma de elementos de su base. Luego la funcién
T :K" — E, definida por:
k1
T ¢ | =kibi+ kaba + -+ knby
kr,

Es lineal y biyectiva, luego K™ = FE.

¢) Como T es biyectiva Vy € V,3lz tal que T(z) = y. Luego como B es base de E tenemos que z =
A1by + - -+ 4+ Apb, de manera tnica. Ademas como y es sobreyectiva todo y € V' se puede escribir como:

y=T(x) =T(Mb1 + -+ Apby) = MT(b1) + - + N\ T(by)

de manera unica. Luego aprovechdndonos de que un conjunto es base si y solo si todo elemento se puede
escribir de manera tinica como elementos del conjunto concluimos que T'(B) = {T'(b1),...,T(b,)} es base.
d) = (=)
Directo de la parte ¢) pues ambas bases tienen mismo cardinal.
[ ] ( P— )
SidimFE = dimV = n, entonces £ = K" y V =2 K™, luego como = es una relaciéon de equivalencia
concluimos que £ =2 V.
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P5. [P2 Control 5, Aiio 2000]
Sean U y V espacios vectoriales tales que dim(U) = n y dim(V) = m. Definimos U ® V' como el espacio vectorial
(U x V,+,-), donde + y - estan definidos por coordenadas, es decir para u,ui,us € Ey v,v1,v9 € Fy A€ R :

(u1,v1) + (u2,v2) = (u1 + uz,v1 + v2) Au,v) = (Au, Av)
Obs: No es necesario verificar que U ® V' es un espacio vectorial.
a) Sea f:U — V una funcién. Definimos su grafo por:
Gy ={(w,v): f(u) = v}
Muestre que f es lineal si y sélosi Gy esuns.ev.de U® V.
b) Demuestre que ({0} x V) esun s.e.v. de U@ V.

¢) Sea f:U — V lineal. Demuestre que Gy ® ({0} x V) =U ® V.
d) Suponga ahora que U y V son s.e.v. de W tal que U NV = {0}. Demuestre que UQV XU V.

Solucién 5.

a) Sea ui,us € U, v1,v2 € V y A € R (Notemos que (u1,v1), (ug,v2) € U ® V)

= (=)
Sean (a, f(a)), (b, f(b)) € Gy y A € R. Luego:

A, f(a)) + (b, f(0)) = (Qa + b, fAa + D)) = (z, f(z)) € G

x

De donde tenemos que G es s.e.v.
[ ] ( P— )
Si Gy es un s.e.v., entonces para todo a,b € U:

Aa, f(a)) + (b, (b)) € G

Esto implica que (Aa + b, A\f(a) + f(b)) € G¢, pero como el elemento anterior esta en Gy debe ser de
la forma (z, f(x)), luego:

(Aa+b,Af(a)+ f(b)) = (Na+Db, f(Aa+1D))
De donde tenemos que Af(a) + f(b) = f(Aa +b) y por tanto f es lineal.
b) Notemos que ({0} x V) # () (pues (0,0) estd). Sean (0, a), (0,b) € ({0} x V) y A € R. Luego:
A(0,a) 4+ (0,0) = (0, a+b) € ({0} x V)

De donde tenemos que ({0} x V') es un s.e.v.

¢) Notemos que todo elemento de U ® V' lo podemos escribir como:
(u,v) = (u, f(u)) + (0,v = f(u))
—_——— —— —
€Gy €({0}xV)

De donde tenemos que G+ ({0} x V) = U®V, veamos que la interseccién es {(0,0)}. Sear € GyN ({0} xV),
luego como 1 € Gy, entonces r = (x, f(z)). Ademas r € ({0} x V') y por tanto x = 0, luego:

r=(0,£(0)) = (0,0)

De donde tenemos que la interseccién es {(0,0)} y por tanto Gy @ ({0} x V) =U @ V.
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d) Definamos la funcion T: U ® V — U @ V como:

Veamos que esta funcién es lineal:

T(Mug,v1) + (ug,v2))

ademas:

Y

Concluimos que U@ V =Z2U & V.

Flu+v) =

T(u,v) =u+v

T(Auy + ug, Avy + v2)
AUl + Uz + vy + s
AMug +v1) + uz + v2
AT (uy,v1) + T (uz2, va)

Para ver que es biyectiva definamos FF: U &V - UV :

(u,v)

FoT(u,v)=F(u+v)=(u,v)

ToF(u+v)=T(u,v)=u+wv

Lo anterior esta bien definido pues todo z € U @ V se puede escribir de manera tnica como x = u + v,

De donde tenemos que T es invertible y por tanto biyectiva, como ademas era lineal es un isomorfismo.




