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P1. [Varios]

a) Demuestre que todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.
b) Demuestre que A € M,,,,(C) verifica AA* = A* A, entonces ||Az|| = ||A*z|| para todo = € C™.
¢) Sean U,V C R™ espacios vectoriales. Demuestre que:

1) (UHt=U.

2) (U+ V)t =U+nV+. Concluya que (UNV)E =U+ + VL,

3) Use las partes anteriores para concluir que U @ V = R" <= U+ @ VL =R".

Solucioén 1.

a) Supongamos en busca de una contradiccién que {v1,...,v,} es ortonormal y linealmente dependiente. Sin
pérdida de generalidad esto significa que v,, se puede escribir como combinacion lineal de los otros, esto es:

n—1
Un = E ;U5
i=1

Ademés como v, # 0 existe un «; # 0. Luego por ortogonalidad (v,,v;) = 0, por otro lado:

n—1
<’Un,Uj> = <Z aivi7vj>
=1

n—1
= > ai{vi,v)
i—1 Ne——
0 si ij
= oy (v5,v5)
——

=llv;II?

Por tanto a;; = 0 lo que no es posible.

b) Sea xz € C", luego:

| Az ,

[
N
8
b
=
=

= (A*2)*A*z
= A%z

Tomando raiz concluimos.
) 1) = UC(UH)*t:
Basta con notar que todo vector en U es ortogonal a los de U~.
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» (UYLt CU:
Sea z € (U*)*, luego como U @ U+ = R", tenemos que:
r=_u + w
€U eut
Ademés como w € U:
0 = (z,w)
— {utw,w)

= (u,w)+ (w,w)
S~ =
=0 =fu|?
Luego como ||Jw]|| = 0, tenemos que w = 0. Por tanto:
r=ut+w=uclU

De donde se concluye.
2) wUtNVECU+V)L:
Siz € U+ NV, entonces:

(x,uy =0 (zr,v)=0 VueUWveV

Luego (z,u + v) = 0 es decir z € (U + V)=*.
» (U+V)tCcULtnVE:
Sixze (U+V)*
(z,u+v)=0 VYueUWveV
Tomando v = 0 tenemos que (x,u) = 0, Yu € U, es decir z € U+. Analogamente tomando u = 0
tenemos que 2 € V* de donde se concluye.
Para concluir notemos que:

Unv)* (UH)nvHH)*
((UJ_ + VJ_)J_)J_

= Ut+vt

3) = (=)
Notemos que:
Ut+v: = (UnV)*
= {03+
R’n

Falta ver que la suma es directa, en efecto:

dim(U+nvt) = dim((Ua V)
= n—dim(UaV)
N——
R?’L
= 0

Luego U+ NV+ = {0} y por tanto la suma es directa.
] ( p— )
Basta con aplicar lo demostrado anteriormente sobre U+ y V+. En efecto:

De donde se concluye lo pedido.
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P2. [Diagonalizacién Ortogonal]
Una matriz P se diré ortogonal si PPt = I.
a) Demuestre que si P es ortogonal, entonces det(P) € {—1, 1}.
b) Demuestre que una matriz es ortogonal si y sélo si sus columnas son ortonormales.

¢) Escriba la matriz:

2 01
A=10 1 0
1 0 2
de la forma A = PDP?, donde P es invertible y D diagonal.
Solucién 2.
a) Tomando determinante tenemos:
det(PP?) det(T)
det(P)det(P") = 1
det(P)? = 1
det(P) = =1

De donde concluimos.

by = (=)
Notemos que la columna i-ésima de P es Pe; donde e; es un vector de puros ceros, salvo en la posicion
i donde tiene un 1. Luego:

(Pe;, Pej) = (Pe;) Pe;j
~ dpee
I
~ e,
= (ei€;)
0 sii#j
{1 sii=j
De donde vemos que las columnas son ortonormales.

[ ] ( P— ):
Veamos como es la matriz P!P:

(ppt)ij

n
Z ngpkj
k=1
n
= Z PkiDkj

= Pel,PeJ
B sii#j
B sii=j

De donde vemos que la matriz P'P es la identidad (y por tanto PP' también).
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¢) Notemos que nosotros sabemos diagonalizar de la forma A = PDP~!, notemos que si lograramos construir
P de forma ortogonal estariamos listos pues P~! = P*. Tratemos de hacer esto, construyendo una P con
columnas ortonormales (y por la parte b) tendriamos PP! = I).

Calculemos el polinomio caracteristico:

pale) = |A—al|
2—x 0 1
= 0 11—z 0
1 0 2—x
0 1—=z 0
= —12—x 0 1
1 0 2—x
2—x 1

“‘x)‘ 1 2-u

= (1-2)[(2-2)*-1]

= (1-2)°3-2)
Luego los valores propios son Ay =1 y Ay = 3. Veamos los espacios propios:
Wy, = Ker(A-1)
T 1 0 1 T
= yleRrR3: 10 0 o] |y]=0
z 1 0 1 z
x
= y|leR3: 2+2z = 0
z
T
= y | eR¥*:z2eR yeR
—x
Una base de este espacio seria:
1 0
01,11
-1 0
Notemos que estos vectores son ortogonales, pero no ortonornales. Normalizando obtenemos:
V2
5 0
0 11
_V2 0
2

Wy, =

[
DO

<

|
o

8 o8
m
s
w
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m
=

I
—_———— —— A
v e r
m
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I
8
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Una base ortonormal de este espacio es:

o =l

Notemos que este vector es ortogonal a los otros y por tanto estos tres vectores forman una base ortonormal
de R3. Luego A = PDP~! y como P es ortogonal A = PDP?, es decir:

2o 2\ /1 0 0\ (L2 0 -
A= 0 1 0o|lo 1 o)l]l0O 1 o0
V2 g 2 0 0 3 V2 g 2
2 2 2 2
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P4. [Matrices Ortogonales]
Sea A € M,,(R) demuestre que A es ortogonal si y sélo si:

» (Az, Ay) = (z,y), Yz, y € R,
» [|Az|| = ||lz| Vz € R".

Maés atn si n = 2 demuestre que una matriz es ortogonal si y sélo si es de alguna de las siguientes formas:

R = (20 OY = (0 )

Solucién 3. Demostremos primero:
AA' =T = (Az, Ay) = (2,7)
En efecto:

(Az, Ay) = (Az)'Ay

Veamos ahora que:
(Az, Ay) = (z,y) = [|Av[| = o]

En efecto:
|Av|> = (Av, Av)

= <U7v>

= |lolf?
Por ultimo demostraremos que:

||Av|| = ||v|| = Las columnas de A son ortonormales
En efecto:
2<Pei,Pej> = <P€i +P6j,P€i +P6j> — <P6i,P€i> - <P€j,P€j>

= ||Pei + Pej|* — [ Pei]|* — || Peyl|®

= ||P(ei + el — [[Peill® = || Pesl®

= e +e;l* — llell® — lle;l?

= (eitej, e +ej) — (e, e) — (e, €5)
2(ei, €5)

_ 0 sii#}j
2 sii=}j
De donde concluimos que las columnas de A son ortonormales y por tanto A es una matriz ortogonal. Veamos
ahora que pasa si n = 2, probaremos primero que:

A=R(O)VA=PO) = AA'
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Si A= R(6):
AA* = R(O)R(H)
- (o) 252“ N (canh) )
_ cos?(6) + sin?(0) cos(6) sin(6) — sin(6) cos(9)
Esm )Cos —0052(9)8111() sin®(6) + cos?(6) )
~— \o
Si A= P(0):
AA" = PO)P(O)

= (onll) “eiy) () o)
_ ( cos?(6) + sin?(9) cos(6) sin(#) — sin(#) cos(# )>
sin(#) cos() — cos(0) sm(@) sin?(#) + cos?(9)

6 )

Por dltimo veamos que si una matriz tiene columnas ortonormales, entonces es de alguna de las formas anteriores.
En efecto si una matriz tiene columnas con norma 1, entonces es de la forma:

Y (eos(a) cosw))

sin(a) sin(p)
Puesto que ambas columnas deben estar en el circulo unitario. Ademés como los vectores son ortogonales tenemos
que 8 = a + 5. Luego:
e cos(a) cos(a=£F)) _ (cos(a) Fsin(a)
sin(a)  sin(a+ 3) sin(c) = cos(a)

De donde concluimos que la matriz es de la forma P(«) o R(«).




