
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile
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Recordemos:
Un conjunto {v1, . . . , vk} ⊆ Rn se dirá ortogonal si
〈vi, vj〉 = 0 para i 6= j.

Un conjunto {v1, . . . , vk} ⊆ Rn se dirá ortonormal
si es ortogonal y ‖vi‖ = 1, ∀i ∈ {1, . . . , k}.

Sea W un subespacio vectorial de Rn y {u1, . . . , uk}
una base ortonormal de W , entonces:

1. Si x ∈W :

x =
k∑

i=1
〈x, ui〉ui

2. Si x ∈ Rn definimos:

PW (x) =
k∑

i=1
〈x, ui〉ui

Luego (x− PW (x)) ⊥ w para todo w ∈W . En
particular:

d(x, PW (x)) = mı́n
w∈W

d(x,w)

Además PW (x) es el único elemento que mini-
miza la distancia anterior. Por último PW (x)
es una función lineal en x.

Sea W ⊆ Rn s.e.v. definimos el ortogonal de W co-
mo:

W⊥ = {u ∈ Rn : 〈w, u〉 = 0,∀w ∈W}

Tenemos las siguientes propiedades del ortogonal:

1. W⊥ es un subespacio de Rn.

2. Rn = W ⊕W⊥.
3. dim(W⊥) = n− dim(W ).

Teo. de Gram-Schmidt: Todo U ⊆ Rn s.e.v. tiene
una base ortonormal.

Alg. Gram-Schmidt: Recibe {x1, . . . , xm} ⊆ Rn

1. ỹ1 = x1
‖x1‖

2. yk = xk − P〈{ỹ1,...,ỹk−1}〉(xk)
Si yk = 0 descartarlo, sino: ỹk = yk

‖yk‖

3. Devolver los ỹk que no descartamos, esto será
base ortonormal de 〈{x1, . . . , xm}〉.

Dados u, v ∈ Cn definimos el producto Hermı́tico
por:

〈u, v〉H =
n∑

j=1
ujvj

Las propiedades clásicas del producto interno tienen
su versión para el producto hermı́tico.

A ∈ Mnn(R) es simétrica si y sólo si ∀u, v ∈ Rn

〈Au, v〉 = 〈u,Av〉.

Dada A ∈Mnn(C), definimos la adjunta A∗ por:

(a∗)kl = alk

Diremos que A es hermı́tica si A = A∗.

Definimos el espectro de A ∈ Mnn(C) (o en
Mnn(R)) por:

σ(A) = {λ ∈ C : pA(λ) = 0}

P1. [Varios]

a) Demuestre que todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.
b) Demuestre que A ∈Mnn(C) verifica AA∗ = A∗A, entonces ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ para todo x ∈ Cn.
c) Sean U, V ⊆ Rn espacios vectoriales. Demuestre que:

1) (U⊥)⊥ = U .
2) (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥. Concluya que (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V ⊥.
3) Use las partes anteriores para concluir que U ⊕ V = Rn ⇐⇒ U⊥ ⊕ V ⊥ = Rn.
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P2. [Diagonalización Ortogonal]
Una matriz P se dirá ortogonal si PP t = I.

a) Demuestre que si P es ortogonal, entonces det(P ) ∈ {−1, 1}.
b) Demuestre que una matriz es ortogonal si y sólo si sus columnas son ortonormales.
c) Escriba la matriz:

A =

2 0 1
0 1 0
1 0 2


de la forma A = PDP t, donde P es invertible y D diagonal.

P3. [P3 Control 3, Año 2008-β]
Sean W y B dos s.e.v. de Rn y P : Rn →W la proyección ortogonal sobre W .

a) Muestre que P (B) es un s.e.v. de W y que si {b1, . . . , bk} es un generador de B entonces {P (b1), . . . , P (bk)}
es un generador de P (B).

b) Suponga ahora que:

W =
〈


1
−3
5
1

 ,


−2
2
4
0

 ,


5
−7
−3
1



〉

B =
〈


0
1
−1
0

 ,


1
3
−2
2



〉

1) Encuentre una base ortonormal de W y explicite su dimensión.
2) Encuentre una base ortonormal de W⊥ y explicite su dimensión.
3) Encuentre una base de P (B) y explicite su dimensión.

P4. [Matrices Ortogonales]
Sea A ∈Mnn(R) demuestre que A es ortogonal si y sólo si:

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ Rn.
‖Ax‖ = ‖x‖ ∀x ∈ Rn.

Más aún si n = 2 demuestre que una matriz es ortogonal si y sólo si es de alguna de las siguientes formas:

R(θ) =
(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
P (θ) =

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)
P5. [P2 Control 3, Año 2014]

Considere la matriz:

A =

3 2 1
2 3 1
1 1 4


a) Determine el polinomio caracteŕıstico de A y verfique que λ = 1 es uno de sus valores propios.
b) Determine los valores y vectores propios de A. ¿Es A invertible?
c) Construya una base ortonormal de R3 formada por vectores propios de A.
d) Diagonalice A y A−1 de ser posible.

2


