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P1. [Varios]
Considere las siguientes matrices:

1 00 1 2 0
A=|o 1 1] B=[0o 3 0 C_<g b;“) D_<(2) ;) E_(_Ol (1))
0 1 1 2 2
a) Demuestre que A y B son diagonalizables y diagonalicelas.

b) Encuentre C* para todo k € N.

¢) Determine si D y E son diagonalizables.

Obs: La pregunta original pedia calcular todos los valores y vectores propios al principio, para tener una presentacion
mds ordenada aca se calculan cuando se necesitan.

Solucién 1.

a) Calculemos el polinomio caracteristico de A:

pale) = |A—all
1—=x 0
= 0 1—2 1
0 1 1—=x
1—=x 1
1 1—=x
= (1-2)[1-2)?*-1]
—z(l —z)(2—x)

(1—-x)

Luego los valores propios son Ag =0, Ay =1y Ay = 2 como tenemos n valores propios distintos la matriz
es diagonalizable. Veamos los subespacios propios:

Wy, = Ker(A)
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Una vector propio de este espacio serfa vy = (0, 1, —1)t.

Wy, = Ker(A-1)
T 0 0 O T
= yleR¥: |0 0 1| |y] =0
z 0 1 0 z
T
z =0
= y| er3: B
z y =0
x
= 0] eR?*:z€R
0
Una vector propio de este espacio serfa v; = (1,0, O)t.
Wy, = Ker(A-—2I)
x -1 0 0 T
= ylerR*: [0 -1 1 y|=0
z 0 1 -1 z
x
-z = 0
= y| er3: _ B
. y+z 0
0
= yl eR¥:yeR
Y

Una vector propio de este espacio seria vy = (0,1,1)%. Como A es diagonalizable A = PDP~! con P con
una base de vectores propios como columnas y D diagonal con los valores propios. Luego:

0 1 0 0 0 0 0 1 0
A=[1 0 1 01 0 1 01
-1 0 1 0 0 2 -1 0 1
Calculemos el polinomio caracteristico de B:
11—z 2 0
pe(z) = 0 3—-z 0
2 -4 22—z
0 3—z 0
= —|l—=z 2 0
2 -4 2-=x
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Luego los valores propios son A\g = 1, A\; = 2 y A2 = 3. Calculemos los subespacios propios:

Wy, = Ker(B-1)
T 0 2 0 T
= yleR¥: {0 2 o]|y|=0
z 2 -4 1 z
T
2y = 0
_ 3. Yy
o Z €R 20 —4y+z = 0
T
_ 3.y = 0
o y)] eR%: z = =2z
z
T
= 0 |eR?:zeR
—2x
Una vector propio de este espacio serfa vg = (1,0, —2)%.
Wy, = Ker(B-—2I)
T -1 2 0 x
= y|leR3: | 0 1 0 y] =0
z 2 -4 0 z
T
= y| eRrR3: ety B 8
z vy =
T
=0
= eR?: r
0
= 0] eR®:2eR
z
Una vector propio de este espacio serfa v1 = (0,0, 1)%.
Wy, = Ker(B-—3I)
T -2 2 0 T
= yleRrR¥: 10 0 o0 y| =0
z 2 -4 -1 z
T
—2x+2y = 0
_ 3.
- { y|eRrR: 20 —4dy—2 = 0
z
x v = y
_ 3. -
o v eR: —2r = =z
z
T
= T eR3:zeR
—2z
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Una vector propio de este espacio serfa vy = (1,1, —2)t. Luego:
0 1 1 0 0 1
B=|0 0 1 0 2 0 0
-2 1 =2 0 0 3 -2

= o O
—

b) Calculemos el polinomio caracteristico de C:

a—x b—a
0 b—x
= (a—z)(b-2)

po(r) =

Luego los valores propios de C son A\g = a y A1 = b. Supongamos a # b (pues asi nos aseguramos que la
matriz es diagonalizable), calculemos los subespacios propios:

Wy, = Ker(A—-al)

Wy, = Ker(A—10bI)

- {6 == (0" ) ) o)
- {<:§>ER2:%’O_ZJZI+%’OEZZ/_O}
= {(i)GRQ:IyO}

= {(i)eRQ:xeR}

Un vector propio de este espacio es v; = (1,1)%. Luego si a # b

(") -6 D66 )

) - GEY6Y
OB IHE
)

De donde vemos que la formula anterior cubre también el caso a = b.

Notemos que:
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¢) Calculemos el polinomio caracteristico de D:

2 —x 1
po(e) = \

0 2—x
= (2-2)?

Tenemos un sélo valor propio A = 2 que tiene a(\) = 2, recordemos que para que la matriz sea diagonalizable
necesitamos que () = 2. Veamos el espacio propio:

e 600
- {()errg
C{(5)ew )

De donde vemos que y(A) = 1 y por tanto la matriz no es diagonalizable.

Calculemos el polinomio caracteristico de E':

-z 1
pe(r) = -1 —=x
= 22+1

Notemos que este polinomio no se puede factorizar linealmente en R por lo que la matriz no es diagonalizable
en R, pero pg(z) = (z +i)(x — i) en C, es decir en C tenemos dos valores propios distintos y por tanto la
matriz es diagonalizable.
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P2. [Determinante y Traza]
Sean Ai,..., A\, € My,(C) los n valores propios de una matriz A (incluyendo repeticiones). El objetivo de este

problema es demostrar que:
n n

det(4) = [T\ tr(A) = "N

i=1 i=1
a) Demuestre lo pedido para el caso diagonalizable.
b) Demuestre que det(A4) = [] \i.
i=1

Hint: Examine pa(x).

¢) Pruebe que:
pa(z) = (=1)"(z" —tr(A)z" 1 4 ...)

d) Concluya que tr(4) = > \;.
i=1

Obs: En la auxiliar soélo estaba el caso diagonalizable. Para el caso no diagonalizable (parte b, ¢ y d) se puede ver
como se complican las cosas.

Solucion 2.

a) Notemos que si A es diagonalizable A = PDP~! donde

A ... 0
D=1": oo
0 .
Luego:

det(A) = det(PDP!) = det(P) det(D) det(P~') = det(P) det(D) det(P)~* = det(D) = ﬁ i
i=1
y por otro lado:
tr(A) = tr(PDP™") = tz([PD]P™") = tr(P™'PD) = tr(D) = Y i =1");
b) Trabajemos primero p4(z). Notemos que:
pa(0) =det(A — 0I) = det(A)
Por otra parte sabemos que p4(z) se factoriza de la siguiente forma:

pa(z) =cp(z —A)(x—A2)...(x = \p)

n
donde ¢, es el coeficiente que acompaiia al 2™ en el polinomio caracteristico, luego p4(0) = ¢, (—1)" [] \i-

Calculemos ¢, para ahorrar notacién definamos B = A — zI

pa(z) = |[B
ay] — & ai2 e A1n,
a1 a29 — T ... a2p,
an1 an2 oo Qpp — T

n
(a11 — 2)|Bua| + > (=1)"Hay;| By

j=2

Grado < n —2
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podemos seguir expandiendo esto y repetir el argumento anterior:

= (an1 — 2)[Bul + Y _(—=1)"ay,| By
j=2

q1 ()
= (an —)[Bul+aq

n
= (a1 — 2)(az — 2)|(Bi)ul + >_(=1)Vag j11|(Bin)1s| +¢
=2

q2

= H(au‘ —z)+ z_:%

——
grado < n — 2

De esto podemos ver que el coeficiente que acompaiia a 2™ es (—1)". Luego:
n n
det(A) = pa(0) = ¢, (—1)" H i = H i
i=1 i=1

¢) Retomando el calculo anterior desde (1) vemos que:

n n—1
pa@) = JJlai—2)+> a
1=1 =1
n n—1
= (—1)”({17”— {Za”} x"_l—i—...) + ZqZ
i=1 i=1
N—— e
tr(A) grado <n — 2

d) Notemos que:

palz) = ¢, H(sc -Xi)

De esto vemos que el coeficiente que acompana a z™ esta en la primera parte de la suma. Notemos que
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P3. [P1 Control 3, Ao 2015-75]
Demuestre las siguientes afirmaciones para A € M,,,,(R).

a) A es invertible si y sélo si A = 0 no es un valor propio de A.

C

)
b) Si A es invertible y v € R” es un vector propio de A, entonces v es un vector propio de A1
) Sin es impar, entonces A admite un valor propio real.

)

d) Siw es el vector propio asociado al valor propio . entonces también es vector propio asociado a A\¥ de la matriz
AF.

Solucién 3.

a) Tenemos las siguiente cadena de equivalencias:
A =0no es un valor propiode A <= X =0 no es cero del polinomio caracteristico de A
<~ pa(0)#0
<~ |A-0-I|#0
<~ JA|#0
<= A es invertible.

b) Sabemos que v es vector propio de un valor propio A # 0 (pues A es invertible). Esto es:

Av =\ /Afl-
A7 Ap = A
1
v=A"tv /- X
1
X’U = At

. . . 1
De esto se concluye que v es vector propio de A con valor propio asociado .

¢) Notemos que si n es impar, entonces el polinomio cardcteristico de A al tener grado n también tiene grado
impar. Notemos ademas que las raices no reales de un polinomio vienen de a dos, es decir, si z es raiz de p
entonces Z también, luego no es posible que p4 no tenga raices reales.

d) Razonemos por induccién:
s Caso Base: (k=1)
Por hipotésis Av = Av.
= Hipotésis Inductiva:
v es valor propio de A* con valor propio A\¥ asociado. Esto es AFv = M\Fo.
= Paso Inductivo: (k+1)
Notemos que:
AFLy = A(AFYw = AXFo = A Ay = Moo = A Fly
ol
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P4. [P3 Control 3, Aiio 2009]

a) Completar los elementos faltantes de la matriz A € May(R) dada por:

(9

de modo que admita a v; = <i’) ya vy = <?> como vectores propios.

b) Encuentre una matriz B € Mao(R) con los mismos vectores propios v; y ve del punto a) y valores propios
A1 = 1 asociado a v; ¥ A2 = 0 asociado a vy. Calcule ademés, B'°.

Solucién 4.

a) Pongamosle nombre a las coordenadas que faltan, en particular:

2 6

1= (2 3)
2 6\ (3 _, (3 23461
<c d) (1)‘A<1> — 3¢ +d

De esto sabemos que A = 4. Haciendo lo mismo para wvs:

2 6\ (2) (2 2.246-1 = 2u
<c d) (1)_“<1> — 2 +d =

De esto sabemos que u = 5. Ahora tenemos dos ecuaciones para ¢y d:

Como v1 es vector propio:

[
>
>

|
=

3c+d = 4 c = -1
2c+d = 5 d = 7

b) Notemos que la matriz B es diagonalizable, pues (3,1)! y (2,1)! es una base de vectores propios de R2.

Luego: -
e (s D =YY

Para invertir matrices de 2 x 2 puede ser 1util la siguiente férmula:

X = Ti1 Zi12 — Xﬂji T22  —T12
Ta1 T22 | X| \—z21 21
3 2\ _1(/1 -2
1 1 T 1\-1 3
Terminando nuestro calculo:

(D6 DG D-CD6E - )

Para calcular B'? notemos que:

Luego:

19 0

B = (pDP HY = ppp~'...PDP ' = PDOP 1 =P ( 0 o

10 veces

) P '=pDP'=B
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P5. [Férmula de Cayley-Hamilton para inversas]

El objetivo de este problema es demostrar que si A es invertible:

A1 (cn A"~

~ det(A)

Ve 1AM 4 el

donde los ¢; son los coeficientes del polinomio caracteristico pa(z) = ¢ 2" +c,_12" "1+ - +c12+¢o. Demostraremos
el caso particular cuando A es diagonalizable, para esto se propone lo siguiente:

a) Demuestre que ¢o = det(A).
b) Sea A = PDP~!. Demuestre que:

pa(D) =, D" + ¢ D"Vt ey D+ ol =0

¢) Demuestre que pa(A4) = 0.
d) Concluya.

Solucién 5.

a) Notemos que:

det(A)

= det(A—0I)
pa(0)
co

b) Recordemos que D contiene a los valores propios en la diagonal, esto es:

A ... 0
D=1 ": :
0 An
Luego:
pa(D) = ¢, D"+ Cn1 D"V 441D+ ol
Ao 0\" A 0\"" A
= Cp . + Cp—1 +--+c :
0 An 0 An 0
Ca A} 0 CnaAPTE 0 M
_ . : I . : .
0 CnAp 0 Cn—1Ap 1 0
ep AT + -+ ¢ 0
0 ChAp 4+ +co
Pa(A1) 0
0 pA(An)
= 0

0 1 0
+co |-
An 0 1
0 Co 0
N el
1\ 0 Co

10
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¢) Notemos que A* = PD*P~!. Aplicando esto:

pa(4) = A"+ 1 AV V4 A+ ol
¢y PD"P~t 4 ¢, PD" 1P 4... 4 ,PDP ! 4+ ¢PIP}
P(c,D"P ' 4 ¢, D" 'P7 4.4 ¢y DP 7 4 oI P7Y)
P(cpD" + ¢ 1 D"t - 41D+ col)P7E
= Ppa(D)P?

——

=0

= 0

d) Trabajemos la igualdad a la que llegamos:

0 = cpA" ¢y 1 AVT 4+ +e1A+col
—CQI = CnAn + Cn_lAnil —+ -+ ClA
—cgATY = A" e AR ]

-1

ATl = (A" e AT 4 )
co

A—l — — nAn—l _ An—2 L. I
det(A) ¢ Fona AT al)

Que era lo pedido.

11
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P6. [P3 Control 3, Aio 2008]

a) Sean A, B € M,,,(R). Si A es invertible, muestre que AB y BA tienen el mismo polinomio caracteristico.
b) Dada A € M,,,,(R) diagonalizable, pruebe que si A tiene un sélo valor propio, entonces A = al, o € R.

¢) Sea A € My, (R) diagonalizable tal que 3k € N, A¥ = 0. Demuestre que A = 0.
)

d) Para A € M,,(R) diagonalizable, es decir A = PDP~! con P invertible y D diagonal, pruebe que A’ es
diagonalizable y que las columnas de (P?)~! forman una base de vectores propios de A’.

Solucién 6.
a) Trabajando el polinomio cardcteristico tenemos que:

paB(z) = [AB — M|

= |AB — MAA™Y
— |A(B - AA7Y)|
= |A||B - AATY
— [B= A4
=[(B- A ATHA|
= |BA — )|
= ppa()
b) Notemos que si lambda tiene un sélo valor propio \; = Ay = --- = \,, = a. Por tanto:
a ... 0
A=pP|: .. | P'=Pa)P'=aPP ' =al
0 «
Que era lo pedido.
¢) Recordando que A era diagonalizable:
AF =
PDFP~1 =0 /- P
PDF = /Pt
D" =
Ak 0
. =0
0 A\E
Esto implica que \y = --- = A, = 0 y por tanto:
A1 ... O

0 ... A

Con esto concluimos que A = PDP~! = POP~! = 0.
d) Notemos que:
A=PDP ! = A'=(PY'DP' = (P 'D(PH)H!

De donde vemos que A es diagonalizable, adem4s las columnas de (P?)~! deben ser una base de vectores
propios de A’ por como es la descomposiciéon de la diagonalizacion.
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