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Resumen C2

Llamamos (V, +, ) un espacio vectorial sobre IF si para
todo u,v,w € V y A\, u € F, se verifican las siguientes
propiedades:
e (V,+) es grupo abeliano y F un cuerpo.
e \ueV.
(A + p)u = Au + pu.
AMu+v) = du+ .
Apu) = (Ap)u.
L] 1]17’(1, = U.

Sea un espacio vectorial V sobre un cuerpo K. Diremos
que U # (), es un subespacio vectorial de V si y sélo
si:

1. Vu,veU,u+wveU.
2. VAeK, YueU, \ueU.

Sean U,V subespacios vectoriales de F, luego U NV
es un subespacio vectorial de F.

E C VF no vacio es s.e.v. del espacio vectorial Vg siy
sélo si:

Ve,ye E VAeF x+MyekFE

Sea {v;}_; C V un conjunto de vectores y {\;}1, C
K un conjunto de escalares. Llamaremos combinacién
lineal a la siguiente suma ponderada:

n
E Ais
i=1

Sean {v1,...,v,} € V con V espacio vectorial. Defi-
nimos el generado por A como:

{v1,...,0n}) = {veV:v:i)\ivi, A EK}

i=1

({v1,...,vn}) es un subespacio vectorial de V', ademds
es el subespacio vectorial mas pequefio que contiene a

{v1,..., 0.}

Diremos que un conjunto de vectores X =
{z1,...,z,} es linealmente independiente si:

Z)\iaﬁizo = \; =0 ViE{l,...ﬂl}
=1

Donde \; son escalares.
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Diremos que un conjunto de vectores X =
{z1,...,2,} es linealmente dependientes si existen
{A1,...,An} escalares, no todos nulos tal que:

n

Z )\l‘l‘i =0

i=1
En R™, m > n vectores son siempre linealmente de-

pendientes.

Dado un espacio vectorial V', diremos que un conjunto
A es una base de V si:

1. A es linealmente independiente.
2. V=(4)

Sea E un espacio vectorial, B serd una base de F siy
solo si todo v € E se puede escribir de manera tnica
como combinacién lineal de elementos de B.

Sea E un espacio vectorial e G un conjunto tal que
(G) = E, entonces existe un conjunto A tal que G\ A
es una base de E.

Sea E un espacio vectorial e I un conjunto Li., entonces
existe un conjunto B tal que I U B es una base de F.

Sea B una base tal que |B| = n y un conjunto X tal
que |X| > n. Entonces X es linealmente dependiente.

Sea B una base tal que |B| = n. Luego el cardinal de
todas las bases es n.

Sea B una base de V, definimos la dimensién como
dimV = |B|.

Sea V un e.v. tal que dimV = n.

1. Todo conjunto X li. tal que | X| = n es base.

2. Sea U un s.e.v. de V, entonces dimU < dimV.
Ademads si dim U = dim V/, entonces U = V.

Sean U y W subespacios vectoriales de Vi definimos
el subespacio suma como:

U+W={u+tweV:iuelUweW}

si ademds U N W = {0}, a esta suma la llamaremos
directa y la denotaremos por U & W.

(Grassmann) Sean U, V' subespacios vectoriales de E,
entonces:

dim(V +U) = dim(V) + dim(U) — dim(V N U)

Sean U y V dos espacios vectoriales. Diremos que una
funciéon T : U — V es una transformacién lineal si:

VAeK,\Vo,y e U T(Ax+y)=\T(z)+T(y)
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Sean T :U -V y F:V — W lineales. Luego FFo T
es lineal.

Sea T : U — V una transformacién lineal biyectiva,
diremos entonces que T es un isomorfismo. M&s ain
diremos que U y V son isomorfos y lo denotaremos por
U = V. Por tltimo = es una relacién de equivalencia.

Sea T : U — V una transformacién lineal, definimos
los siguientes subespacios asociados a T":

KerT
ImT

{reU:T(x) =0} =T"({0})
{T(w)eV:iuelU}=TU)

Sea T una transformacién lineal definimos el rango y
la nulidad de T' como:
rango(T) = dim(Im(7))
nll(7) = dim(Ker(7T))

Sea T transformacién lineal. Entonces 7' es inyectiva
si y sélo si KerT' = {0}.

Sea T : U — V funcién lineal inyectiva. Entonces si
A CU esli. T(A) también lo es.

(del Nucléo-Imagen) Sea T : U — V una transforma-
cién lineal donde dim U < oo, entonces:

dim U = rango(T) 4+ null(T")

Sea T : U — V lineal.
1. SidimU =dimV:

T inyectiva <= T sobreyectiva <= T biyectiva

2. Si dimU > dimV, entonces T" no puede ser in-
yectiva.

3. SidimU < dim V' no puede ser sobreyectiva.

Dos espacios E' y V de dimensién finita son isomorfos
si y sélo si dim £ = dim V.

Toda transformacién lineal 7' : U — V queda deter-
minada por su accién sobre bases. Es decir si:

q
T(Uj) = Z aijvi
=1
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Donde u; € Sy v v; € By son elementos de la base de
U y V respectivamente. A la matriz

(Mpy 8y (T)ij

la llamaremos matriz representante de la transforma-
cién lineal.

= aij

Sean U y V dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo, definimos el siguiente espacio vectorial (con
las operaciones suma y composicién):

LUV)={T:U =V :T es lineal}
y dimV = ¢, entonces tenemos

= Mipy(K).

Sean Mg, g, (L) v Mg, g, (T') matrices representantes

de las transformaciones L y T, entonces :

MﬂUBv (L © T) = Mﬂvﬁw (L>MﬁU6V (T)

T es invertible si y sélo si Mpp/(T) lo es, en dicho
caso:

Mpp/(T~") = Mpp/(T)™*
Sea A € M,,,,(K). Las siguientes son equivalentes:

1.
2.

A es invertible.
T4 : K® — K" definida por T4 (x) = Ax es biyec-
tiva.

El conjunto {A.;}_; es base de K".



