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Recordemos:

s Sean U y V dos espacios vectoriales. Diremos que s Sea T : U — V una transformacion lineal, definimos

una funcion T : U — V es una transformacién lineal
Si:

YAXeKVo,ye U Tz +y) =\T(z)+T(y)

Sea T : U — V lineal. Entonces:

1. T(0) = 0.

SeanT :U — V y F:V — W lineales. Luego F'oT
es lineal.

Sea T': U — V una transformacion lineal biyecti-
va, diremos entonces que 1" es un isomorfismo. Mas
atun diremos que U y V son isomorfos y lo denota-
remos por U = V. Por dltimo 2 es una relaciéon de
equivalencia.

los siguientes subespacios asociados a T

KerT' = {zeU:T(z)=0}
ImT = {T(w)eV:ueU}

Sea T una transformacién lineal definimos el rango
y la nulidad de T' como:

rango(T) = dim(Im(7"))
null(7) = dim(Ker(7T))
Sea T transformacién lineal. Entonces T es inyectiva

siy sélo si KerT' = {0}.

Sea T : U — V funcién lineal inyectiva. Entonces si
A CU esli. T(A) también lo es.

P1. [Varios]

a) Demuestre que las siguientes transformaciones son lineales:
1) tr: Mpn(R) = R.
2) t: Mpp(R) = M, (R), definida por t(A) = A*.

3) T :R* = Moy(R), definida por T(x,y, z,w) = ( * yruw >

20 +2y+z+w x+y+z)
b) Encuentre Ker y null para las transformaciones anteriores.
¢) Encuentre Im y rango para 1) y 2).

P2. [Propiedades de del nicleo y la imagen)|
Sea f : U — U lineal. Demuestre que:

a) fof=0 < Im(f) C Ker(f).

)
b) Encuentre una transformacion lineal que verifique Ker(f) = Im(f).
¢) fof=f = U=Ker(f)®Im(f).
)

d) Pruebe que si V' 'y W son subespacios de U tal que V@& W = U, entonces 3T : U — U lineal e idempotente tal

que Ker(T) =V y Im(T) = W.
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P3. [P1 Examen, Ao 2012]

Sea:
S - <

b) Sea T : R* — R* una aplicacién lineal tal que Ker(T) = S y:
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a) Encuentre una base de S.
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¢) Determine explicitamente T

d) Determine la dimensién de Im(7T") y encuentre una base Im(7T').

P4. [Caracterizacién de Isomorfismo]
La idea de este problema es probar el siguiente teoremas:

Teorema. Dos espacios E y V' de dimension finita son isomorfos si y solo si dim E = dim V.

Para esto proceda como sigue:

a) Muestre que dim K" = n.

b) Sea E un espacio vectorial tal que dim E' = n. Pruebe que E = K.

¢) Pruebe que si T : E — V es un isomorfismo y B = {b1,ba,...,b,} es una base de E, entonces T(B) es una

base de V.
d) Concluya.

P5. [P2 Control 5, Aio 2000]

Sean U y V espacios vectoriales tales que dim(U) = n y dim(V) = m. Definimos U ® V' como el espacio vectorial
(U x V,+,-), donde + y - estan definidos por coordenadas, es decir para u,uj,us € Ey v,v;,v9 € Fy Ae R :

(u1,v1) + (u2,v2) = (u1 + uz,v1 + v2) Au,v) = (Au, Av)
Obs: No es necesario verificar que U @ V' es un espacio vectorial.
a) Sea f:U — V una funcién. Definimos su grafo por:
Gy ={(u,v) €U xV: f(u) =v}

Muestre que f es lineal si y sélo si Gy esuns.e.v.de U® V.
b) Demuestre que ({0} x V) esun s.e.v.de U ® V.
¢) Sea f:U — V lineal. Demuestre que Gy & ({0} x V) =U® V.

d) Suponga ahora que U y V son s.e.v. de W tal que U NV = {0}. Demuestre que U @ V =

UsV.



