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P1. [Varios]

a) Encuentre bases y dimensiones de C como espacio vectorial sobre C y de C como espacio vectorial sobre R.
b) Sea V un espacio vectorial tal que dimV = n. Sean S, T y U subespacios vectoriales de V tales que:

S ∩ T = S ∩ U S + T = S + U T ⊆ U

Demuestre que T = U .
c) Sea S ⊆Mnn(R) el subespacio de las matrices simétricas de n× n. Encuentre dimS.
d) Sea A ⊆ Mnn(R) el subespacio de las matrices antisimétricas de n × n. Demuestre que Mnn(R) = S ⊕ A.

Calcule dimA.

Solución 1.

a) Para CC notemos que el conjunto {1} es l.i. y que:

〈{1}〉 = {z · 1 ∈ C : z ∈ C} = C

Por tando dimCC = 1. Por otra parte para CR consideremos el conjunto {1, i}, este es l.i. y además:

〈{1, i}〉 = {a+ bi ∈ C : a, b ∈ R} = C

Por tanto dimCR = 2.
b) Ocupando la fórmula de Grassmann tenemos:

dim(T ) = dim(S + T ) + dim(S ∩ T )− dim(S)
= dim(S + U) + dim(S ∩ U)− dim(S)
= dim(U)

Luego T es un s.e.v. de U de la misma dimensión. Por tanto T = U .
c) Notemos que las matrices simétricas son de la forma:

a b c · · ·
b d e · · ·
c e f · · ·
...

...
...

. . .

 = a


1 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ b


0 1 0 · · ·
1 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ c


0 0 1 · · ·
0 0 0 · · ·
1 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ · · ·

Donde el conjunto de matrices de la derecha es l.i. (no podemos formar ninguna matriz como combinación
lineal de otras), y además genera a S por tanto es una base. Para contar los elementos basta notar que hay
que contar los elementos de la parte superior de la matriz. Notemos el siguiente patrón:

. . .
...

...
...

· · · 1 2 3
· · · − 1 2
· · · − − 1


Luego la dimensión es la suma de los primeros n naturales, por tanto:

dimS = n2 + n

2
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d) Veamos primero que están en suma, es decir todo elemento deMnn(R) se puede escribir como un elemento
de A más uno de S. En efecto notemos que para toda matriz M ∈Mnn(R):

M = 1
2(M +M t)︸ ︷︷ ︸

∈S

+ 1
2(M −M t)︸ ︷︷ ︸

∈A

Luego hay que ver que A ∩ S = {0}, en efecto si una matriz A está en la intersección, verifica aij = aji
y aij = −aji a la vez, combinando ambas ecuaciones tenemos aij = 0, concluimos que A = 0 y que
Mnn(R) = S ⊕A. Ocupando la fórmula de Grassman:

dim(S ⊕A) = dimS + dimA
n2 = n2+n

2 + dimA
n2−n

2 = dimA
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P2. [Completación de Base]

a) Sea I ⊆ E linealmente independiente. Demuestre que:

x /∈ 〈I〉 ⇐⇒ I ∪ {x} es l.i.

b) Considere los siguientes subconjuntos de espacios vectoriales con sus operaciones usuales:

A = {x3 + 2x+ 1, 2x+ 3} ⊆ P3 B =
{(

1 2
4 5

)
,

(
0 2
0 5

)
,

(
1 0
0 1

)}
⊆M22(R)

Se sabe que A y B son l.i. en sus respectivos espacios. Extienda cada conjunto hasta encontrar una base de su
respectivo espacio.

Solución 2.

a) Demostraremos que si I es linealmente independiente:

x ∈ 〈I〉 ⇐⇒ I ∪ {x} es l.d.

Además para ahorrar notación enumeremos los elementos de I, esto es I = {v1, v2, . . . , vn}.
( =⇒ )
Notemos que si x ∈ 〈I〉, entonces:

x =
n∑
i=1

λivi

Luego como uno de los elementos de I ∪ {x} (en particular x) se puede escribir como combinación
lineal de los otros elementos de I ∪ {x}, el conjunto es linealmente dependiente.
(⇐= )
Si I ∪ {x} es l.d., entonces existen λ1, . . . , λn+1 no todos nulos, tal que:

λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λnvn + λn+1x = 0

Nos gustaŕıa que λn+1 fuese distinto de cero. Supongamos en busca de una contradicción que λn+1 = 0,
luego:

λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λnvn = 0

Donde λ1, . . . , λn no son todos nulos, esto contradeceŕıa el hecho que I es linealmente independiente.
Como λn+1 6= 0, entonces:

x =
n∑
i=1
− λi
λn+1

vi

Es decir x se puede escribir como combinación lineal de elementos de I y por ende x ∈ 〈I〉.
b) La idea en general es usar la proposición de la parte a) repetidas veces para expandir nuestros conjuntos

hasta alcanzar la dimensión del espacio (luego concluiŕıamos pues tendŕıamos un conjunto l.i. de dimensión
igual al espacio).
1) Notemos que

〈A〉 = {αx3 + 2(α+ β)x+ α+ 3β : α, β ∈ R}

Sea p1 /∈ 〈A〉, por ejemplo tomemos p1 = x2, por a) B ∪ {p1} es linealmente independiente. Sea ahora
p ∈ 〈B ∪ p1〉, entonces

〈A ∪ {p1}〉 = {αx3 + γx2 + 2(α+ β)x+ α+ 3β : α, β, γ ∈ R}

Tomemos p2 /∈ 〈B∪{p1}〉, como por ejemplo p2 = x+1. Luego B∪{p1, p2} es linealmente independiente
de cardinal igual que la dimensión del espacio (dimP3 = 4) y por tanto base.
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2) De la misma manera:

〈B〉 =
{(

α+ γ 2(α+ β)
4α 4α+ 5β + γ

)
: α, β, γ

}
Tomemos un X /∈ 〈B〉, como por ejemplo X =

(
0 0
0 1

)
, luego C ∪ {X} es base.
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P3. [P3 Control 2, Año 2013]
Sea V ⊆M33(R) el espacio de vectorial de las matrices triangulares superiores. Se define:

W = {A ∈ V : la suma de cada fila de A es cero}

a) Pruebe que W es subespacio vectorial de V .
b) Pruebe que:

G =


1 0 −1

0 0 0
0 0 0

 ,

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 1 −1
0 0 0

 ,

1 −1 0
0 0 0
0 0 0


es un generador de W .

c) Extraiga de G una base para W .
d) Sea U = {A ∈M33(R) : A es diagonal}. Pruebe que V = W ⊕ U .

Solución 3.

a) Es claro que W 6= ∅ (pues 0 ∈W ). Sean A,B ∈W , λ ∈ R, luego:

λA+B =

λa λb λ(−a− b)
0 λd λ(−d)
0 0 0

+

f g −f − g
0 h −h
0 0 0


=

λa+ f λb+ g λ(−a− b)− f − g
0 λd+ h λ(−d)− h
0 0 0


Lo último está en W pues sus filas suman 0.

b) Basta con ver que todo elemento de W se puede escribir como una combinación lineal de elementos de G.
En efecto:a b −b− a

0 c −c
0 0 0

 = a

1 0 −1
0 0 0
0 0 0

+ b

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

+ c

0 0 0
0 1 −1
0 0 0

+ 0

1 −1 0
0 0 0
0 0 0


c) Notemos que como no ocupamos la última matriz en generar a W tenemos que:〈

1 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ,

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 1 −1
0 0 0


〉

= W

Faltaŕıa demostrar que son l.i., en efecto:

a

1 0 −1
0 0 0
0 0 0

+ b

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

+ c

0 0 0
0 1 −1
0 0 0

 =

a b −b− a
0 c −c
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


De donde se concluye que a, b, c = 0 y por tanto el conjunto es l.i. y base.

d) Veamos primero que W ∩ U = {0}, en efecto sea A ∈W ∩ U , como A es diagonal tenemos que:

A =

a 0 0
0 b 0
0 0 c


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Además como cada fila debe sumar 0 tenemos que a = 0, b = 0 y c = 0, por tanto A = 0, más aún
A ∈W ∩U . Para ver que V = W ⊕U tenemos que demostrar que toda matriz en V se puede escribir como
la suma de una en W y una en U , basta notar que:a b c

0 d e
0 0 f

 =

a+ b+ c 0 0
0 d+ e 0
0 0 f


︸ ︷︷ ︸

∈U

+

−b− c b c
0 −e e
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

∈W

De donde concluimos que V = W ⊕ U .
Obs: Otra forma de hacer esto es demostrar que dim(W ⊕ U) = 6, luego seŕıa un subespacio de igual
dimensión a V y por tanto V = W ⊕ U.
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P4. [Bases]
Sea E un espacio vectorial tal que dim(E) = n.

a) Diremos que B es l.i. maximal si B es linealmente independiente y para todo x ∈ E, el conjunto B ∪ {x} es
linealmente dependiente. Demuestre que:

B es l.i. maximal ⇐⇒ B es base

b) Diremos que B es un conjunto generador minimal si 〈B〉 = E y para todo x ∈ B, tenemos que 〈B \ {x}〉 6= E.
Demuestre que:

B es generador minimal ⇐⇒ B es base
Hint: Demuestre que si D es linealmente dependiente, entonces ∃x ∈ D tal que 〈D \ {x}〉 = 〈D〉.

c) Sea B = {b1, . . . , bn} una base de E. Demuestre que:

E =
n⊕
i=1
〈bi〉 = 〈b1〉 ⊕ 〈b2〉+ . . .+ 〈bn〉

Solución 4.

a) (⇐= )
Si B es base, entonces es linealmente independiente. Además |B∪{x}| = n+1 > n y por tanto B∪{x}
es linealmente dependiente.
( =⇒ )
Nos falta con probar que es generador. Supongamos que no lo es, es decir 〈B〉 6= E, luego tenemos que
existe x /∈ 〈B〉, por la P2 parte a) sabemos que B ∪ {x} es l.i., lo que contradice el hecho que B era
l.i. maximal.

b) (⇐= )
Si B es base, entonces 〈B〉 = E. Supongamos que 〈B \ {x}〉 = E, en este caso tenemos que B \ {x}
es una base (pues es generador y al ser subconjunto de un l.i. es l.i.), esto contradice el hecho de que
todas las bases tienen el mismo cardinal, por tanto 〈B \ {x}〉 6= E.
( =⇒ )
Probemos primero el hint. En efecto si D es l.d., entonces existe un elemento que se puede escribir
como combinación lineal de los otros, llamemos a dicho elemento x y al resto como {v1, . . . , vk}, luego:

x =
k∑
i=1

λivi

Luego:

〈D〉 =
{

k∑
i=1

µivi + µk+1x : µi ∈ R

}

=
{

k∑
i=1

µivi + µk+1

k∑
i=1

λivi : µi ∈ R

}

=


k∑
i=1

(µi + µk+1λi)︸ ︷︷ ︸
ci

vi : µi ∈ R


=

{
k∑
i=1

civi : µi ∈ R

}
= 〈D \ {x}〉
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Demostremos el resultado buscado. Nos falta ver que el conjunto B es l.i., supongamos entonces que
es linealmente dependiente. Al ser linealmente dependiente existe un x ∈ B tal que 〈B \ {x}〉 6= E,
lo que contradice el hecho de que B es generador minimal. Concluimos que B es l.i., además como es
generador es base.

c) Razonemos por inducción sobre la dimensión del espacio.
Caso Base: (n = 2)
Demostremos primero que 〈{b1}〉 ∩ 〈{b2}〉 = {0}. En efecto si x ∈ 〈{b1}〉 ∩ 〈{b2}, entonces x = λ1b1 y
x = λ2b2, notemos que si λ1 6= 0, entonces b1 = λ2

λ1
b1 , lo que contradeciŕıa la independencia lineal de

{b1, b2}, por tanto x = 0 y 〈{b1}〉∩ 〈{b2}〉 = {0}. Para lo otro notemos que si x ∈ E, entonces se puede
escribir como combinación lineal de elementos de la base, es decir:

E = {x = λ1b1 + λ2b2 : λi ∈ R}
= {x = µ1u+ µ2v : µ ∈ R, u ∈ 〈{b1}〉, v ∈ 〈{b2}〉}
= 〈{b1}〉 ⊕ 〈{b2}〉

Hipótesis Inductiva:
Si E es un espacio tal que B = {b1, . . . , bn} es una base de E, entonces E =

⊕n
i=1〈bi〉.

Paso Inductivo:
Consideremos E un espacio tal que B = {b1, . . . , bn+1} es una base de E. Definamos B′ = {b1, . . . , bn},
queremos probar que:

E = 〈B′〉 ⊕ 〈{bn}〉

Probemos primero que intersectan en cero, en efecto sea x ∈ 〈B′〉 ∩ 〈{bn}〉. Luego x =
∑n
i=1 λibi y

además x = λn+1bn+1, notemos que si λn+1 6= 0 entonces:

bn+1 =
n∑
i=1
− λi
λn+1

bi

Lo que contradeceŕıa la independencia lineal de B, por tanto x = 0 y más aún 〈B′〉 ∩ 〈{bn}〉 = {0}.
Para ver que estan en suma, recordemos que todo elemento de E se puede escribir como combinación
lineal de elementos de la base, luego:

E =
{

n∑
i=1

λibi + λn+1bn+1 : λi ∈ R

}
= {µ1v + µ2u : µ ∈ R, v ∈ 〈B′〉, u ∈ 〈{bn+1}〉}
= 〈B′〉 ⊕ 〈{bn}〉

Notemos además que como 〈B′〉 es un espacio de dimensión n tenemos que 〈B′〉 =
n⊕
i=1
〈{bi}〉, concluimos

entonces que:

E = 〈B′〉 ⊕ 〈{bn}〉 =
n+1⊕
i=1
〈{bi}〉
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P5. [P3 a) Control 5, Año 2004]
Consideremos el espacioMnn(R) dotado de las operaciones usuales sobre R. Sea A ∈Mnn(R) y V ⊆ Rn, definimos:

A(V ) = {Ax : x ∈ V }

a) Pruebe que si A ∈Mnn(R) y V es s.e.v. de Rn entonces A(V ) también es s.e.v. de Rn.
b) Sean V y W s.e.v. de Rn tales que V ⊕W = Rn. Pruebe que si A ∈ Mnn(R) es invertible, entonces A(V ) ⊕

A(W ) = Rn.
c) Sean V y W s.e.v. de Rn tales que V ⊕W = Rn. Pruebe que si A(V )⊕A(W ) = Rn, entonces A es invertible.

Solución 5.

a) Sean ~x, ~y ∈ A(V ) y λ ∈ R, queremos probar que λ~x + ~y ∈ A(V ). Supongamos ~x = Ax y ~y = Ay, con
x, y ∈ V . Luego:

λ~x+ ~y = λAx+Ay = A (λx+ y)︸ ︷︷ ︸
∈V

∈ A(V )

b) Como A es invertible, la función f(x) = Ax es una biyección de Rn → Rn. Por tanto todo r ∈ Rn se puede
escribir como At ∈ Rn para algún t ∈ Rn, este t ademas se puede escribir de la forma t = v +w con v ∈ V
y w ∈W . Es decir:

r = At = A(v + w) = Av +Aw

De donde tenemos Rn = A(V ) +A(W ). Luego hay que ver que A(V )∩A(W ) = {0}.Definamos f(x) = Ax,
notemos que f(V ) = A(V ) y f(W ) = A(W ). Luego como f es biyección (pues A es invertible) tenemos:

A(V ) ∩A(W ) = f(V ) ∩ f(W ) = f(V ∩W ) = f({0}) = {0}

De donde tenemos finalmente que Rn = A(V )⊕A(W ).
c) Como Rn = A(V ) +A(W ), tenemos que todo r = Av+Aw = A(v+w), es decir la función f(x) = Ax con

f : Rn → Rn es sobreyectiva, con lo que concluimos que A es invertible.
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