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Recordemos:
Def: Llamamos (V,+, ·) un espacio vectorial sobre F si

para todo u, v, w ∈ V y λ, µ ∈ F, se verifican las
siguientes propiedades:

• (V,+) es grupo abeliano y F un cuerpo.
• λu ∈ V .
• (λ+ µ)u = λu+ µu.
• λ(u+ v) = λu+ λv.
• λ(µu) = (λµ)u.
• 1Fu = u.

Def: Sea un espacio vectorial V sobre un cuerpo K. Dire-
mos que U 6= ∅, es un subespacio vectorial de V si y
sólo si:

1. ∀u, v ∈ U , u+ v ∈ U .
2. ∀λ ∈ K, ∀u ∈ U , λu ∈ U .

Pro: Sean U, V subespacios vectoriales de E, luego U ∩V
es un subespacio vectorial de E.

Pro: E es subespacio vectorial de un espacio vectorial VF
si y sólo si:

∀x, y ∈ E ∀λ ∈ F x+ λy ∈ E

Def: Sea {vi}n
i=1 ⊆ V un conjunto de vectores y

{λi}n
i=1 ⊆ K un conjunto de escalares. Llamaremos

combinación lineal a la siguiente suma ponderada:

n∑
i=1

λivi

Def: Sean {v1, . . . , vn} ⊆ V con V espacio vectorial. De-
finimos el generado por A como:

〈{v1, . . . , vn}〉 =
{
v ∈ V : v =

n∑
i=1

λivi, λi ∈ K

}

Pro: 〈{v1, . . . , vn}〉 es un subespacio vectorial de V ,
además es el subespacio vectorial más pequeño que
contiene a {v1, . . . , vn}.

Def: Diremos que un conjunto de vectores X =
{x1, . . . , xn} es linealmente independiente si:

n∑
i=1

λixi = 0 =⇒ λi = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}

Donde λi son escalares.

Def: Diremos que un conjunto de vectores X =
{x1, . . . , xn} es linealmente dependientes si existen
{λ1, . . . , λn} escalares, no todos nulos tal que:

n∑
i=1

λixi = 0

Teo: En Rn, m > n vectores son siempre linealmente de-
pendientes.

P1. [Varios de Espacios Vectoriales]

a) Muestre que (P(X),∆, ·) sobre Z2 es un espacio vectorial. Donde X es un conjunto fijo y · esta definido de la
siguiente manera:

∀A ⊆ X : 1 ·A = A y 0 ·A = ∅

b) Sea E un espacio vectorial y V,U ⊆ E subespacios vectoriales de E. Demuestre que V ∪U es un subespacio de
E si y sólo si V ⊆ U o U ⊆ V .

c) Demuestre que K sobre F es un espacio vectorial. Donde K es un cuerpo y F ⊆ K un subcuerpo de K.
Obs : De esto se deduce que R sobre Q, C sobre Q y C sobre R son espacios vectoriales.
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P2. [Varios de Independencia Lineal]
Justifique si los siguientes conjuntos son linealmente independientes o dependientes:

a) Las columnas de una matriz A ∈Mnn(R) invertible en el espacio (Rn,+, ·).
b) Tres puntos colineales en R3 en el espacio (R3,+, ·).

c)
{

k∑
i=0

xi ∈ Pn : k ≤ n
}

en el espacio de los polinomios de grado a lo más n (Pn) con las operaciones usuales.

d) {sin2(x), 2x, ex, x+ 1, cos2(x)} en el espacio de las funciones a valores reales con las operaciones usuales.

P3. [P1 b1) Control 1, Año 2014 + P3 a) y b) Control 2, Año 2012]

a) Sea V el conjunto de las matrices de 3× 3 con coeficientes reales definido por:

V =

A ∈M33(R) : A =

a b b
b a b
b b a

 , a, b ∈ R


Demuestre que V es un subespacio vectorial de M33(R).

b) Definimos:

Wa = {A ∈Mnn(R) : tr(A) = a} tr(A) =
n∑

i=1
aii

Demuestre que Wa es un s.e.v. de Mnn(R) si y sólo si a = 0.
c) Sean p, q ∈ Pn tales que {p, q} es linealmente independiente. Demuestre que {p, q, pq} es linealmente indepen-

diente si y sólo si grado(p) ≥ 1 y grado(q) ≥ 1.

P4. [Encuentre un generador]
Encuentre un generador para los siguientes espacios vectoriales si n = 3 y en el caso general.

a) U = {A ∈Mnn(R) : Aes simétrica}
b) V = {p(x) ∈ Rn[x] : p(−1) = 0}
c) W = {x ∈ Rn : 〈x, e1〉 = 〈x, en〉} , donde ei es un vector de sólo ceros salvo en la coordenada i.

P5. [P2 Control 2, Año 2014-β]

a) Considere en R2 las siguientes operaciones ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2 y ∀λ ∈ R:(
x
y

)
⊕
(
x′

y′

)
=

(
x+ x′ − 2
y + y′ − 1

)
λ�

(
x
y

)
= λ

(
x− 2
y − 1

)
+
(

2
1

)
Demuestre que R2 dotado de las operaciones anteriores es un e.v. sobre R.

b) Sea V = P5(x) el R-espacio vectorial de los polinomios con grado menor o igual que 5 con coeficientes en R.
Demuestre que:

W = {p ∈ P5 : p′(x) + p′′′(x) = 0}

es un subespacio vectorial de V .
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