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1. Algebra de Matrices

P1. (a) Sea C una matriz de M, (R) que cumple que C* = —C. Demuestre que ¢;; = 0 Vi € {1,...,n}.
(b) Sean A, B € M,,,(R) demuestre que AB es invertible < A y B son invertibles.

P2. Sea J e M,,(R) talque J=[: . | yee M, (R)talquee=|:
1 ... 1 1

(a) Pruebe que Je =ney J?=nJ.
(b) Sea a # L. Calcule 3 tal que (I — )™t =1+ 3J.
(c) Sea a =1 verifique que (I — aJ)e = 0.

P3. Sean A, B € M,,,(R) tal que AB = BA. Pruebe que:

a = , Vn e N.

(a) A"B = BA", Vn €N

(b) A'B! — B'A!,

(c) Si Ay B son invertibles, entonces A=!B~! = B=1A~L

P4. Sea A € M,,,,(R) una matriz fija que verifica A*> = 0. Considere el conjunto:
)\2
G={M(\) € Mp,(R): X€R}, con M(\) =1+ A+ ?AQ

(a) Muestre que M (A + 8) = M(A\)M(B).

(b) Demuestre que (G, ) es un grupo abeliano, donde - es el producto usual de matrices. Determine de manera

explicita M ()~
Hint: Estudie quién es M(0).

P5. (a) Se dice que una matriz cuadrada es idempotente si A2 = A. Sean A y B dos matrices cuadradas idempotentes

de la misma dimensién. Probar que A + B es idempotente si y sélo si AB = —BA.
(b) Considere la matriz:
1 1 1 1 1
1 z 22 23 2t
1 22 4 »6 Z2(n—1)
A)=11 23 28 29 Z3(n—1)
1 =l ,2(n-1)  L3(n-1) . Z(n.—l)z

donde z € C. Demostrar que si zp es una raiz n—esima de la unidad distinta de 1 entonces A(zp) es invertible

y se satisface la relacién A(z; ') = nA~1(z).
n—1
Hint : Puede ser 4til el hecho que si z # 1 es una raiz n—esima de la unidad, entonces », z* = 0.
i=1



2. Sistemas de Ecuaciones y Calculo de Inversas

P6. Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

pPr.
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Po9.
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(a) Escriba el sistema en forma matricial.
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(b) Encuentre a y 8 de modo que el sistema tenga:

(i) Una solucién.
(ii) Infinitas soluciones.
(iii) Ninguna solucién.

(c) Para el caso (i) y (ii) encuentre explicitamente el conjunto solucién.

Sea el sistema:

(a1
z1
A
T

Encontrar valores de a y 3 tal que:

(a) No exista solucion.
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3374 =
B—a)ry =
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3%4 =

(b) Existan infinitas soluciones y calcule el conjunto solucién.

\
+ 0

(c) Exista una unica solucién. Calcule dicha solucién para el caso a = § = 1.

Considere A € My4(R) definida por:

Argumente por qué A es invertible y calcule A~!.

Considere las matrices

1
A=|1
0

R
= o O

(a) Pruebe que P es invertible y calcule P~1.

(b) Pruebe que A= PDP!.

(c) Utilizando lo anterior calcule A'°.
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3. Geometria

P10. (a) Sea P € R3 un punto y I € R3 un plano (P ¢ II). Llamaremos S(P) al punto simétrico de P con respecto al

plano II. (PP’ LIl y d(P, P') = d(P’,S(P)), ver figura).
Si @ € II es un punto cualquiera sobre el plano, demuestre que d(P, Q) = d(S(P), Q).

P

S(p) ¥

(b) Considere el plano IT C R? y A, B € R? dos punto ubicados al mismo lado del plano II. Muestre que el punto
R € II tal que d(A, R) + d(B, R) es minima, se obtiene como la interseccién del plano II con la recta que une
los puntos S(A) con B.

-3 -1 1
P11. Sea P=| 2 | y II; el plano que pasa por el origen y tiene por directores D1 = | 2 | y Do = | —1
2 1 0

(a) Calcule la proyeccién ortogonal Py de P sobre el plano IIj.

(b) Calcule la ecuacién de la recta L que ese obtiene como la interseccién de II; con el plano II; de ecuacién
T+ 2y =2.

(c) Calcule la proyeccién ortogonal de Py sobre la recta L.

(d) Calcule la distancia de P a la recta L.

P12. (a) Considere:

1 1 10 1 3 —2 3
m: (1] +8 (2] +S |2 ). i:x[2],2o: 1] +6[3|yo=|5
1 5 —7 2 1 3 7

(i) Calcule la ecuacién del plano II; que contiene a Ly y Lo.
(ii) Encuentre la interseccién entre II y II;.

)

)
(iii) Calcule la distancia de @ al plano II; y a L.
(iv) Encuentre la ecuacién del plano Iy que es paralelo a IT y pasa por Q.
)

(v) Calcule la distancia entre IT y TIs.

U1
(b) Considere 7 € R? con ¥ = | va |. Encuentre el conjunto de todos los vectores ortogonales a @ # 0 especificando
U3
de qué tipo de conjunto se trata y, de ser posible, determine su ecuacién vectorial y cartesiana.

1
P13. Sea P = | —1 | y II el plano de ecuacion carteisana x1 — xo + x3 = 1
1

(a) Encuentre la ecuacién vectorial y normal de II.

(b) Encuentre la ecuacién de la recta L que es perpendicular a IT y pasa por P. Pruebe que L pasa por el origen.



