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P1. [Varios]

a) Considere el plano de ecuacién:

z+y+z=1
Encuentre su ecuacién paramétrica.
b) Considere la recta:
1 0
L:{0J+A[1], XXeR
0 1

Encuentre su ecuacion cartesiana.

Solucién 1.
a) Tenemos que agregar dos variables libres para obtener la ecuacién paramétrica. Tomando:
Yy=3s z=1 s,t €R
Tenemos que x = 1 — s — . Luego escribiendo en forma pardmetrica:

1 -1 -1
=|0])+4+s| 1 | +t] O s, t € R
0 0 1

II :

n ey

Se puede hacer de otra forma: Notamos que A = (1,0,0)!, B = (0,1,0)* y C = (0,0,1)" son tres puntos
no colineales del plano y por tanto su ecuaciéon esta dada por I1: A+ s(B — A) +t(C — A). Reemplazando

tenemos
T 1 -1 -1
II: |yl =10 +s| 1 |4+t] O s, t e R
z 0 0 1

De donde vemos que da lo mismo cual método hubiesemos ocupado.

b) Notemos que como:

x 1 0
L:ly|=10]+X]1], XXeR
z 0 1
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
r = 1
y = A
z = A

Recordemos que queremos llegar a la interseccién de dos planos, es decir queremos eliminar a la variable
extra A. Notemos que la segunda y tercera ecuacién se pueden condensar en y = z. Luego:

L:{IZl
y==z

Que seria su ecuacién cartesiana.
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P2. [Puntos, Rectas y Planos]
Considere el plano II; y los puntos P,Q y R:

1 -1 0 0 1 —1
s (2] +s| 2 | +¢[1] steRr P=|0 Q=1 R=1[1
4 1 1 0 0 1

a) Demuestre que P, @ y R no son colineales. Construya un plano IT; que contenga a estos tres puntos encontrando
su ecuacién paramétrica y cartesiana.

b) Describa el conjunto L = II; N TI5. ;Qué forma tiene este conjunto?

¢) Obtenga la ecuacién paramétrica del plano IIy que pasa por p; y es ortogonal a L.

Soluciéon 2.

a) Notemos que:

-1 1
R=|1]¢PQ={[1]:2eRr
1 0

Con lo que concluimos que P,@Q y R no son colineales. Luego tenemos que la ecuacién de Ily serd:

1 -1
IIy: P+s(Q—P)+t(R—P)=s|1|+¢t| 1 s,teR
0 1
Encontremos ahora la ecuacién cartesiana:
r = s—1
— s+t — T T 577 — rtz=y—2
Y Yy = S+z
z =1
De donde tenemos Iy : ¢ — y + 22 = 0.
b) Busquemos primero la ecuacién cartesiana de II;:
vo= L= = 2421—a)+t
y = 2425+t = 7 = rilowa = y-2-2l-a)=z-d-lta
z = 4+s+t o
De donde tenemos II; :  + y — 2z = —1. Por tanto la ecuacion de L es:

r—y+2z2=0

LHlmHQ{
r+y—z=-1

Dejando z = A como variable libre, tenemos:

_ =1-) 1 1
ro= 2 T3 2
y = 771;& = L:|—-5]+A % AeR
z = A 1

¢) Notemos que basta con encontrar dos vectores (no paralelos) ortogonales a la direccién de L y luego usarlos
como directores a partir de nuestro punto. Recordando la condicién de ortogonalidad:

o\ [
< do >:0:>—d1+3d2+2d3:0
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3 0
Por tanto basta tomar dos vectores no paralelos que verifiquen esto, por ejemplo [ 1] y | —2 |. Luego la
3
ecuacién paramétrica es:
1 3 0
Mo: 12 +s|1)]+t] -2 s,teR
4 0 3
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P3. [P3 Control 1, Afio 2015-4]
Sean Ly y Lo los conjuntos solucion de los sistemas:

A D L e R A . acR
ar+y+2=0 z+y+z2+2=0

a) Determine los valores de o para que Ly y Lo sean rectas.
b) Escriba sus ecuaciones vectoriales.

¢) Determine la interseccién entre ellas.

Solucién 3.

a) Tratemos de escribir de inmediato las ecuaciones vectoriales de Ly y Lo. Para la primera tomemos x como
variable libre (es decir despejemos y y z en terminos de z):

r = X r = S8
y = z(l—-a)—-1 = y = —-1+s(l—a)
z = 1—2x z = 1—s

Luego la ecuacién vectorial de Ly seria:

0 1
Li:|-1]+s|l—«
1 -1

Lo que es una recta para todo valor de a. Para Lo tomaremos como variable libre y.

3 _ 3
z 20—1 T = 251
_ 1—2a)y—4a—1 _ —4a—1 1—2«
2= 20—1 Z = Sa-1 Tlaat

Por lo tanto Lo tiene la siguiente ecuaciéon vectorial:

3
200—1 0
Loy : 0 +1 1
—4da—1 12«
2a—1 2a—1

Lo anterior solo tiene sentido si « # %, notemos que si a = % entonces Lo nos quedas:

L Jr+y+z=1
Lo =
r+y+2+2=0

Lo que es vacio y por tanto Ly es recta si y sélo si o # %
b) Ya las encontramos en la parte a).

¢) Tenemos el sistema de ecuaciones:

z+z = 1
ar+y+z = 0
2c +y+2z = 1

z+y+z2z+2 = 0

Multiplicando la segunda ecuacién por 2 y restandole la tercera llegamos al siguiente sistema:

z+z =1
y+z = -1
r+y+z+2 = 0
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Este es un sistema lineal de 3 x 3 resolviendolo tenemos que z = —1, y = —3 y z = 2. Reemplazando ahora
en las ecuaciones que contienen « tenemos:

—-a—1 = 0
—2a—-1 =1
De donde vemos que la interseccién solo ocurre si ademas o = —1.
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P4. [Norma y Producto Punto]

a) Demuestre el teorema de Pitadgoras mediante geometria lineal.

b) Considere el vector a = (1,1,...,1) y el vector b, = (1,2,...,n), ambos en R™. Sea 6,, el 4ngulo entre a y b,,.
Calcule lim 4,.
n—oo

¢) Sean a,b € R"™. Muestre que a y b son ortogonales si y sélo si ||a 4+ Ab|| > ||a| VA € R.

Solucioén 4.

a) Notemos que todo tridngulo rectdangulo esta definido por sus dos catetos, llamémoslos = e y luego basta
con probar:

lz +yl* = [l + lly]l*

En efecto:

lz+yll> = (@+y,z+y) =& z+y) + .z +y) = (@.2) + (@9 + @)+ ¥y =z + [yl* + 2(z,y)

Luego como z,y son ortogonales tenemos (z,y) = 0 con lo que concluimos.
Obs: En clases probamos que ||y — z||> = ||z]|* + ||y||?, esto es lo mismo pues basta notar que si x ey son
ortogonales, entonces ||y + z|| = ||y — z||.

b) Recordando la definicién de angulo entre vectores:

gl _ % V3 (n+1)

(a b> i=1
cos(6,) = = = S S L P
Bn) = TalTol — e 2 A i
n Z .]2 n
j=1

6

Calculando ahora el limite pedido:

S

, , (n + 1) \/§
lim 0, = arccos | — lim ————— | =arccos | — | =
n—00 2 n—o0 /212 +3n+1 2

lla + Ab]| > |
lla + Ab||® > |la|?
(a+ Ab,a+ A\D) > |lal?
lall”> +2Xa,b) + A2[[bl|> > [la]?
2X(a, b) + A?[|b||? > 0
Como lo anterior vale para todo A € R tomemos A = %
2(a,b) + oz [bl* > 0
(a,b) > =Bl
Ademas debe valer para \ = —% con n € NT,
—ala,b) + B2 = 0
(a,b) < galiblP?

Juntando ambas desigualdades y haciendo tender el n a infinito tenemos:

<<ab><wn_>—°°>0
o2n — V7T 2n

oo —|[bII?
% —_—

0

De donde concluimos {a,b) = 0 por tanto a y b son ortogonales.
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" (=)
Desarrollando tenemos:

lla + 0] = llall* + 2X{a, b) + N*[[b]|* = [la]|* + A*[[b]]* > [|a]®

Tomando raiz a ambos lados concluimos.
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P5. [P2 Control 1, Ano 2013]
Considere en R3 los puntos F, A, B,C' y el plano II:

2 1 0 0
F=12 A=10 B=|1 cC=10 Iiz4+y=-2
2 0 0 1

a) Si en el punto F' se ubica un foco que ilumina los puntos A, B y C, se pide determiner las sombras A’, B' y

C’ de tales puntos sobre el plano II. Es decir, determinar la interseccién de las rectas que pasan por los puntos
F—A F—ByF—C con el plano II.

b) Encontrar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por A’ y B’.

¢) Determinar la recta de interseccién del plano IT con el plano que contiene a los puntos A, By C.

Solucién 5.
a) Las rectas respectivamente estan dadas por:
Li:F+s(F—A) Ly:F+s(F—B) L3:F+uF-0)

Tenemos para A’:

x = 24X
y = 2420 = 2+NM)+24+2\)=-2 = A=-2
z = 242X\ M M

x y
Luego A’ = (0,—2,—2). Analogamente obtenemos B’ y C’. Para B”:

T = 242\
y = 24X = 24+20)+24+N)=-2 = A=-2
z = 242\ M "y
Para C':
T = 242\ 3
y = 242X :>(2+2)\)+(2+2)\):—2:>)\:—§
Por lo tanto:
-2 -1
B'=|0 C'=|-1
-9 1

b) Larecta L : A’ +¢(B' — A’) pasa por A’ y B’.
¢) Llamemos II; al plano que contiene a A, By C, luego II; : A+ s(B—A)+t(C —A) :

1 -1 -1
IL: {0} +s| 1 |+t 0
0 0 1

Encontremos la ecuacion paramétrica del plano:

r = 1l—s—1
y = s — x=1-y—2z = z+y+z=1
z =t

Luego el lugar geométrico buscado es:

L: T+y=-2 vo= 2oy
r+y+z=1

I
w
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Tomando y como variable libre tenemos:

De donde es claro que L es recta




