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P1. [Varios]
Considere los sistemas de ecuaciones:

2 + y — z = 8 2sinae — cosfS + 3tany = 3
-3 — y + 2z = -11 4sina + 2cosff — 2tany = 10
-2 4+ y + 2z = -3 6sinae — 3cosf + tany = 9

Escriba cada uno de forma matricial (Axz = b), luego (de ser posible), resuelva el sistema escalonando la matriz
aumentada (AD).

Solucién 1.

a) Escribiendo la forma matricial y la matriz aumentada queda :

2 1 —1 T 8 Al 2 1 -1 8
3 -1 2 ||y =11 3 1 2 | -1
-2 1 2 z -3 -2 1 2 -3
Escalonando la matriz aumentada tenemos:
2 1 1 8 B 2 1 -1 8
3 -1 2 |-11 Ja=hitfs, 3 -1 2 |-11
-2 1 2 -3 0 2 1 5
fo=2f1+f2 2 } 711 8
R 0 5 35 |1
0 2 1|5
. 2 1 —1]8
fa=—4fa+f3 0 % % 1
0 0 —-1]|1
fi=3h 1 % _% 4
S2=20, 01 1|2
f3:_f3 O O 1 71
De este ultimo sistema tenemos:
z = -1 z = -1
y+z = 2 = y = 3
ac—&—%y—%z = 4 r = 2

Obs: Notemos que con la notacion de filas anterior podemos recuperar facilmente las matrices elementales
usadas, en este caso serian Fy3(1), Elg(%), Es3(—4), EH(%), Ex(2), Es3(—1).

b) De manera andloga:
2 -1 3 sin v 3 2 -1 3|3

4 2 =2 cosB | =110
6 -3 1 tan 9 6 -3 1 ]9
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Si bien este sistema no es lineal, haciendo un cambio de variables se puede linealizar (x = sina,y =
cos 3, z = tan+y). Trabajando la matriz aumentada nos queda:
2 -1 3|3 . 2 -1 3|3
4 2 —2|10 | L=220tR0 Lo 4 g4
6 73 1 9 f3==3f1+f3 O 0 78 0
fhi=%1h 1 —1 33
fo=%r2 2 2 2
E—— 0o 1 =271
fa==%fs 0 0 10
Entonces:
tany = 0 tany = 0
cosf—2tany = 1 = cosf = 1
sinoz—%cosﬁ—i—%tanv = % sina = 2
De esto concluimos que el sistema no tiene solucién, pues no es posible que sin a = 2.




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

P2. [Fila-equivalencia]
Se define la relacién ~ en M,,,(R) por:

A ~ B <= Existen matrices elementales E, Es, ..., F, tales que (H EZ> A=DB
i=1

Muestre que ~ es una relacion de equivalencia.

Solucién 2. Verifiquemos que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva:

= Reflexividad:
Es reflexiva pues, sea F una matriz elemental luego E~! también es elemental, ademés:

EE A=A

por tanto A ~ A.

= Simetria:
Es simétrica pues si A ~ B, tenemos que

Entonces tomando inversas tenemos que

, es decir B ~ A.

= Transitividad:
Es transitiva pues si A~ By B ~ C, es lo mismo que

(i) - (i) -

=1 i=1

() ({12) 4= ({17 o=

Luego

Por tanto A ~ C.
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P3. [P1 Control 1, Aiio 2014]
Sean a, f € R y considere el siguiente sistema lineal
r1 20 +3xr3 =

1
2ry 43x, +4xz3 = S
3x1 +4rs +axz = 1

a) Determine los valores de o y 8 para los cuales el sistema tiene solucién dnica, no tiene solucién, tiene infinitas
soluciones y en este tltimo caso determine dichas soluciones.

b) Para a = 4 resuelva el sistema.

Solucién 3.

a) Escalonemos el sistema aumentado:

1 2 31 1 2 3 1
9 3 4|p | LEEAE Lo 4 9 g2
3 4 all fa==3f1+fs 0 -2 a-9| -2
1 2 3 1
fs=—2f2+fs 0 -1 _9 B-2
0 0 a—5|2-28

= Si a # 5 hay solucién unica pues no hay ceros en la diagonal principal.
= Sia =5y S #1 no hay solucién, pues la fila 3 queda contradictoria.
= En los otros casos (&« =5y § = 1) hay infinitas soluciones.

En el caso de las infinitas soluciones tenemos:

1 2 3 1
0o -1 —-2|-1
0 O 0 0
Las ecuaciones correspondientes son:
T1+2x9+3x3 = 1 T, = —14z3
To+2x3 = 1 = To = 1—2x3
b) Reemplazado oz = 4 tenemos:
1 2 3 1 B 1 2 3 1
0 -1 2| 8-2 |L2==101 2|2-8
0 0 —1]2-28) =% \0o 0 1]28-2
Tenemos entonces las siguientes ecuaciones:
r3 = 206-2 x3 = 28-2
To+2x3 = 2-—0 — x93 = 6-50
1 +2x9+3x3 = 1 r1 = 48-5
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P4. [Caracterizaciones de la Invertibilidad]
Sea A € M,,,(R) y x,b € R™. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes.

a) A es fila-equivalente a la identidad.

b) A puede ser escrito como un producto de matrices elementales.

¢) A es invertible.

d) La funcién f: R™ — R” definida por f(z) = Az es inyectiva.

e) Ar =0 < z=0.

f) Para un b fijo, el sistema de ecuaciones Az = b, tiene una tnica solucién z.

Solucién 4. Ocuparemos la letra E para denotar matrices elementales, es decir {Fj, ..
matrices elementales.

., En} serdn todas

= a) = b)

Como E -...- E,A =1, entonces A =E;1- ... El_lf, luego A ~ 1.
= b)) = ¢)

Como A= FE; -...- E,, entonces A- E;'-.... B! = I y por lo tanto A es invertible.
= ¢) = d)

Definamos g : R® — R™ por g(x) = A~z (que tiene sentido pues A es invertible). Luego:
flg(2) = f(A™ 2) = A(A™2) =2 9(f(x)) = g(Az) = A7} (Az) = 2

Luego la f es invertible como funcién y por tanto es biyectiva, en particular es inyectiva.

md) = e)
Es claro que si x = 0, entonces Az = 0, demostremos la otra implicancia. En efecto si x € R™ es tal que
Az = 0 como ademds A0 = 0 tenemos que f(z) = f(0), como f es inyectiva x = 0.

n e) _— f)
Notemos que el sistema Ax = 0 tiene una tnica solucién en x = 0 (es claro que es solucién ademés es tni-
ca pues si existiese y tal que Ay = 0, entonces y = 0). Entonces, tenemos que si escalonamos la matriz (A|0) :

air a2 ain |0 10 0]0

a1 Q22 az, |0 e fin: 0 1 00
(A|O) — Fo a final

an1 an2 Ann 0 0 0 1 0

Ignorando la ultima columna (que nunca cambia), tenemos que A es fila-equivalente a la identidad, es decir
existen matrices E1, Es, ... F, tales que al premultiplicar por A da la identidad. Luego sea b = (by, ..., by,)
un vector arbitrario, entonces:

a1 a1 aip | by 10 0o
a1 Qo azn | b2 0 1 0| b
Ei-...-E,- . . = .
apl  An2 Ann | bn 00 1 bln

De donde concluimos que b’ = (b}, ...,b},) es una solucién. Supongamos hubiese otra solucién y. Entonces

AV —y)=AV —Ay=b-b=0

Luego (' — y) es solucién de Az = 0, lo que implica que b’ — y = 0. Por tanto b’ es la tinica solucién.

s f) = a)
Si Az = b tiene solucién unica, en particular Az = 0 tiene solucién tnica, como z = 0 es solucion, razonando
de manera andloga a la parte anterior podemos concluir que A es fila-equivalente a la identidad.
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P5.

[P1 Control 1, Afio 2009]
Considere el sistema lineal:
Z1 — 02 - Bzy =

4+ axy + x3 + Pry =

Br1 + ary + P

azry + B3 =

I
owWPo ©

Donde z1,x2, x3, x4 son incégnitas y «, § € R son valores fijos.

a) Determine condiciones sobre o y 5 de manera que el sistema tenga infinitas, solo una o ninguna solucién.

b) Para a =1y =2 (de ser posible), resuelva el sistema .

Solucion 5.

a) Tomando la matriz aumentada y escalonando nos queda:

1 —a 0 —5|0 1 - 0 —-51|0
0 a 1 B |« fs=—Bfi+fs 0 « 1 8 |«
RAR LSRN
Boa B 0 |B fa=—afi+fa 0 a(l+p) B B |8
a 0 B 010 0 a? B af |0
1 —«a 0 -5 0
fs=—(1+B)f2+f3 0 « 1 B8 (e}
RAEE S
fa=—afa+fa 0 0 -1 -3 670[(14’5)
0 0 B—a O —o?
1 —a 0 -0 0
fa=(B—a)fs+fa 0 o 1 B e
0o 0 -1 —p B —a(l+p)
0 0 0 —-BB-a)|-a?2+(B-a)(B—a—aB)

Analizando el sistema ya escalonado concluimos lo siguiente:

» Sia#p, 5#0y a#0 se tiene solucién tnica. Debemos analizar todos los casos restantes.

» Sia =0y B # 0, entonces las filas dos y tres quedan con ecuaciones contradictorias, por tanto no
existe solucion.

= Sia#0y =0, en la fila 4 tenemos que la dltima fila es nula y ademas todas las filas siguen siendo
compatibles, luego hay infinitas soluciones.

= Si @ = =0, hay que continuar escalonando y obtenemos que hay infinitas soluciones.

s Si a = B3 con ambos distintos de 0, en la fila 4 tenemos que 0 = —a? lo que no es posible pues o # 0,
por ende no hay solucién.

b) Por el andlisis anterior sabemos que la solucién existe y es tnica. Reemplazando los valores tenemos:

1 -1 0 -2|0
0 1 1 2 1
0O 0 -1 —-2|-1
0 0 0o —-2|-2
Luego:
Xy = 1 Ty = 1
r3+2x4 = 1 r3 = —1
To+x3+24 = 1 - o = 0
r1 — 2o —2x4 = 0 T = 2




