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Recordemos:

Def: Una matriz A € M,,,,(K) la representaremos de la Pro: El producto de matrices triangulares superiores, in-

manera: feriores o diagonales es una matriz triangular, supe-
aiy - Qin rior o diagonal respectivamente.
A fr—
Def: Definimos la matriz traspuesta de A, llamada A® por
am1 " Amn
Donde cada a;; € K. Diremos ademés que dos ma- (a')i; = aj;
1] 7

trices son iguales, si lo son a coordenadas.

Def: Definimos las suma para matrices de igual dimensién Def: Si una matriz A verifica que A = A! diremos que A

por coordenadas, es decir si C' = A + B entonces: es simétrica.
Cij = aij + bij Pro: Sean A, B matrices tal que AB tiene sentido. En-
Pro: (M,,(K),+) es un grupo abeliano. tonces:
Def: Si A es una matriz de m X n y B es una matriz de 1. (At = A.
n X p. Definimos C' = AB como: 2. (AB)! = B! A!
n
cij = Z ibi; 3. Si A es diagonal, entonces A es simétrica.
k=1

Def: Diremos que una matriz A € M,,,,(K) es invertible
Pro: (M,,,(K),+,-) es un anillo con unidad. si existe B € My, (K) tal que: AB =1 = BA.

Def: Sea A € M,,,,(K) definimos A*¥ = AA*~! con la Pro: Sean A, B € M,,,(K). Luego:
convencién A% = T. ’

. s Co 1. (A7 H)=t=A.
Def: A € M,,,,(K) se dird triangular superior si a;; = 0
cuando i > j. De manera analoga se dira triangular 2. (AB)"'=pB"1A"1

inferior si a;; = 0 cuando ¢ < j. Por tltimo si una . ,
. W LS g or i 3. Para todo n € N se verifica (A")~! = (A=1)™.
matriz es triangular superior e inferior diremos que

es diagonal. 4. (AH=t = (A~Ht

P1. [Varios]

a) Muestre que A? es invertible si y sélo si A es invertible.

b) Considere la relacién ~ en M, (R) (con n > 1) definida por:
A~B<+= AB=BA

LEs ~ una relacién de equivalencia? Argumente su respuesta.

11

¢) Considere la matriz F' = <1 0

> ¥ (fn)nen la sucesién de Fibonacci. Demuestre Vn € NV la siguiente férmula:

n o__ fn+1 fn
B = ( fn fn—l)
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P2. [Simetria en Matrices]
Diremos que una matriz A € M,,(R) es simétrica si A® = A, de similar manera si A' = —A le llamaremos
antisimétrica.
a) Sea A € M,,,,(R). Muestre que AA?" es simétrica.
b) Sean A, B € M,,,(R) matrices simétricas. Muestre que AB es simétrica si y sélo si AB=BA.

¢) Muestre que para toda matriz A € M,,(R) la matriz A + A’ es simétrica, muestre ademas que A — A? es
antisimétrica. Concluya que toda matriz cuadrada a valores reales puede ser escrita como la suma de una
matriz simétrica y antisimétrica.

P3. [P3 Control 1, Ano 2014]

a) Sea B € M, (R) tal que B es invertible y B> — B = 0. Calcule B~ 1.
b) Sea

A=D)pxn=1: . | eMp(R), n>1

Encuentre k € R tal que (I — A)~! =T + kA.
¢) Sean A, B,C € M,,(R) tales que A y B son simétricas y A es invertible. Demuestre que C*(A~! + B)C es
simétrica.

P4. [Idempotencia]
Sea P € M,,,(R) una matriz idempotente, es decir una matriz tal que P = P%:
a) Muestre que la tinica matriz invertible e idempotente es la identidad.
b) Demuestre que Vk € Nt, Pk = P,
¢) Sea A =1 — P, demuestre que A*¥ = A, Vk € N*,
d) Sean ahora Pi, Py € M,,,(R), tal que P = Py P» y P, = P> P;. Muestre que tanto P; como P, son idempotentes.
e) Demuestre que P es idempotente si y sélo si P?(I — P) =0y P(I — P)? =0.

P5. [P3 Control 1, Aiio 2015]

a) Sea A € M, (R) tal que I — A es invertible.
1) Probar que:
I+A)I—-A)'=T-A)""(I+A)
Hint: Multiplique por (I — A).
2) Suponiendo que A® = —A y que (I — A) es invertible pruebe que BB! = I donde B = (I + A)(I — A)~L.

1 sig=i+1
b) Sea J € My, (R) la matriz definida por J;; = S% ] Z + . Es decir:
0 sij#i+1
o1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
J=10 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 siicito
1) Probar que la matriz D = J? satisface: D;; = ST j %Jr .
0 sij#i+2

1 sij=i+k

2) Usando el resultado anterior demuestre por induccién en k que J* es la matriz: Jikj = {0 itk
sij#i



