Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

fefm

MA1101-2 Introduccién al Algebra
Profesor: José Soto
Auxiliares: Arturo Merino, Nicolds Zalduendo

Pauta 14 : Forma polar y raices de la unidad
9 de diciembre del 2016
P1. [Varios]

a) Demuestre que las soluciones de la ecuaciéon z2 + z + 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad distintas de 1.

b) A partir del producto (1 +)(5 —4)* pruebe que:

1 1
7 = 16 arctan (5) — 4 arctan (239>

a_1+iv3
1—4v3

¢) Encuentre los z € C que verifican:

d) Calcule cos (2;)

Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

Solucién 1.

a) Notemos que si:
Prr+l=0 = 2>+ +2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
Prrt+l=a3424+zr = 28=1
De donde concluimos que las soluciones son raices ctibicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
P+1+41=0 = 3=0

Lo que serfa una contradiccién.

b) Notemos que en forma polar:

(1+1i) =v2exp (%z) (5—1i) = V26 exp (— arctan (;) z)

De esto concluimos que:
1
(1+4)(5—i)* = v/2(26) exp ((Z — 4arctan (5>) Z)

Mientras que si expandimos el producto de la manera tradicional tenemos:
Q+i6E-9)" = 1+i)((5-19)?)°

= (14+14)(25—10i —1)?
(1 +14)(24% — 480i — 10%)
(14 14)(476 — 4807)

= 476 — 4807 + 4767 4 480

= —4i+ 956

= 4(—i+ 239)

1
= 4v/1+42392exp ( arctan (239)>
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Igualando los argumentos de los ntimeros en forma polar tenemos:

T 1 1
— —4arctan | — | = —arctan | —
4 5 239

De donde podemos concluir la identidad buscada.
Obs : Cabe notar que podemos igualar argumentos pues ambos se encuentran en el intervalo (—m, 7).

1+iv3

1—iV3
1+iv3  1+iV/31+iV3
1—iv3 1—iv31+iV3

1+ 2v/3i 4 3i?

Buscamos las raices cuartas de Pasandolo a forma polar tenemos:

4
1
_ 1 Ve,
2 2
o 21 s 2
= s — isin | —
3 3
i 2T
= e'3

2k

. /s 0t
Sabemos entonces que las soluciones son de la forma VRe* =  con k € {0,1,2,3}. En nuestro caso quedan
- (27 /3)+2km o ™
YTt = 5+ Luego:

2 = ei‘n’/ﬁ 29 = ei(ﬂ/6+7r/2) 23 = ei(ﬂ/6+7r) 24 = ei('fr/6+37r/2)
Recordando que la suma de las raices quintas da 0, tenemos:
1 4 e2im/5 | ghin/5 | Gin/5 | Sin/5  _

Tomando parte real, concluimos que:
1+ cos(27/5) + cos(4w/5) + cos(67/5) 4 cos(87/5) =

1+ cos(27/5) + cos(4m/5) + cos(4m/5) + cos(27/5)
1+ 2cos(2m/5) + 2 cos(4m/5)

Ocupando la identidad cos(2a) = 2 cos(a)? — 1 tenemos que:
4cos(2m/5)? +2cos(2m/5) —1 =0
Resolviendo la cuadratica tenemos que:

—2+4/22-4-4-(-1) -2+£V20 -1++5

2 =
cos(2m/5) W 3 1
Recordando que cos(27/5) > 0, tenemos que cos(27/5) = 711\/5 ~ 0,3.
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P2. [Sumas con raices de la unidad]
Sean wq, w1, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segiin argumento de
manera creciente).

a) Demuestre que:
WoW1 + WiW2 + ... + Wy_2Wp_1 + Wp_1Wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n—1}:

¢) Sea z € C fijo. Calcule:

Solucién 2. Recordemos primero que para todo k:
wp = €'’ n
Tiene sentido entonces notar que wy = Wy, W1 = Wp41, We = Wp42, etc.... Veamos ademds que:
wy =€ = (") = (wy)
a) Calculemos:

Wowi + Wiw2 + ... + Wp—2Wp—1 + Wp—1Wo = WoW1 +W1W2 + ...+ Wy 2Wp—1 + Wn_1Wn

n—1

= E WEWE+1
k=0
n—1

= > (w) (w)H
k=0

n—1

= w Y (w})*

k=0
——

Geométrica
(wi)" —1
w?—1
(wi)? — 1
w?—1
12-1
w?—1

= wl

= wl

= 0
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b) Similar a lo hecho en la parte a):

¢) La idea de esta parte es recordar
Teorema del Binomio nos da algo

nil

(tw) = S(ztu))r
j=0 j=0
n—1 n n
ik ok
= T3 ()t
j=0 k=0
n n—1 n }
S <k>wgkzn—k
k=0 j=0
n n n—1
—k ik
_ <k> S wl
k=0 j=0
n n—1 n n n—1
_ n n—k 0 jk
(B ) (B
k=1 7=0
n—1 ) n—1 n n—1 n—1
— Zw{'o +< (k)z”k> Z(wj)k +1 Z(w?)J
j=0 k=1 j=0 j=0
Suma de 1’s =0 por b) Suma de 1’s
= Z"n+n
= n(z"+1)

1)’

(w

Geométrica
(wi)" — 1
wh —1
(wi)* —1
w’f -1
1* -1
wf -1

0

que el Teorema del Binomio funciona para elementos de C (de hecho el
més potente atin, una igualdad de polinomios):
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P3. [P1 Control 7, Afio 2007]

Sean z1, 29 € C complejos unitarios (es decir |z1| = |22] = 1) tales que:
21+2 = —u, ueC
Z1Z2 = U, veC

a) Pruebe que |u| < 2y que |v] = 1.

b) Pruebe que z7 + 23 = —E.
v

¢) Pruebe que u = uv.

)
)
)
)

d) Silos dngulos de la forma polar de u y v, son ¢ y 6 respectivamente. Utilice ¢) para demostrar que:

0=20p+2kn, kel
Solucién 3.
a) Tomando modulo a la primera igualdad tenemos:
|21 + 22| | — ’LL|
|21+ 22 = |ul

Ocupando la desigualdad triangular tenemos:

lu| = |21 + 22| < |21] + |22 = 2

Tomando modulo a la segunda igualdad tenemos:

|2122]

|21]|22]
1

De donde concluimos.

b) Dividiendo las igualdades del enunciado (podemos pues

Z1 + 29 U
Z122 (%
1 1
z1 z9 v
7 Z u
[21? |22 v
ntm o= ——
v
¢) Conjugando la primera igualdad del enunciado obtenemos z; + 23 = —u, combinando esto con b) obtenemos:
1tz = 21+ 2
——
“u b)
_ u
g = —=
v
uw = u
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De donde concluimos que existe k tal que:
0—p=q¢p+2knr

Y por tanto:
0 =2p+ 2km

Que era lo buscado.

d) En forma polar tenemos que u = |ule’? y que v = |v| €¥ = €. Ocupando c):
=1
w o= u
|u|e*i“’ei0 = |u|ei‘/’
e0—0)  —  iv
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P4. [Centroide]
El centroide G de un triangulo T es la interseccién de sus medianas. Suponga ahora que el triangulo T tiene vertices
a,b,c € C, un hecho conocido (no lo demuestre) es que:

G:%(a—i—b—&—c)

Suponga ahora que en los lados de T' construimos tres tridngulos similares de forma arbitraria. Esto logra construir
un nuevo triangulo de vertices p, ¢, € C como indica la figura. Demuestre que el centroide de este nuevo triangulo
coincide con el centroide del triangulo original.

Figura 1: La situaciéon descrita en la P4.

Solucién 4. Supongamos que Zcap = «, al ser similares sabemos que Zgba = Zber = Zcap = «. Por un
argumento de similaridad también sabemos que:

pa T qb

De esto concluimos que: ,
(p—a) = Re"*(c—a)

Pues recordando la interpretacién geometrica de la forma polar, estamos diciendo que el vector (p — a) es un
estiramiento por R y una rotacién por a del vector (¢ — a). Si llamamos § = Re’®, tenemos (de manera aniloga)

que:
(r—c)=db—c)  (¢—b)=da—b)
Sumando todas las ecuaciones tenemos:
p—a)+(r—c)+(g—>b) = d(c—a)+d(b—c)+d(a—0)
(p—a)+(r—c)+(g—b) = 0
ptqg+r = a+btc

Luego si G’ es el centroide de Apgr tenemos que:

1 1
G’:§(p+q+r):§(a+b+c):G

De donde concluimos.
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P5. [P2 Control 6, Aio 2014]

a) Sean wi,ws € C tales que |wyi| = |wa] =1y wy + we = —1.
(i) Pruebe que wq = ws3.
(ii) Muestre que wy = 1, wy y way son las raices ctbicas de la unidad.

b) Sean zg, 21, z2 € C tales que |29| = |21| = |22] = 1y 20+ 21 + 22 = 0. Demuestre que 30 € R, tal que z, = wye®?,
k =0,1,2, donde wy son los complejos de la parte anterior.

Solucién 5.
a) (i) Supongamos wy = a + bi y we = ¢+ di. Luego tenemos que

wy+wy = —1
a+bi+c+di -1

Igualando parte real e imaginaria tenemos que:
a+c=-1 b=—d

De esto notamos que b = —d y que tanto a como ¢ son negativos, pues es claro que al menos uno es
negativo y si alguno fuera positivo, digamos a > 0 y ¢ < 0 sin perdida de generalidad, tendriamos que
¢ < —1, es decir |¢| > 1, como ademas |c| = Vc2 < V¢? +d? = |wsz| = 1, lo que no es posible. Luego:

2 2
jwi* = |wol
a?+b0 = A+0b°
Es decir a®> = ¢?, como ambos tienen el mismo signo concluimos que a = c¢. Luego wq = a + bi y
we = a — bi, es decir wy = wsy.
(ii) Multiplicando la ecuacién por w? tenemos:
2 2
wi” + wowi = —wj
3, — 2 2
w] +ww] +w;y = 0
3 2
wy +wi +w = 0

Y como w; # 0, tenemos que 1+ w; +w? = 0. Ocupando la P1 a) concluimos que w; es rafz ciibica
de la unidad distinta de 1. El razonamiento para ws es analogo. Notemos ademéas que wy # wy pues
si fueran iguales w; = wy y por tanto w; € R y la tnica raiz cibica de la unidad es 1, lo que no es
posible.

b) Como |z| = 1, tenemos que zy = €' para algiin a € R. Luego:

|z0e™| = |z17| = |zow ™ =1

Y ademas:

Zle—ia 4 226—ia _ (Zl 4 Z2)e—ia _ (_Zo)e—ia —_ _eiae—ia -1

Es decir zie™' y 20w ™' satisfacen las condiciones de la parte a) y por ende son raices distintas de la

unidad distintas de 1. Concluimos que:

20 = woe 'Y z1 =wie Y 29 = wae @

Tomando 6 = —« se concluye.




