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P1. [Todos los caballos tienen el mismo color]
Su amigo Juan Pablo le cuenta que ha notado una cosa curiosa tltimamente jTodo el mundo se llama Juan Pablo!

Usted siendo una persona escéptica y conocedor de que Juan Pablo suele mentir, le pide una demostracién de tal
afirmacion. Orgulloso Juan Pablo le presenta el siguiente argumento:

Demostraremos que toda la gente tiene el mismo nombre, por induccién sobre el nimero de personas n.

Caso Base (n=1)
Claramente en todo grupo de 1 persona poseen todos el mismo nombre.

Hipétesis Inductiva
Todo grupo de n personas posee el mismo nombre.

Paso Inductivo (n + 1)
Consideremos un grupo de n + 1 personas. Si tomamos las n primeras personas por Hipétesis inductiva todas

deben tener el mismo nombre, de similar manera las n tltimas personas deben tener el mismo nombre. Tomando
una persona que no sea la primera ni la tltima vemos que tanto los n primeros como los n 1ltimos deben tener
el mismo nombre, por tanto las n + 1 personas poseen el mismo nombre.

Para concluir, dice Juan Pablo, como todas las personas tienen el mismo nombre y yo me llamo Juan Pablo,
claramente todos nos llamamos Juan Pablo.

;Donde esté el error en el argumento de Juan Pablo?

Solucién 1. El error en el argumento de Juan Pablo esté en la siguiente linea:

“Tomando una persona que no sea la primera ni la tltima... ”

El problema es que al pasar del caso n = 1 al n = 2 no existe una persona que no sea ni la primera ni la tltima,
luego la demostracién NO es valida pues para serlo debe serlo en cualquier paso de la induccién (acé serfa vélido

sélo para los n > 3).
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P2. [Varios]
Demuestre usando el principio de induccién:

a) m puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos Vn > 0.
b) 6n < 2™ para todo n > ng (debe encontrar tal ng).

¢) .20=1+2+2%+... 42" =2"" _ 1 para todo n > 0.
=0

Solucion 2.

a) = Caso Base: (n =0)
0 puntos generan 1 segmento (la recta completa).

= Hipétesis Inductiva:
n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos.

= Paso Inductivo:
Para el caso n + 1 “ignoraremos” el ultimo punto luego sabemos que ignorando dicho punto tenemos
n + 1 segmentos, agregar esté ultimo punto agrega un segmente, de donde tenemos un total de n + 2.

b) Calculando los primeros términos:
60<2° 6-1>2" 6.2>2° 63>2" 64>2" 65<2° 66<2° 67<2

De esto conjeturamos que tal ng es 5. Demostrémoslo:

= Caso Base: (n =5)
6-5< 25,

= Hipétesis Inductiva:
6n < 2™,

= Paso Inductivo:

6(n+1) =6n+6 /Por H.I
<2" 46 /6 <2" puesn >5
<22
= ontl

c¢) = Caso Base: (n=0)
ZO: 20 =20 =21 1
] i-:Igpétesis Inductiva:
f: 2t = ontl 1
] Zf;zgso Inductivo:
Probemoslo para el caso n + 1:

n+1 n

221‘ — on+l JrZQi

i=0 1=0
=t pontl g JH.I
=2.2""1 1
=2"t2 1

Con esto concluimos.
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P3. Divisibilidad
a) Demuestre que n? + n es par para todo n > 0.

b) Demuestre que 3" + 4™ — 1 es divisible por 3 para todo n > 1.

¢) Demuestre que
(Vn e N) 5% 4 (=1)""! es divisible por 13

Solucion 3.

a) = Caso Base: (n=0)
02 4+ 0 = 0 es par.
= Hipétesis Inductiva:
n? 4+ n es par.
= Paso Inductivo:
Probemoslo para el caso n + 1:

(n+1)2+(n+1)

n+2n+14+n+1
n?+n +2n+2
——

par por H.I.

= 2k+2n+2

= 2(k+n+1)

Luego (n +1)?+ (n + 1) es par, con esto concluimos.
b) = Caso Base: (n=1)
3! 44! — 1 = 6 es divisible por 3.
= Hipétesis Inductiva:
3" + 4™ — 1 = 3k para algtn k.
= Paso Inductivo:
Probemoslo para el caso n + 1:

gntl pyntl 1 = 3ntlpg4.gn
= 3ntl 4447 —144-3"—4.3"4+4—4

0
= 3"l 4 44" +3" 1) +4-1
N—

= 3"t +4(3k) sz))
= 3(3"+4k+1)
Luego 3" t! 4 47*1 — 1 es divisible por 3, con esto concluimos.
¢) = Caso Base: (n=0)
520 + (—1)%*1 es divisible por 13.
= Hipétesis Inductiva:
521 + (—1)"*! = 13k para algtn k.
= Paso Inductivo:
Demostremoslo para el caso n + 1
52(n+1) + (_1)n+1+1 _ 52n+2 + (_1)n+2
= 25-52" 4 (=1)"*2 425 (—1)"T —25. (—1)"H!

= B E 4 ()T () = 25 (1)

—_——
13k
= 2513k + (=1 — 25)(—1)"*+!
= 2513k + (—26)(—1)"*!

= 13(25k — 2(—1)"*1)
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P4. [Recurrencias]
a) Considere la siguiente sucesién definida mediante la recurrencia:
S0 =0 Sn :28n,1+1

Conjeture una formula cerrada para s, y demuéstrela.

b) Considere la siguiente sucesién de ntimeros reales definida por recurrencia:

ag = 0
3
Ay 41 1_ N 5 VneN.
Usando induccién demuestre que
33" —=1)
vneN, a,= TS

Solucién 4.

a) Computando los primeros términos tenemos:
SOZO 51:1 82:3 83:7 54:15 55:31

De esto conjeturamos que s, = 2™ — 1. En efecto:

» Caso Base: (n=0)

so=0=20—-1.
= Hipétesis Inductiva:
S, =2" —1.

= Paso Inductivo:
Probémoslo para el caso n + 1:

Spt1 =25, +1

=2(2"-1)+1
=9ontl _9 41
—ontl _1

Con esto concluimos.
b) = Caso Base: (n=0)

3(3°-1)
w=0=——"7"
= Hipétesis Inductiva:
33" —1)

an = FrE—
= Paso Inductivo:
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Probémoslo para el caso n + 1:

3
—an,
_ 3
YEREICEED)

3n+1_1
3

o (4.3n+1—4—3-3n+3)
L

Ap+1 = 1

3@ttt -1
T 4.3+l _3n+l g
33t —1)
T3 1
3(3m 1)

3nt2 -1

Con esto concluimos.
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P5. [Nuggets]
La cadena de comida rapida McKing vende nuggets de pollo en dos modalidades:

= Una bolsa de 3 nuggets.
= Una cajita de 5 nuggets.

Demuestre que si usted quiere comprar n > 8 nuggets en McKing puede hacerlo de manera exacta (es decir hay una
combinacién de bolsas y cajitas tal que no le sobran ni faltan nuggets).

Figura 1: Estos 9 nuggets puede ser conseguidos comprando 3 bolsas.

Solucion 5. Resolveremos esto de dos maneras. Primera forma:

= Caso Base: (n = 8)
Si quiero comprar 8 nuggets de manera exacta, puedo comprar una bolsa y una cajita.

= Hipotesis Inductiva:
Vn > 8 se pueden comprar n nuggets de manera exacta.

= Paso Inductivo
Probémoslo para el caso n + 1. Como queremos ocupar nuestra hipétesis de induccién veamos que pasa al
comprar n nuggets, para esto pongdmonos en casos.

e Caso 1: (Al comprar los n nuggets compre al menos una cajita)
Notemos que si pudimos comprar n nuggets de manera exacta por al menos una cajita, podemos reemplazar
una cajita por dos bolsas y lograriamos comprar n 4+ 1 nuggets de manera exacta.

e Caso 2: (Al comprar los n nuggets compre puras bolsas)
Si hubiéramos logrado comprar n nuggets con puras bolsas, como n > 8 sabemos que compramos por lo
menos 3 bolsas. Luego basta con reemplazar estas 3 bolsas con 2 cajitas y podriamos comprar n+ 1 nuggets.

Segunda forma:

= Caso Base: (n =8,9,10)
Si quiero comprar 8 nuggets de manera exacta, puedo comprar una bolsa y una cajita.
Si quiero comprar 9 nuggets de manera exacta, puedo comprar tres bolsas.
Si quiero comprar 10 nuggets de manera exacta, puedo comprar dos cajitas.

= Hipotesis Inductiva:
Vn > 8 se pueden comprar n nuggets de manera exacta.

= Paso Inductivo
Probémoslo para el caso n+ 1. Por Hip6tesis inductiva sabemos que podemos comprar n — 2 nuggets de manera
exacta, agregando una cajita podemos comprar n + 1 nuggets de manera exacta.

Obs: Notemos que en la sequnda forma necesitamos mds casos bases, pues necesitamos retroceder 3 pasos (desde
n+1 an—2), luego nos gustaria empezar a probar desde el caso n = 11. En la primera forma era necesario sélo un
caso base pues solo miramos el caso anterior.




