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P1. [Varios]
a) Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p # 0 tal que 7,1, 2,3 son raices de p. De el grado minimo del
polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo.
b) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = 2* + 323 — 1222 — 132 — 15

¢) Sea ng,ny,ne € N, definamos:
p(x) — x?)’ﬂ[) +x3’ﬂ1+1 + x3n2+2

Demuestre que p(z) es divisible por ¢(z) = 2% + = + 1.

Solucioén 1.

a) Notemos que como 7 es raiz entonces ¢ = —i también lo es. Por ende el polinomio tiene por lo menos 5
raices (¢, —1,1,2,3) y por tanto el grado de p debe ser mayor a 5. Como el polinomio debe tener lo anterior
como raices, tenemos que:

p(x) = (x —i)(xz +i)(z —1)(z — 2)(z — 3) = 2° — 62 +122% — 1227 + 112 — 6

Satisface lo pedido.

b) Por el teorema de la raiz racional sabemos que si 7 = § € Q es una raiz entonces a| — 15 y b1, luego las

posibles raices racionales son:
{1, 43, +5,£15}

Veamos si encontramos alguna:

p(1) = (D*+3(1)%-12(1)%2 -13(1) —15=—36
p(=1) = (=1)*+3(-1)3—12(-1)2 —13(-1) —15=—16
p(3) = (3)*+3(3)3-12(3)2-133)-15=0

Es decir 3 es raiz, luego (z — 3)|p(z). Dividiendo polinomios:

( 2*+32°-1222 - 132 —15) : (z —3) =2® + 622 + 62 +5

— 2% 4 323
62> — 1222
— 622 4 1822
622 — 13z
— 622 + 18z
or — 15
—5x+15

0

Nuevamente por el teorema de la raiz racional las raices racionales del polinomio resultante 2 +6x2+6x+5,

pueden ser:
{£1,45}
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Ademaés sabemos que +1 no pueden ser raices pues ya las probamos y no eran raices de p, probemos las
que faltan:

q(5) = (5)°+6(5)°+6(5)+5=310
q(=5) = (=5)*+6(=5)* +6(=5)+5=0

Es decir —5 es raiz, dividiendo polinomios:

( x3+6162+6:1:+5):(sc+5)=x2+x—|—1

— 23 — 5z?
2 + 6z
— 22 -5z
T+5
e )
0

Para factorizar el polinomio resultante z2 + z + 1, ocuparemos la formula cuadratica, de donde obtenemos

que:
-1+y1-4 11‘/32'
2 T2 2

Estamos listos para entregar la factorizaciéon de nuestro polinomio original. En R:

T12 =

p(z) = (x —3)(x +5)(2* + z + 1)

y en C:
o= -9 +5) (o - L03) (a3 200

2 2

¢) Demostraremos primero que las raices de 22 + 2 + 1 son rafces ciibicas de la unidad distintas de 1. En

efecto:
P4r+1=0 = 224+22+2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
P Hr+l=422 42 = 25 =1
De donde concluimos que las soluciones son raices cibicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
24+141=0 = 3=0

Lo que seria una contradiccién. Sea entonces x; una raiz de z2 + z + 1, luego:

_ 3n 3ni1+1 3na+2
p(z1) = 2"+ +ay™

= (a])" + (@) ay + (af) e
= 14z + 1‘%
0
Es decir ;1 es raiz de p(z), de manera anéloga podemos concluir que la otra rafz de 22 + z + 1, llamemosla

x9 es tambien raiz de xo. Por dltimo como x7, x5 son raices de p(z), tenemos que (z — x1)(z — z2)|p(x) o
dicho de otra manera (2% + x + 1)|p(z), que era lo pedido.
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P2. [Funciones de polinomios]
n

Sea F : R[z] — R, definida para todo polinomio p € R[z] de la forma p(z) = Y ara® como:

k=0

F(p) = Z ay
k=0

Es decir, F es la funcién que a todo polinomio le asocia la suma de sus coeficientes.

a) Estudie inyectividad y sobreyectividad de F.
b) Sea p € R[z] tal que F(p) = 0. Encuentre x € R tal que p(z) = 0.

Solucion 2.

a) = Inyectividad:
Notemos que x # 1, pero F(z) =1y F(1) = 1. Es decir F no es inyectiva.
= Sobreyectividad:
Sea y € R definamos el siguiente polinomio p,(z) =y, luego:

F(py) =y
Es decir F' es sobreyectiva.
n n
b) Notemos que si F(p) =0 para p(z) = >_ apz”, entonces > ap = 0. Luego:
k=0 k=0

p(1) :Zaklk :Zak =F(p)=0
k=0 k=0

Es decir 1 es el  buscado.
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P3. [Encontrar un polinomio]
Sea p(z) € R(x) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible por (x — 1) y que los restos de sus
divisones por (z — 2), (x — 3) y (x — 4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos, y encuentre todas sus

raices.

Solucién 3. Notemos que como (z — 1)|p(z):
plx) = (z —1)q(z)
Donde como p es moénico ¢(z) = x? + bx + c. Luego:
p(x) = (x — 1)(2® + bx + ¢)

Utilizando el teorema del resto, tenemos que p(2) = p(3) = p(4). O de manera equivalente:

p(2) = p(3) . 44+42b+c¢c = 2(9+3b+¢) . db+c = -14
p(3) = p4) 2943b+¢) = 3(16+4b+¢) 6b+c = -30
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que b = —8 y ¢ = 18. Por tanto:

p(x) = (z —1)(2® — 8z +18) = 2® — 92% 4 26z — 18

Nos falta encontrar las raices. Es claro que Tr1 = 1 es una raiz ara encontrar las otras usaremos la férmula
’
para la cuadratica sobre IL'2 —8x + 187 de donde tenemos que:

8+ /64 —4-18
e =y =4+iV2, z3=4-iV2

To3 =
2
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P4. [Factorizacién y Morfismo]

a) Sea p(z) = % — b + 1423 — 142% + 132 — 9. Se sabe que una de las raices de p(z) es x = i. Calcule todas las
raices de p y factoricelo en R y en C.

b) Sea a € R. Se define ¢ : R[z] — R por:
¢(p(x)) = pla)
(i) Demuestre que ¢ es un morfismo epiyectivo entre los anillos (R[z], +,-) v (R, +, ).
(i) Prucbe que 1 ({0}) = {(z — a)g(x) : a(x) € Rla]}.

Solucién 4.

a) Como i es raiz, sabemos que i = —i tambien lo es, luego (z —4)(x +1i) = (2% + 1) divide a p(x). Dividiendo
polinomios tenemos que:

( x575x4+14x3—14x2+13z79):(x2+1):m3—5x2+13x—9

_ 45 _ 3
— 5zt + 1323 — 1422
5t + 522
132% — 922 + 13z
— 1323 — 13z
— 922 -9
9z2 +9
0

Ocupando el teorema de la rafz racional sobre el polinomio resultante (¢(z) = 23 — 522 + 13z — 9) sabemos
que si r = ¢ € Q es raiz a|9 y b|1, por ende las posibles raices racionales son:

{£1,43,£9}
Veamos si hay alguna:
q(1) = (1)*=5(1)*+13(1)-9=0
Es decir 1 es raiz de ¢q. Ocupando el algoritmo de Horner para dividir ¢(z) por z — 1, tenemos:

( 2*=522+13x—-9): (z—1) =2 -4z +9

— 23 422
— 422 + 132
422 — 4z
92 — 9
-9 49
0

Por tltimo solo queda factorizar 2% — 4z + 9. Ocupando la férmula cuadrética tenemos:

4j:\/;6—36:4j:§\/gz:2i\/52,

T12 =
Hemos encontrado todas las raices:
21 =24+V5i 29=2-VbBi a3=1 z4=i x5=—i

Su factorizacién en R es:
p(x) = (2% — 4o+ 9)(z — 1)(a® + 1)
Y la factorizacién en C es:

p(z) = (x — 2 = V5i)(x — 2+ V5i)(x — 1)(z +i)(z — )




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

(i) Verifiquemos primero que es morfismo para ambas operaciones:

p(lp+a9)(z) = (@+qgla)
p(a) + q(a)
o(p()) + ¢(g(w))

Y ademaés:

e((pg)(x)) = (pg)(a)
= pla)q(a)
= ¢(p(=))ple(z))

Veamos que es sobreyectiva. Sea b € R, queremos encontrar p € R[z] tal que ¢(p(z)) = b. Definamos
py(x) =y, luego:
e(py(x)) =py(a) =y
De donde concluimos el resultado.
(ii) Tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

p(z) € 7 1({0})

p(p(z)) = pla) =0

a es una raiz de p(x)

(z —a)|p(z)

Existe ¢ € R[] tal que p(x) = ¢(x)(x — a)

rree

De donde concluimos.
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P5. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € Clz].
a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y s6lo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser util el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.
(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p

(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(z) no es inyectivo.
(iii) Sea n > 1, A,a € C. Definamos ¢ € C[z] como:

q(z) = Mz —a)"

) es inyectivo.

(z
(z

Demuestre que ¢(z) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

Solucién 5.

a) = (=)
Probaremos la contrarreciproca, es decir:

gr(p) <1 = p(x) no es sobreyectiva

Si gr(p) < 1, entonces p(x) = ¢ para algun ¢ € C. Tomemos entonces a # ¢, luego Vo € C

p(z)=c#a
De donde vemos que p no es sobreyectivo.
= (=)
Sea b € C, queremos encontrar a € C tal que p(a) = b. Definamos entonces el siguiente polinomio:
f(@)=p(x) -0
Como gr(p) > 1, entonces gr(f) > 1. Por el teorema fundamental del dlgebra existe xq tal que f(zo) = 0.
Luego:
flxo) =0
p(zo) =b =
p(zo) = b

Tomando a = zg concluimos.

b) (i) Sigr(p) =1, entonces p(z) = ax + b con a # 0. Sean z,y € C, tales que p(x) = p(y), luego:

p(x) = p(y)
ax+b = ay+b
ar = ay
r =y

Por tanto p(x) es inyectiva.

(ii) Sigr(p) < 1, entonces p(x) = a. Luego 0 # 1, pero p(0) = p(1), es decir p(z) no es inyectiva.

(iii) Como n > 1, sea wg y wy dos raices n-ésimas de la unidad tal que wg # w;. Definamos ug = wo + a y
u; = wy + a, es claro que ug # u1, pero:

q(up) = Mup—a)® = Awo+a—a)”
qiur) = Mup—a)® = Mwi+a—a)®

[
> >
—~
SIS
=
3 3
[
> >

Es decir g(ug) = q(u1) y por tanto ¢(z) no es inyectiva.
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(iv) Recapitulando. En la parte (¢) probamos que:
gr(p) =1 = p(x) es inyectivo
Nos falta probar la reciproca. Por contrarreciproca probaremos que:
gr(p) #1 = p(x) no es inyectivo

Como el gr(p) # 1, tenemos que gr(p) < 1 o gr(p) > 1. Si gr(p) < 1, de donde concluirfamos por la
parte (i7). Asumamos entonces que gr(p) > 1, tenemos dos casos:

= Caso 1: (p tiene solamente una raiz)
Si p tiene solo una raiz, llamemosla a € C | entonces p es de la forma:

p(x) = Mz —a)"

De donde por la parte (i), tenemos que p(x) no es inyectiva.
= Caso 2: (p tiene al menos dos raices)
Si p tiene al menos dos raices, llamemoslas a, b € C. Entonces p(a) = p(b) = 0, de donde concluimos
que p(x) no es inyectiva.
Como de cualquier manera p(x) no es inyectiva, concluimos.




