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P1. [Raices de la unidad]
Sean wq, w1, - .., Ww,_1 la raices n-ésimas de la unidad ordenadas segun argumento creciente.

n—1
a) Calcule ) w;.
§=0
b) Demuestre la siguiente relacién de ortogonalidad:
n— n sij=I
S
k=1 St
¢) Sea w una raiz cibica de la unidad con w # 1, demuestre que:

(1+w) + (1 +w?)? + (1 +w?)° =62

Solucién 1.

a) Notemos primero que:

Usando esto:

n—1 n—1 n
o jo_wi—1_1-1
ij— Zwl _wl—l_wl—l_
Jj=0 j=0
——

Geométrica
b) Tenemos que demostrar dos igualdades, una cuando j = [ y otra cuando j # [.
= (j =1) En este caso la suma queda:
n - n n n
wawf = Z |wf\2 = Z lw; |?F = Zl% =n
= k=1

k=1 k=1 k=1

Donde |wj| =1 pues es una raiz de la unidad.
s (j #1) En este caso la suma queda:

2mjk  2mlk
= E e_z n el n

4]
—
=)

3
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n
k
Z Wi
k=1
——

Geométrica

n+1 ) 1 .
. wlfj — Wi—j . wlfj —0

Wi—j —Wi—j  Wi—j = Wi

¢) Notemos que para las raices ctibicas de la unidad
1 + w1 + Wo = 0

Notemos que como en el caso de las raices ctibicas wy = w? y w; = w3 concluimos la siguiente relacién
para w, donde w es una raiz cibicaz de la unidad distintas de 1:

l+w+w?=0
Esto nos dice que 1+w = —w? y que 1 +w? = —w, aplicando esto al lado izquierdo de la ecuacién tenemos:

(—w?) + (—w)” +(2)°

(14 w)* + (1 +w?)? + 1+ w)°
N~ ~—— ~~

—w?2 —w 1




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

P2. [Divisién y cancelabilidad de Polinomios]

a) Considere p,d € R[z]

p(z) = 4o* — 2% — 3
d(z) = 22> — 3
Encuentre ¢,r € Rlz] tal que p(z) = ¢(z)d(z) + r(z) con gr(r) < gr(d).
b) Pruebe que para todo n € N tenemos que (z — 1)|(z™ — 1).
¢) Sea p(r) = 2° + az? + by q(xr) = 23 + cx + 1. Determine los valores de a, b, c € C para que ¢|p.
d) Sean p,q,r € R[z] tal que p(¢ —r) = ¢(p — r) y gr(r) > 0. Demuestre que p = q.

Solucion 2.

a) Notemos que nos estan pidiendo justamente encontrar el cuociente y el resto al dividir los polinomios p y
d, utilizando el algoritmo de la divisién:

( 4a*— 223 —3):(2x2—3):2x2—x+3+;3§7j§
— 4zt + 622 r
— 223 + 622
223 — 3x

622 — 3z — 3

— 622 +9
—3x+6

De donde vemos que el cuociente es g(x) = 22 — 2 + 3 y que el resto es 7(x) = —3z + 6.

Dos formas para hacerlo:

» (Forma 1) Dividamos un par de estos polinomios:

( x? —1):(3:—1):334—1
-2+
rz—1
—z+1
0
( x3 —1):(z-1)=a’+z+1
D RS
2
—2?+u
rz—1
—x+1
0

Notemos que esto nos da para pensar de que 2" —1 = (x — 1)(1 +x + 24+ as”_l). Demostremos esto,
en efecto:

(z-DQ+z+2>+ 42" H=@+2>+2°+ - +2") - (L+z+2>+-- +2"")
=z" -1

Luego como 2" — 1 = (x — 1)(1 + & + 2% + - - - + 2" 1), tenemos que x — 1 divide a 2" — 1.
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» (Forma 2) Por induccién. El caso base se tiene pues (z — 1)|(z! — 1), tenemos como hipétesis inductiva
que (z—1)|(z™ —1), es decir que (™ — 1) = (x — 1)p(z) para algin polinomio p. Para el caso n+ 1 tenemos
que:

"l =" a1 =a2"(x 1) +p(2)(z—1) = (z — 1)(2" + p(z
(z = 1) +p)(z—1) = (z = 1)(z" + p(z))
H.L
De donde se ve que (z — 1) divide a 2™+ — 1.

= Dividiendo ambos polinomios tenemos:

(—1+1la)2? + 2z + (lc+ 1b)

xb + az? +b0): (B +cx+1)=a2—c+
(—335—0953 — 2 )+ ) 3 4+cx+1
—cx® 4+ (=1 + la) 2? +5b
cz® + A2z +c

(—1+1la)z? + Az + (lc+ 1b)

Como el resto debe ser 0, tenemos que tener a = -1, b=0y ¢ = 0.

= Notemos que como gr(r) > 0, entonces r no es el polinomio 0. Luego:

pla—r)=qlp—r)
pq —pr=4qgp —gqr
pq —pr =pq —qr
pr=gqr
pP=q
Donde se ocupé el hecho de que los polinomios son un anillo conmutativo sin divisores del cero (es decir,
todo elemento no nulo es cancelable).
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P3. [Coeficientes]

17 20

a) Encuentre el coeficiente que acompaiia a 217 en el polinomio (1 + 2% + 27)

b) Encuentre el coeficiente que acompaiia a z'2 en el polinomio (1 + x2 + z° + 7).

> (1) -(2)

Para esto compare los coeficientes de los polinomios (1 + 2)?" y (1 + 2)"(1 + x)" de manera adecuada.

¢) Pruebe que:

Solucion 3.

a) Lo resolveremos de dos formas, una primera usando iterativamente el teorema del Binomio y una segunda
usando argumentos combinatoriales. Usando el teorema del binomio tenemos:

(1+.’L‘5+$7)20 — (1 +p)20
S—— ——

p Teo. Binomio

_ Z (20) (201

(20> z® 4+ 27)

Teo. Binomio

: 20) <> 5(6-1) 73
0
0 4
)6
7=0

=0

|
-
]
(=}

Do

|
M

)

no

Notemos que la tnica forma de formar 17 con los exponentes que tenemos es como 2-5+1-7 = 17, es
decir necesitamos que:
ji=1, i—j=2 = j=1,i=3

Luego tenemos que el coeficiente que acompaia a z'7 es:

20\ (3 200 3! 20! 20-19-18
(3) (1) SanpiR o a0 01918 =840

Otra forma de hacerlo es mediante el siguiente argumento combinatorial. Notemos que nosotros tenemos
el siguiente producto:
A+ +2)A+25+27) ... (1+2°+27)
~—~
20 veces

Notemos que cada vez que obtenemos un término de este producto lo que hacemos es elegir 1 elemento de
cada paréntesis y multiplicarlos juntos. Nuevamente para obtener 17 tenemos que elegir dos z° y un z”.
.De cuantas maneras se puede hacer esto? Notemos que los z° los podemos elegir de (220) maneras (pues
esto es elegir 2 elementos entre 20) y al hacer esto hay dos parentesis que no se pueden ocupar, luego elegir
el 27 se puede hacer de 18 formas, por tanto el total de formas de formar 2'7 (y por tanto el coeficiente

que acompafia al x17) es:

20 20! 20-19
(2)18 2'20'18 5 -18 =10-19 - 18 = 3420
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b)

No lo haremos mediante el teorema del binomio (pues hay que hacer 3 teoremas del Binomio). Nuevamente
tenemos un producto del estilo:

I+ +25+a2T)(1+2®+25+27) ... (1+22+2°+27)

25 veces

.De cuantas maneras podemos formar 127 De las siguientes formas:
12=6-2, 12=2-5+4+1-2, 12=1-5+1-7

Notemos que para la primera forma tenemos que elegir 6 dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer
de (%) maneras.

Para la segunda forma tenemos que elegir 2 cincos y un dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer de
(225) 23 maneras.

Para la ultima forma hay que elegir un cinco y un siete, esto se puede hacer de 25 - 24 maneras.

Por tltimo cada una de estas opciones aporta a formar coeficientes para x'2, por lo tanto el coeficiente que
acompaia a 212 es:

25 25 25! 25! 25.24.23-22.21-20 25-24
<6>+<2)23+25-246!19!+(2!23!)+25~24 s 133 T 3o T

Simplificando tenemos:
5.23-22-7-10+25-4+25-24 = 177100 + 100 + 600 = 177800
Sea p(z) = (1 + z)?", expandamoslo de las manera que nos indican:

pe) = (142 =2Zn(2§)w'“

Teo. Binomio k=0

Notemos que el coeficiente que acompana a " es (2:’). Por otro lado:

o= e wear =(S(0)) (£0)2) -E2 ()02

Teo. Binomio Teo. Binomio

Producto de Polinomios

Notemos que el coeficiente que acompaﬁa a x™ es:
n n n n n 2
> () 01)-20)
=0 =0

Como los polinomios son iguales, los coeficientes que acompanan a x™ deben ser iguales, es decir:

> (1) - ()

Que era lo pedido.
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P4. [Composicidn]

a) Sean p,q € C|z] tales que gr(p) = n y gr(q¢) = m. Demuestre que p o ¢ es un polinomio y calcule gr(p o q).
b) Encuentre todos los p € C[z] tales que:

p(z?) = (° + 1)p(x) p(p(x)) = p(x)

Hint: Puede ser 1til encontrar gr(p) antes que p.

Solucion 4.

a) Notemos que:

=
—
=

I

[

S
E

S

B

k=0
q(z) = Em:blxl
=0
Luego:
poq(z) = p(q(x))

= Y algla))*
k=0

Notemos que (q(z))* es un polinomio para todo k (pues es la multiplicacién de k polinomios), luego
ar(q(x))* es un polinomio (pues es la multiplicacién de ay y (g(x))*) ambos polinomios, por tltimo po g(x)
es la suma de todos los polinomios ay(q(z))¥ y por tanto es un polinomio. Para calcular el grado notemos

que si ax # 0:
gr(ag(q(x)®) = gr(arq(z)...q(x)) =0+ m+m+...+m=km
—_——— —
k veces k veces
Y por tanto:
poq(x) = ag + a1q(x) + az(q(x))* + ... + an—1(q(x)" ") + ang(z)"
——

an # 0, el grado es mn

Es decir el dltimo sumando tiene un coeficiente no nulo que acompana a ™", llamemoslo b, como los demas
polinomios de los otros sumandos tienen grado a lo mas ("~ nada puede cancelar al elemento bz™" y
por tanto gr(p o ¢) = mn.

Obs : Si uno quisiera ser muy formal habria que separarse en el caso cuando m = —oo y cuando n = —oo

b) Trabajemos nuestra primera ecuacion:

2

= (2®+ 1)p(x)

= gr((«® + Dp(x))
gr(z® +1) + gr(p)
= 2+gr(p)

p(x
gr(p(z?)
gr(p) gr(z?

2gr(p

)
)
)
)

Es decir gr(p) = —oo o gr(p) = 2. Pongdmonos en casos

s Caso 1: (gr(p) = —0)
Si el gr(p) es —oo, entonces p(z) = 0. Como:

p(x?) =0=(2>+1)-0= (2" + 1)p(x)

Satisface la ecuacién, entonces es solucién.




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

= Caso 2: (gr(p) =2)
En este caso tenemos que p(z) = az? + bx + ¢, luego:

p(a®) = (2®+1)p(z)
az* +bx? +¢ = (22 +1)(az® + bz +c)
ar* +br* +c¢ = ar*+b2® 4+ (a+ ) +br+c
Para que ocurra esto debemos tener que b = 0y ¢ = —a. Luego p(r) = az? — a con a # 0 es solucién.

El total de soluciones entonces son los polinomios de la formas:

p(z) =ar® —a

Con a € C.

Para resolver la segunda ecuacién partimos con la misma idea de calcular el grado:

poep =D
gr(pep) = gr(p)
gr(p)® = gr(p)
Es decir gr(p) = —o0, gr(p) = 0 o gr(p) = 1. Poniéndonos en casos tenemos que:

» Caso 1: (gr(p) = —o0 o gr(p) = 0)
En este caso p(z) = ¢ donde ¢ € C. Luego:

De donde concluimos que es solucion.
= Caso 2: (gr(p) =1)
En este caso p(x) = ax + b. Luego:

plax+b) = ax+b
alax+b)+b = axr+b
a’r+ab+b = ar+b

Como gr(p) = 1 sabemos que a # 0, por ende a = 1y b = 0. Luego en este caso p(z) = x.

Por tanto las soluciones a esta ecuacién son p(x) = x o p(x) = ¢ para todo ¢ € C.
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P5. [La igualdad es por coordenadas]

a) Sean p,q € R[z] tales que:

p(x) = 2+ f)+(e+ flz+ (a—d)z*+ (2a+c)z® + (a+ b)z”
g(z) = 3+ (f+2z+(a+b+ct+d)a®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = g. Escriba el polinomio resultante.

b) Sea p(x) € C[z] un polinomio con coeficientes en C tal que:
p(x) =ag+ a1z + ...+ apz”

Se define ¢ : C — C por
q(z) = p(iz)
(i) Demuestre que g(x) es un polinomio y de explicitamente sus coeficientes en funcién de los coeficientes de
.
(ii) Demuestre que:
p =q <= para cada k que no es multiplo de 4, ax = 0.

Solucion 5.

1) Recordando que dos polinomios son iguales si y s6lo si sus coeficientes son iguales, vemos que:

2+f = 3
e+ f = f+2

0 = a+b+c+d
a—d = b+c+1
2a4+c = b
a+b = 0

Tenemos 6 incégnitas y 6 ecuaciones, resolviendo el sistema obtenemos:

Por tanto el polinomio resultante es:
. 1
p(z) =q(x) =3+3x—2" — 2%
2) (i) Notemos que:

q(z) = pliz)

n
= Z ay(iz)*
k=0
n

= Z (api®) z*

k=0 —by,

n
- S
k=0

De donde vemos que ¢ es un polinomio con coeficientes by, = ayi*.
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(ii) Tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

pP=4q
Vk e {1,2,... ,n},(
Vk € {1,2,... ,n}, (ar = axi®)
Vk e {1,2,...,n},(
Vk e {1,2,... ,n},(

IR

De donde concluimos el resultado.

10



