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P1. [Relacién inversa] ~
Dado E un conjunto no vacio y R una relaciéon sobre él. Definimos la relacién R de la siguiente forma:

Y(a,b) € Ex E, aRb < bRa.

a) Muestre que si R es relacién de orden, entonces R también lo es.

b) Muestre que si R es relacién de equivalencia, entonces R también lo es.

Solucién 1.
a) Recordemos que una relacién es de orden si y sélo si es refleja, transitiva y antisimétrica. Luego, lo que
haremos es demostrar estas tres propiedades por separado para concluir.

» R refleja: Sea a € E, como R es refleja, sabemos entonces que

aRa <= aRa,

de donde deducimos que R es refleja cuando R lo es.
» R transitiva: Sean a,b, ¢ € E tales que aRb A bRe. Entonces,

aRb A bRe <= bRaAcRb = c¢Ra < aRe,

de donde concluimos que R es transitiva cuando R lo es.

» R antisimétrica: Sean a,b € E tales que aRb A bRa, queremos demostrar que. a = b. En efecto:

aRbADRa < bRaAaRb — a=1b,

donde la ultima implicancia sale de que R es antisimétrica. Luego, se deduce que en este caso, R
también es antisimétrica.

De todo lo demostrado anteriormente, se deduce que R es relacién de orden cuando R también lo es.

b) Ahora debemos chequear que la relacién sea refleja, transitiva y simétrica. Las dos primeras propiedades
ya fueron demostradas y no dependian de la antisimetria de la relaciéon previa. Luego, probemos sdlo la
que falta:

» R simétrica: Sean z,y tales que zRy. Luego,
TRy <= yRz — zRy < yRz,

de donde se deduce la simetria de la relacién cuando R es simétrica.
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P2. [Relaciones de equivalencia y orden]

a) Se define la relacién R en R\ {0} por 2Ry < zy > 0.
(i) Determine si R es una relacién de equivalencia o de orden (podria no ser ninguna de las dos)
(ii) Si la relacién es de equivalencia, calcule todas las clases de equivalencia. Si es de orden determine si el
orden es parcial o total.
b) Sea E un conjunto no vacio y considere K € P(E) fijo, con K # &.
Se define en P(F) la relacién Ry por:
ARxB < BNK C A.
(i) Demuestre que Ry es refleja y transitiva.
(ii) Proponga un conjunto K € P(FE) tal que Ry sea una relaciéon de orden. Justifique su eleccidn.

Solucion 2.

a) 1) Veamos que cosas se verifican:
= R refleja: Sea x € R\ {0}. Luego, por propiedades de reales sabemos que 22 > 0 <= zRux.
= R simétrica: Sean z,y € R\ {0} tales que zRy. Luego:

TRy <= zy >0 < yzr >0 < yRuz.
» R transitiva: Sean z,y,z € R\ {0} tales que
TRYAYRz <= zy>0Ayz>0 = 2¢°2>0 — 22 >0 <= Rz

Luego, concluimos que R es una relaciéon de equivalencia. Para ver que no es de orden, basta con notar
que no es antisimétrica, en particular:

1R3 A 3R1
Pero 1 # 3.
2) Calculemos las clases de equivalencia, notemos que sélo tenemos dos casos posibles dependiendo del
signo de z:

= Siz >0, esto implica que 2Ry <= zy >0 <= y > 0. Por ende, en este caso:
[2lr ={y € R\ {0} : y>0} =Ry.

= Por otro lado, si x < 0, tendremos que 2Ry <= zy >0 <= y <0, y luego:
[zl ={y e R\{0} : y <0} =R_.

Como hemos cubierto todos los casos posibles con el estudio anterior, no hay més clases de equivalencia
que se puedan calcular diferentes a las ya obtenidas, y por lo tanto:

R\ {0})/R = {R¢,R_}.

b) 1) Veamos lo pedido directamente:
= Ry refleja: Es claro que, para todo A € P(E),

ANK CA = ARKA.
= Ry transitiva: Sean A, B,C € P(F) tales que ARx B A BRxC, luego:
ARkBABRkC <— BNK CAANCNK C B,
de donde vemos que
CNKCB = (CNK)NKCBNK < CNKCBNK CA,
de donde deducimos que CNK C A <— ARkC.
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2) Si elegimos por ejemplo K = F, notamos que la relacion AR g B toma la forma:
AREB <— ANECB < ACB.

Luego, como ahora la relacion queda determinada por la inclusiéon de conjuntos, veamos que es anti-
simétrica. En efecto, sean A, B € P(FE) tales que ARpB A BREA; por definicién esto nos dice que

ACBABCA = A=B,

por lo que nuestra relaciéon queda antisimétrica para K = FE,y por lo demostrado anteriormente resulta
ser una relacién de orden en P(E).
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P3. [Relaciones de proposiciones l6gicas]
Sobre un conjunto de proposiciones logicas P, se define la relacién R por:

PRq < ((pAq) & q).

Ademss, para p,q € P se dice que p = ¢ siy sélo si p & gq.

a) Demuestre que R es una relacién de orden sobre P.

b) Pruebe que R es una relacién de orden total.

Solucién 3.

a) Probemos cada propiedad por separado:

= R refleja: Sea p € P, es claro entonces que
DPAp = D,

lo que nos dice directamente que pRp.
= R transitiva: Sean p,q,r € P tal que pRq A ¢Rr, por definicién esto nos dice que

(pANq) <= gA(gAT) < T,
de donde podemos ver que
r <= (gAr) <= (pAg A1) <= (pA(gAT)) < (pAT),

vale decir, hemos probado que pRr.
= R antisimétrica: Sean p,q € P tales que pRqg A q¢Rp; vale decir

(pANq) <= aN(gAp) = p,

de donde obtenemos que
p = (pNq) = qd = p = ¢

b) Sean p,q € P un par cualquiera. Notemos entonces que:
np = VAg <=V <= (phq) = V.
s p <= VAgq << F < (pAhq) < F.
" p <= FAq = V <= (pAq) < F.
" p << FAq < F < (pAq) < F.
De lo anterior, podemos ver que en cualquiera de los cuatro casos, la conjuncién p A g posee el mismo valor

de verdad que alguna de las proposiciones p o ¢q. Luego, siempre tendremos que pRgq, o en caso contrario
tendremos que ¢Rp. Asi, se concluye que el orden estudiado es total.
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P4. [Médulo]
Sea R la siguiente relacién en Z? definida por:

(a,0)R(c,d) <= a+b=2c+3d

a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
b) Demuestre que [(0,0)]z U[(1,0)]r = Z?, pero que [(0,0)]z N [(1,0)]r = 0.

¢) {Cuéntos elementos tiene Z?/R?

Solucién 4. Recordemos que la relaciéon =5 en Z:
x =9y <= [Ik € Z tal que (z — y) = 2k]
Esto puede ser visto como que x e y tienen la misma paridad. En el caso de R notemos que:

a+b=5c+3d

[3k € Z tal que c+3d —a — b= 2k]

[FkeZtalquec+d—a—b=2(k—d)]
g

[FN € Z tal que c+d —a—b=2)]

a+b=c+d

(a,b)R(c,d)

I

Es decir (a,b)R(c,d) siy s6lo si a+ by ¢+ d tienen la misma paridad.

a) = Refleja: a+ b tiene la misma paridad que a + b, por ende (a,b)R(a,b)
» Simétrica: Supongamos (a,b)R(c,d), Es decir a + b tiene la misma paridad que ¢ + d, esto es lo
mismo que ¢ + d tenga la misma paridad que a + b, luego (¢, d)R(a, b).
» Transitiva: Supongamos (a,b)R(c,d) y que (¢,d)R(e, f). Es decir a + b tiene la misma paridad que
¢+ d y ¢+ d tiene la misma paridad que e 4+ f. Es evidente de esto que a + b tiene la misma paridad
que e + f, por lo tanto:

(a,b)R(e, f)

b) Sea (a,b) € Z?, luego a + b es par o impar. Si a + b es par, entonces a + b € [(0,0)]z, mientras que si a + b
es impar tenemos que a + b € [(1,0)]&. De esto concluimos que:

[(0,0)]= U[(1,0)]= = Z*
Ademés es claro que no existe ningtin (a,b) € Z2 tal que a + b sera par e impar a la vez, por tanto:

[(0,0)]= N [(1,0)]z =0

¢) Por la parte b) vemos que [(0,0)]r v [(1,0)]r son una particién por clases de R de Z? por tanto son todas
las clases de equivalencia de R. De esto concluimos que Z?/R tiene 2 elementos.




