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. a1 L \x|2"+3n! e x2 B
1 ] = lim 22 (4 1)) —hmm—0<1

Luego, por el criterio del cuociente, Y a,, converge independientemente del valor de z, por lo que
R=o00,I =R

. ansal L |z|"TIVnZ +3 ) n?+3
lfm o] = lim ———— = |z|lim ) ——F—— = |7
n |z|"Vn? 4+ 2n + 4 n®+2n+4

Luego, por el criterio del cuociente, converge si |x| < 1y diverge si |z| > 1, por lo que R = 1.

= Casoz=1: a, = \/;7% Notemos que v/n? + 3 es similar a vn? = n hacia el co. En efecto:

n

[y

2
7 2 7 n
lim n1+3 = lim 3 =1>0
= n®+3
n
Luego, por comparacién por cuociente, la serie diverge.
- 1. _ (=" (o :
s Caso x =—-1: a, = NCEIER Es facil ver que |a,| es decreciente. En efecto,

lans1] V243 < vn?2+3 )
lan|  Vn24+2n+4 7 Vn2+3

Ademas, es directo ver que |a,| — 0, por lo que se tiene la convergencia de » a,, por Leibnitz.
Finalmente I = [—1,1).
xn\/ﬁ

c) ap = 3¢
Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

lim\”/an:@Hm \"/ﬁ:|x3|:>R:3

» Caso z = 3: a, = +/n que no converge a cero por lo que la serie diverge.

» Caso z = —-3: a, = (—1)"y/n que tampoco converge a cero por lo que la serie diverge.

Finalmente I = (—3,3).
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_ n 1\
d) ap =2a" (1+ %)
Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

1
lim {/a,, = |z|lim <1 + > =lz]=R=1
n

» Casox =1: a, = (1 + %)n — e # 0, por lo que la serie diverge.
» Casox =—1: a, =(—1)" (1 + %)n Ya se vi6 que |ay| 4 0, por lo que a,, tampoco converge
a cero y luego la serie diverge.
Finalmente I = (—1,1).

wn

e) ap = e
Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

1 (0%
lim /a,, = |z|lim (7\1/7> =lz|=R=1
n

» Caso z = 1: a, = n% Sabemos que converge para a > 1. Veamos que para 0 < a < 1
diverge. En efecto,

1
0<a<l = 1< —
a
= n<nl/e /()?, funcién creciente.

= n*<n

1 1

= —>=

n* —n

Como ) 1/n diverge, se tiene por mayoracién que »_ 1/n® también. Ademds, si o < 0,
1/n® =n~% que no converge a cero. Luego si a € (—00, 1] la serie diverge.

—1)" .
m Casorz = —-1: a, = % Como para « > 0, 1/n® decrece y converge a cero, se tiene por

Leibnitz que la serie converge. Para a < 0 basta notar que a,, = (—1)"n~% /4 0, por lo que la
serie diverge.

En resumen, dependiendo del valor de o tenemos que:
» q € (—00,0]=T=(-1,1)
s ac (0,1]]=1=[-1,1)

n €

f) a, = (=1)"2?7+!
Como x2"*! es decreciente y convergente a cero para |z| < 1, por Leibnitz se concluye la conver-
gencia de la serie. Para |z| > 1 basta ver que a, 4 0 por lo que diverge. Por lo tanto R = 1.

» Caso z =1: a, = (—1)", que no converge a cero, por lo que la serie diverge.

» Caso x = —1: a, = (=1)"(—=1)?"*! = (=1)"*(—1) = (=1)"*!, andlogo al caso anterior.

Finalmente I = (—1,1).



Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

ntl(2n 41 2n+ 1
tim 1941l g, 121 _ CntD i 22 o p o
|ay| |z|(2n + 3) 2n+3
= Caso x =1: a, = ﬁ Notemos que hacia 0o, 2n + 1 es similar a 2n. En efecto,
1
lim 2% — 1fm =1>0
1
o 2n+1
Luego, como ) i diverge, nuestra serie también.
» Casox =—1: a, = (2;2; Como |a,| decrece y converge a cero, la serie converge por Leibnitz.
Finalmente I = [—1,1).
h) a, = 2" 00 PENDIENTE
i) ap = :1:”7("”)2("“).
(n+3)(n+2)
B I e N . B B
lim ] lim 1.71(”"‘2)2(""'1) = |z| lim s |z = R=1
= Casox =1: a, = %, que no converge a cero por lo que la serie diverge.

n (n+2)(n+1)

3 , que no converge a cero por lo que la serie diverge.

» Casoz=—1: a,=(-1)
Finalmente I = (—1,1).
j) anz(%—i—%)x" a>b>0
x™ bra™

q =
n " n?

Notemos que Y (az)™ y > (bx)™ poseen R igual a 1/a y 1/b respectivamente. Por la proposicién

10,2, se tiene que
1 1
R(pn) = 2 R(qn) = —

b
R:min{l,l}zl
a' b a

Tanto p, como g, convergen. Luego R(a,) = 1/a.

1 b\" 1 1
e e
n a n n

Como ) 1/n diverge, nuestra serie diverge por mayoracion.

o (1) 2

2

Luego tenemos que para

» Caso z =1/a:

» Caso z=—1/a:

Sabemos que tanto n~! como n~2 son decrecientes. Ademés, como a > b > 0, tenemos que

(b/a)™ es decreciente. Luego |ay| es decreciente y ademads es nula. Luego por Leibnitz converge.

Finalmente [ = [-1, 1),
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E2. Se resuelve en P4.

E3. Notemos en primer lugar que, haciendo u = sin(t) — du = cos(t)dt, tenemos:

™2 cos(t) L du
rEEpne Al e —
0o 1—azsin“(t) 0o 1—azu

Tenemos por hipétesis que |z| < 1, ademéas |u?| = |sin?(t)| < 1, por lo que |zu?| < 1. Usando la

indicacion se sigue que:

1
T o2 = Z(mﬁ)k = Zwku% lz| <1
—zu

Ademis,
k., 2k+1

P
k, 2k r°p
ru ) du = —_—
f () m= 250
Juntando todos nuestros resultados (note que nos interesa el caso p = 1) concluimos que, para |z| < 1:

k

™2 cos(t) L du ! x
—— dt= | —— = Fu?k) du =
/0 1 — xsin?(t) /0 1 — zu? /0 (Zw “ ) “ ZQk—I—l
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P1.

a) Es andlogo al ejercicio E1.j. Tomando u = x — 1, vimos que la serie:

k k
a b k
g (k + ]{32> u a>b>0
Converge para u € [—%7 %) Luego, como u = x — 1, se tiene que la serie converge si:

1 1
re |l——1+—
a a

b) El razonamiento es similar al hecho en el ejercicio E3. Usando la indicacién, obtenemos que:
1 k k k 2k 2k
Trae > (=DF@E =D (—1)ra?e?

De donde:
. q2k12k+1 2k

Lt 1 a
/0 1+a262 /O (Z(_l)ka%t%) dt =) (-1) 2%k +1 Z(_l)k% +1

¢) Notemos, por otro lado, que si a # 0,

1
dt
/ — u=at — du=adt
0 1 + a“t
1 /% du 1 a
= - [ ——— = —arctan(u)
ajo 1+u a 0
_arctan(a)
B a

Juntando esto con la parte (b), tenemos:

arctan(a) _ /1 dt _ Z(_l)k a®k
a o 1+ a?t? 2k +1

Notemos ademas que podemos ampliar el resultado a a = 0. En efecto,

arctan(a) ’H |, 1
im lim =1
a—0 a a—0 1+ a?
2k 2k
a a =0
—1)* =1 —1)* S 1+0=1
D e il PPy +
k>0 E>1
Luego, definiendo por continuidad %n(a) =1 cuando a = 0, también se cumple la igualdad.
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P2.

a) Por la proposicién 10.2 sabemos que R = 1, ya que R(>_ zF) = 1.

1

» Casoz=1: a, =

conocidamente divergente.

(="

——, convergente por Leibnitz (puesto que |a,| decrece y tiende a cero).

= Casox =—1: a, =

Luego I =[-1,1).

b) Sea h(z) = 2" y g(z) = 1% . Luego
1 T F
- —(h
S i) =teow
Como Dom(h) = [~1, 1), necesitamos que |1%-| < 1. Luego:
' T <1 ,x # 1
1-—2z

&zl < |1 -z
& |zf<l—z V |z|<z—1
S r-l<r<l—zVili—-zz<arx<zr—1

Pero siempre se tiene que x — 1 < =z, y, en consecuencia, nunca se tiene x < x — 1. Luego las
desigualdades se reducen a:
r<l—zx

Lo que se cumple para x € (—o0, %)

¢) Tomando las mismas funciones h y g definidas anteriormente, tenemos que f = h o g. Recordemos

que la funcién solo estd definida para el dominio encontrado en la parte anterior. En particular,

T

recuerde que |17 | < 1. Luego derivando tenemos:

f@ = Wy
- (2(2)) ()
(s

= lim (Tw)n L
1-(i%) ) (1—-2)?
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Luego tenemos que:

1
1—2)(1—2z)

v B z dt
| roe = [ o

x * 2 1
roly = [ ()«
flo) = —1n]1—2t|+1n]1—t]’z

1—
R

Pero z € (—00, ) = 2z € (—o0, 1), por lo que tanto 1 — = como 1 — 2 son positivos. Finalmente

f(x):m(l_“") 2 e (o0 1)

1-2z 2

P3.
_1\k
a) Para ]E?I()k) basta ver que ﬁ(k) — 0 y es decreciente, por lo que converge por Leibnitz. Para

> ﬁ(k) veamos la integral impropia correspondiente. Notemos que:

/00 de In(In(x)) * = oo diverge
o xln(z) 2 8¢

Luego la serie diverge por el criterio de la integral impropia.

b) Notemos que aplicando el criterio del cuociente se obtiene:

kln(k
Jion [+ || lim n(k)
lak| (k+1)In(k+1)
L'H . 1 +In(k)
—  |z|lim —————
1+ In(k+1)
L'H . k+1

Que resulta en convergencia para |z| < 1y en divergencia para |z| > 1. El radio de convergencia
es entonces R = 1. Adicionalmente vemos que, usando lo visto en (a), el intervalo de convergencia
es [—1,1).
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k
) flz) =2 %
k
(c1) Recordemos que \x|k posee R = 1, lo mismo para » % por la proposicién 10.2. Esta tltima
serie es muy similar a f(x). En efecto vea que, por el criterio de comparacién por cuociente:

k

D) k2

lim 2 = lim ———— =1>0

A S
k2

Por lo que las series se comportan igual. En conclusidn, el radio de convergencia de f(z) es R = 1.
(c2) Para x € (—1,1) tenemos que:

i@y = (2 k(k’“il)> -(¥ ;:> 3

L, 1—2a" 1
= lim =
1—=x 1—=x

(¢3) Por simple evaluacién en z = 0 vemos que zf(z) = (xf(x)) = 0. Segin lo calculado en la
parte anterior, tenemos que:

1) /0 p@)de = ()

Todt

@ [y = [% = -a)

L= @f @)

De donde concluimos que (zf(z)) = —In(1 — z). Repitiendo el mismo razonamiento tenemos:
W [Caroya = tra)
@)/(ﬁ@ﬁﬁ = /'—mu—wﬁ su=1—t—du=—dt

0 0

D= ()

11—z

1

1-x
= / In(u) = u(ln(u) — 1)
1
= (I-z)(In(1l—2)—-1)+1
De donde concluimos que z f(z) = (1 —z)(In(1 —z) — 1) 4+ 1. Tomando = # 0 se concluye lo pedido:

_ 1+ (1—2)(In(l —2)—1)

T

f(@)
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P4.

a) Para |z| < 1 es claramente convergente por Leibnitz. Ademds en x = 1 la serie es divergente puesto
que (—1)¥ 4 0. Luego, para |z| > 1 la serie diverge y R = 1.
Caso r = —1: Y (—1)"(—1)*" = > (~1)" divergente.
Luego I = (—1,1). Con x € I es sencillo encontrar la funcién asociada resolviendo la sumatoria
geométrica.

0 0 14+ 2

Como |z| < 1= | — 22| < 1, se tiene sacando el limite que:

1
Z(—l)nxzn 112 , ol <1

que es justamente la derivada

b) Notemos de la parte anterior que nuestra serie resulta ser igual a —1—
1+4z=’

de arctan(z). Veamos entonces que:

(1) /0 Z(—l)”tQ"dt = /0 W:arctan(x)
p2ntl

@ [ L = S

Se concluye que para |z| < 1 se cumple

x2n+1

arctan(z) = Z(—l)”

2n+1

c) Es inmediato intentar usar la parte (b) para relacionar 7 con alguna serie. Recordemos que nece-
sitamos que |x| < 1. Podriamos usar = 1/1/3 en donde la arcotangente vale 7 /6. Luego

7 = 6arctan(1/v/3)

Y reemplazando en la serie encontrada:

_ A G Y (=1)"
7T_62<\/§> 2n+1_2\/§z3”(2n+1)
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P5.

1 1 1 1 1
f(x):$2+x_2: (x+2)(z—1) :3(95—1_33—1—2)

Veamos el desarrollo en serie de potencias de ﬁ y z%ﬂ (centradas en cero). Para ello ocuparemos
dos métodos.

Encontrar las series de Taylor en cero:
(1) g(z) = -1;. Derivando encontramos que:

g(z) = (-1~
g(x) = (-1@-1)7"
(=

g(@)" = (=1)(-2)(z—-1)"?
Nk
§P@) = (D (R~ ) =
De donde obtenemos que .
|
g(k)(O)—(( 11))k—lfl k!

(k)
g(l’)zzgk!(o)mkzz—xk , Rg=1

(2) h(z) = ﬁ Puesto que (z —1)" = (x+2)" = 1, la derivacidn es totalmente andloga, por lo que:

—1)kk!
(k) () = (LR
hi () (z + 2)FH
by (LR
hk)(0) = o
hM(0) Rt
M) = 30 = S
Donde por Leibnitz es directo que converge por lo menos para (—1,1). Por lo tanto, la suma de

estas series tiene R = 1 y resulta en:

(- - (G 1)

Encontrar las series por medio de la serie geométrica:
Para esto recordamos que:

Luego tenemos que:
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Determinar el radio de la serie de h(z) es directo al notar que el paso a la suma geométrica necesita
que:

‘—g‘<1(:>|x|<2:>Rh:2

Por lo tanto la suma de las series converge para el radio menor, es decir, R = 1. Concluimos el
mismo resultado:

1 k g ot 1 ((=1)+! k
fl@) =3 <Z—$ =21 2k+1> => 3 <2k+1_1 x
Para el Intervalo de Convergencia, estudiemos los casos z =1y z = —1.
Caso z = 1: - -~
1 /(=1 r_ 1 ((=1)
3<zk+l‘1)“‘ :3<2k+1‘1 70

Por lo tanto la serie no puede converger.
Caso z = (—1):

IR P Y(E TS ISR

Por lo tanto la serie no puede converger. Se concluye que I = (—1,1).

(@) x -1 1 n 1
xr) = = —
(1—2)(1+2x) 3 \z—1 142z
Por la parte (a) ya sabemos que ﬁ => —zF para z € (—=1,1). Para el otro término procedamos
como antes:

Encontrar la serie de Taylor en cero:
Derivando obtenemos:

glx) = (1+22)7
g@) = (-1 +22)7*-2
g(@)" = (~1)(-2)(1+22)7" 27
_1\kok
I

De donde obtenemos que

—1)kokyk
R — _1
T lm Y/[(—1D)R2F] 2

Juntando ambas series con el radio menor R = % obtenemos:

@)= = x)fl o = %1 (> -k + D (-1)k2tat) = Z% ((—1yrt2t 1) oF

11
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Encontrar la serie por medio de la serie geométrica:

9(@) = 5 +12x T1- (1—2x) =2 (-2 =) (-1t

Donde el radio es directo de que para la suma geométrica necesitamos:

1

1
|—2x]<1<:>|x|<§:>Rg:§

Por lo tanto la suma de las series converge para el radio menor, es decir, R = % Concluimos el
mismo resultado:

)= x)fl o = %1 (> -k + D (-1)k2tat) = Z% ((~1y12 1) oF

Para el Intervalo de Convergencia, estudiemos los casos z = 1/2 y x = —1/2.
Caso z =1/2:

(vt = o) (3 =3 (o (3) ) o

Por lo tanto la serie no puede converger.
Caso z = —1/2:

vz st =) (5) =5 (0 () ) o

Por lo tanto la serie no puede converger. Se concluye que I = (—1/2,1/2).

Notas:

= Note la facilidad para obtener series de expresiones de la forma (donde A, B,C son

A
+C

constantes) utilizando la serie geométrica.

= Las series fueron comprobadas mediante WolframAlpha.
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