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Examen

P1. En un cuadrado de lado 2a se inscriben dos circunferencias de radios 1 y ra, centradas en la diagonal
del cuadrado, tangentes entre si y ambas tangentes al cuadrado (ver figura).

: __ _4a
(i) (0,5 ptos.) Demuestre que r1+7ry = CRRVoR

2 (i) (2,5 ptos.) Determine los valores de 71 y
ro de modo que la suma de las areas de
2 ambos circulos sea méaxima. Justifique.

P2. a) (1,0 pto.) Probar que la ecuacion [ e’ dt =1 tiene solucion tmica en el intervalo [0,1]. Justifique.

b) (1,0 pto.) Sea f : R — R de clase C? (dos veces derivable con derivada continua) tal que |f(0)] < M,
lf2) <My |f'(z)| < K,Vze€l0,2] donde K, M € R" fijos. Demuestre que |f'(0)] < M + K.
Indicacion: Use un desarrollo de Taylor para f.

P3. Sean f: R — R integrable y F': R — R definida por

5 — L ftydt siz#0
F()_{f(()) siz=0

(i) (1,5 ptos.) Probar que si f es continua en 0, entonces F' es continua en R.
(ii) (1,5 ptos.) Probar que si f es continua en R y derivable en 0, entonces F' es derivable en R y
ademés F'(0) = £ /(0).

P4. (2,0 ptos.) Sea f una funcién no negativa y continua en [0, cc]. Para cada x > 0 se considera el solido
cuya base es la region limitada por el grafico de f y el eje OX en el intervalo [0, z] y tal que las secciones
del solido perpendiculares al eje OX son cuadrados. Sabiendo que el volumen de dicho solido esta dado
por:

V(z) = 2% — 2z cos(x) + (2 — 2%) sen(z)
se pide obtener la funcion f(z).

P5. (i) (1,5 ptos.) Sea (an)nen una sucesién de términos positivos. Demuestre que si la serie ) - 175~
converge, entonces »_ . a, converge.
(ii) (1,5 ptos.) Sabiendo que la funcion f(z) = %E/i*l es decreciente en [1, oo], estudie la convergencia
de la integral [ f(z)dz y de la serie 3, -, el/r-1

n

P6. (2,0 ptos.) Considere la curva I' parametrizada por:
r(t) = e *(cos(2t),sen(2t),1) donde t € [0, 00].

Encuentre los vectores tangente T, normal N y el largo total de la curva I'. ;Qué puede decir de la
torsion 7 de T' para ¢ € [0, 00]?



nem”

P7. Considere la serie de potencias f(z) = Y 2
n=1

(i) (1,0 pto.) Calcule el radio de convergencia y el intervalo de convergencia, investigando los extremos.

(ii) (1,0 pto.) Demuestre que f'(z) = -

e—x "

Indicacién: Recuerde que 3, -, q" = qu, lg] < 1.

e} n

(iii) (1,0 pto.) Determine f(x) y utilicelo para calcular 21 (;212 .
n=
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P1.- En un cuadrado de lado 2a se inscriben dos circunferencias de radios r1 y ro, centradas

en la diagonal del cuadrado, tangentes entre si y ambas tangentes al cuadrado (ver figura)

: _ _4a
(i) Demuestre que r{ + ro = TWoE

r,e N2 o+ 1,

e 2a

Figura 1: Pregunta 1

(ii) Determine los valores de r; y ro de modo que la suma de las 4reas de ambos circulos sea
méxima. Justifique.

Solucién:
(i) De la figura, la diagonal del cuadrado de lado 2a es igual a la suma de las dadas por las
lineas negra y roja, luego:

(m\@ +7r1)+ (7‘2\/5—1- re) = 2aV/2
(\/§—|- 1)(7"1 + ’I“Q) = 2&\@
2a\/§
rNtro=——

V2+1

Multiplicando por v/2 arriba y abajo, se tiene:

4a
242

(1)

T+ T2 =



(ii) Cabe notar que sin pérdida de generalidad 7 € [0, a]. Por otra parte el area es:
A(ry, ) = w(r +13)
Utilizando la ecuacion (1), ya que debemos dejar el area en funcion de una variable, asi:

B 4a
242

A(r) = 77(7“% +(b— 7“1)2) b

Derivando e igualando a 0:

b
/ — *_ — S
A(r)=2m(2r] —b) =0<1] 23+ 3

Y como
A'(r)) =47 >0

Implica que r] se trata de un minimo, pero como buscamos un méaximo, éste se alcanza
en virtud del teorema de Weiestrass, ya que la funcién es continua en un intervalo cerrado,
luego el méximo lo alcanza en el extremo, esto es r; = a y de (1) 72 = a(3 — 2v/2), lo que
el drea maxima es:

Apaz = 7a%((3 — 2v/2)? + 12) = 6ma?(3 — 2V/2)

P2.-

a) Probar que la ecuacion [ e’ dt = 1 tiene solucion tnica en el intervalo [0, 1]

b) Sea f : R — R de clase C?(dos veces derivable con derivada continua) tal que |f(0)| <
M,|f(2) <My |f'(z)| < K, Vz €0,2] donde K, M € R" fijos. Demuestre que |f/(0)| <
M + K. Indicacion: Use un desarrollo de Taylor para f.

Solucién:
a) Sea f(x) = [ et’dt — 1 que es continua por dlgebra de funciones y el teorema funda-
mental del célculo en el compacto [0,1]. Vemos que f(0) = -1y f(1) = fol e’dt —1 >

fol eYdt —1 =1—1 = 0, luego por teorema de Bolzano f es continua y f(0) - f(1) < 0,
implica que 3¢ € [0,1] tal que f(¢) = 0y como f'(z) = e > 0 implica que la funcion es
estrictamente creciente, luego la raiz ¢ es unica.

b) Como la funcién es de clase 2 luego hacemos un desarrollo de Taylor de orden dos (en

torno a 0):

f(€)="

F@) = FO) + /(@) + 15

£€10,2]

Asfen x = 2:
f(2) = £(0) +2f'(0) + 2f"(&) £ €[0,2]
Despejando f/(0) y aplicando valor absoluto y desigualdad triangular:

1 1 1 M M
FO) = 51£2) = F0) = 2"(©)] < SF @+ 5IFO) | + 1) < 5 + 5 + K = M+ K
P3.- Sean f: R — R integrable y F': R — R definida por:

o) — LIV ft)dt siz#0
f()_{ ’ f(0) siz=0



(i) Probar que si f es continua en 0, entonces F' es continua en R.
(ii) Probar que si f es continua en R y derivable en 0, entonces F' es derivable en R y ademas

F'(0) = 5./(0).

Solucidn:
(i) Por teorema fundamental del calculo y 4lgebra de funciones 1 fo t)dt es continua si
x # 0, nos basta ver la continuidad en z = 0, luego para reparar la func1on se tiene que

PO = tin ;[ 10

Aplicando el TFC y la regla de L’Hopital, se tiene:

F(0) = lm f(z) = f(0)

r—0

Luego F' es continua en R.
(ii) Como f es continua en R y derivable en 0, luego existe f'(0), por definicion:

z—0 T ;L’—>0 T

Nuevamente aplicando el TFC y la regla de L’Hépital, se tiene:

x
— t
F'(0) = h’n%) zf(@) {0 i
El limite anterior es de la forma , asi que usamos regla de L’Hépital y TFC:

z—0 2x 2

luego F' es derivable en £ = 0 y en general en R ya que es producto de funciones derivables
para el caso x # 0.

P4.- Sea f una funcién no negativa y continua en [0,00). Para cada = > 0 se considera
el solido cuya base es la region limitada por el grafico de f y el eje OX en el intervalo [0, z]
y tal que las secciones del sélido perpendiculares al eje OX son cuadrados. Sabiendo que el
volamen de dicho sélido esta dado por:

V(x) = 2® — 2z cos(x) + (2 — 2%) sen(x)

se pide obtener la funcion f(x).

Solucidn:
Como el volumen se calcula integrando los cuadrados que se forman, tenemos lo siguiente:

V(z) = /: y2dt = /Ox fA(t)dt

Vi) = £z F(0)=0

Luego, aplicando el TFC:



Asi:

f(z) = V/V'(x) = /322 — 22 cos(z) = £+/3 — cos(z)

Ojo que se cumple que f(0) = 0.

P5.-
(1) Sea (an)nen una sucesion de términos positivos. Demuestre que si la serie Y
converge, entonces y -, a, CONverge.

(ii) Sabiendo que la funcion f(z) = %/i_l es decreciente en [1,00) estudie la convergencia

de la integral [ f(z)dz y de la serie 3, -, e/n1

n

an
n>0 1+an

Solucién:

(i) Sea by, = {2 vy utilizamos comparaci6n al limite, es decir

a
lim —" = lim (1+a,) =1#0
n—oo n n—oo

Ya que como b, — 0 = a, — 0, pues es convergente la serie ) . ~;bn. Y como el limite es

distinto de 0, >, ~ a, converge.
> Ve

(i) Como [ x% es convergente (de hecho vale 1), comparamos al limite con f(z) = Y-—,

y sea g(x) = x—lg, luego calculamos:

1
-1
lim —f(x): m & — =1#0

Asf [[° f(z)dz es convergente, y como f es decreciente y no negativa en [1,00) la serie
también converge.
P6.- Considere la curva I' parametrizada por:

r(t) = e 2 (cos(2t),sen(2t),1) t € [0,00)
Encuentre los vectores tangente T, normal N y el largo total de la curva T'.
Solucion:
' (t) = (272 (— cos(2t) — sen(2t)), 2~ % (cos(2t) — sen(2t)), —2e %)
I ()] = 2v/3e ™
T(t) = T _ i(— cos(2t) — sen(2t), cos(2t) — sen(2t), —1)
(O Ve ’ ’

Derivando el vector tangente, se tiene:

ar(t) 2
i =3 (sen(2t) — cos(2t), —sen(2t) — cos(2t),0)
Dividiendo por la norma (que es %), luego:
~ 1
N(t) = 7 (sen(2t) — cos(2t), — sen(2t) — cos(2t),0)



Finalmente la longitud total est4 dada por:
oo o0
L= / |7 (¢)||dt = 2\/§/ e 2dt = —\/§e—2t\3° =3
0 0
P7.- Considere la serie de potencias

flx) = el
n=1

(i) Calcule el radio de convergencia y el intervalo de convergencia, investigando los extremos.
(ii) Demuestre que f'(x) = —1-. Ind: Recuerde que dons0d" = %_q lq| <1

e—x’
oo (="
n=1 n2n

(iii) Determine f(z) y utilicelo para calcular )

Solucion:
(i) El intervalo de convergencia esta dado por la condicion:

n
lim {
n— 00

<l=|z|<e

nem

Lo que implica que el intervalo de convergencia es inicialmente (-e,e), de donde se deduce
que el radio de convergencia es R = e, investiguemos los extremos:

x = —e la serie que resulta es
n

n=1

la cual es convergente por el criterio de Leibniz, pues la serie es alternante y % converge a (.
x = e resulta la serie armoénica
o
>,
n
n=1

que es divergente. Asi el intervalo de convergencia I = [—e, e).
(ii) Derivando f(x), tenemos que:

Asociando la serie geométrica tenemos que (ya que estamos trabajando en el intervalo de
convergencia):
1 1 1

e—x

(iii) Integrando f(z) tenemos: f(z) = —Inle — x|+ C, pero f(0) = 0, lo que implica que:
fO)=—-Ine)+C=C=1

Luego
flz)=Inle—z|+1 Vexel
Para calcular la serie ) 7, (;212:1, vemos que tomando x = —5 en la serie original (que de

hecho esté en el intervalo de convergencia). Tenemos:

> S~/ () el (5)

n=1




