Control 3, MA1A2 Calculo Diferencial e Integral
Departamento de Ingenieria Matematica, FCFM, U. de Chile
Semestre 2008/2 (8 de Noviembre)

P.1.- a) Considere la regién R de la figura.

Y
) 1) (1.5 ptos.) Calcule el érea de R.
) 11) (1.5 ptos.) Calcule el volumen del sélido de revolucién
A generado por la rotaciéon de R en torno al eje OY.
111) (1.5 ptos.) Calcule el area del manto (total) del sélido
de revolucion generado por la rotacién de R en torno
0 X al eje OX.
Solucién
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b)

Solucion

I1T)
2
S| = 27r/ zV2dz = 37V2.
1
4
5'2:27T/ (4 —2)V2 = 4nv/2.
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La superficie pedida €s S1 4 59 4 83, « oottt e
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(1.5 ptos.) Calcule el largo de la curva y = acosh(z/a) entre z =0y = = a.

Solucion

ds = /1 + senh?(z/a)dx = cosh(z/a)dz. Por 1o tanto, ...............ccoceveeeii.n.

L= /0 cosh(z/a)dx = asenh(1).
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P.2.- a) (2.0 ptos.) Se sabe que el volumen del sélido de revolu-

cién generado por la rotaciéon de una region plana R en
torno al eje OY es igual al producto de su drea A(R) por
la longitud de la circunferencia descrita por su centro de r=f(6)
gravedad 27Z. 4
Usando esto y particiones P del intervalo [a, 3], tales R,
que |P| — 0, demuestre que el volumen del sélido de '
revolucién generado por la rotacion de la region polar R,
de la figura (que estd limitada por la curva de ecuacién

r = f(#) en coordenadas polares y a < 6 < f3) en torno o
al eje OY, estd dada por

2 B
g / #2(0) cos 0 do

Solucion

Al dividir el intervalo [a, (] segin una particién P = {6y, ...,60,}, donde |P| — 0, en cada
intervalo el sector que rota en torno al eje OY se puede aproximar al primer orden, por
ya sea un sector circular de radio f(#) o un tridngulo isésceles de lado f(0).

Asi, el 4rea de este sector (al primer orden) es dA = 3f2(0)df. .........................

El centro de gravedad de este sector estd en (zg,yy) = 2 f(0)(cos6,senf). ..............
Por lo tanto, el volumen generado por la rotacién en torno al eje OY de este sector es:

2
dV = 2mzydA = o £3(0) cos 6

Integrando esta expresién entre [a, 3] se obtiene el resultado pedido. ...................
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b) (2.0 ptos.) Use el resultado anterior para calcular el volumen del sélido generado por

la rotacién en torno al eje OY, de la regién encerrada por la curva r = asen26 (en

coordenadas polares), para 6 € [0, 7/2].

Solucion

En este caso
167a®

w/2 /2
Voy = / sen®(26) cos 0df = / sen® 6 cos* 0df
0 0
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c) (2.0 ptos.) La curva en R? de parametrizacién 7(t) = (sen®t,sent cost, cost)’, t € [0, 27]
pasa dos veces por el punto (1,0,0)7. Demuestre que las dos tangentes en ese punto son

perpendiculares entre si.

Solucion

La curva pasa por ese punto parat =7/2 y parat =37/2. ... . il

El vector tangente en funcién de ¢ es paralelo a

—y

7(t) = (2sentcost,cos?t — sen?t,sent)”

Por lo tanto en estos dos instantes los vectores tangentes son paralelos a
(05_171) y (07_17_1)
TESPECHIVAINEIILE. ...ttt e e e

El producto punto de estos vectores es igual a cero. Por lo tanto las direcciones son
perpendiculares entre Si. ... ... ...




P.3.-

Considere la curva definida por la parametrizacion:

e tcost
7(t) = | e"'sent |, t €10, 2m].
—t
e
a) (1.0 ptos.) Demuestre que la curva estd contenida en el cono de ecuacién z? + y? = 22.
Solucién
Evaluando:
2+ y2 =e 2 cos?t + e 2tsen?t = e = 22

2

b) (1.5 ptos.) Demuestre que en cada punto de la curva, el vector tangente forma un dngulo

constante con el vector —”::EgH

Solucion

Derivando tenemos que
e t(—cost —sent)
7(t) = | e"{(—sent + cost) |, t €[0,27].

(—cost —sent)
V3 (—sent + cost)

Hacemos el producto punto y obtenemos el coseno del angulo o formado por ambos vec-
tores:

[0pio]
(03510
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(1.5 ptos.) Calcular la longitud de la curva entre t = 0 y el instante en que su altura
reduce a la mitad de la inicial.

Se

Solucion

t _ 1

La altura se reduce a la mitad cuando z = e™" = 3, lo cual ocurre parat =1In2. ........

El largo es:

L= [ aeta = a0 - L= V3
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d) (2.0 ptos.) Calcule los vectores normal N(t) y binormal B(t) y a demés la curvatura
K(t) y torsién 7(t) en cada punto de la curva.

Solucion

Derivando se tiene que:

\/_§ (sent — cost) NG
3

(—cost —sent) |, 1T = —

T =
0 3

Por lo tanto:

5 (sent — cost)
g (—cost — sent)

....................................................................................... .

....................................................................................... .

El vector binormal se calcula usando el producto cruz:

(—cost —sent) 5 (sent — cost)
B:TxNzg (—sent + cost) x% (—cost —sent)

-1 0
(—cost — sent)
= ﬁ cost —sent
6
2
....................................................................................... .
Finalmente, derivamos el vector binormal
iB B (sent — cost) "
— === ﬁet (—sent —cost) | = °N
ds s 63 0 3

Por lo tanto 7(t) = —e—; ................................................................ 0.5 pto.




