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E1. Vamos a separar las fracciones. Note que resultan ser todas telescopicas.
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E2. Usaremos la contrarreciproca del teorema 8.2

(an) no converge a cero = E ay, diverge

a) a, = n? diverge, luego > a;, diverge.

b)
1\ n(1+1
an, =nln <1 + > = M — 1 (limite conocido)
n 1/n
Luego > ay diverge.
c)
1\ sin(2
an = msin <> = () — 1 (limite conocido)
n 1/n
Luego Y a; diverge.
d)
a\n
an = (1 + —) — exp(a)
n
Definicién de funcién exponencial
Pero exp(a) > 0, Va € R, luego ) a;, diverge.
E3.

a) Notemos que A =) 2% yB=> 3% son conocidamente convergentes (puesto que tanto 1/2 como

1/3 son menores que 1, y 3 ¢* converge ssi |¢| < 1). Luego

5 1
> (2,6 + 3,€> —5A+B
Es también convergente por ser combinacion lineal de series convergentes.

b) Como a,, = (1/5)™ es decreciente con a, — 0, por Leibnitz tenemos que

L
= Z 5k converge

Ademss, B = _(1/2)* es conocidamente convergente. Luego

Z(;ﬁ (_5?;9> —B+A

Es también convergente por ser combinacion lineal de series convergentes.
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E4.
a) Tenemos que Y (%)" converge pues 2 < 1. Ademés
k
| cos(47)] < 1
3k — 3k

k
Y como Z(%)k converge, tenemos que » COSS(: ) converge absolutamente y por lo tanto converge.

Finalmente, por algebra de series

2F + cos(4F 2\ cos (4
Z 31&;() = Z <3> + Z 3(k ) converge.
b) Cuando k € N, tan(z) > 0, luego
1 < 1
ap = ——— < —
T ekt tan(y) ~ e*

Donde ) eik converge = »_ aj converge por mayoracion.

ntl se va pareciendo mucho a oy

¢) Es intuitivo ver que, cuando n crece mucho, a,, = DT = % En efecto

n+1 2
Hm 2 T 2
1 n?+1

n
Luego, por comparacién, como Z% diverge, Y ax también.

d) Recordemos que In(k) < k — 1, con lo que:

k+In(k) _ k+k—1 2k—1 __1

Como ) k% converge, se tiene que Y aj también.

E5. Recordemos que ) ay converge = (a,) — 0. Tenemos por comparacién que

a2
lim —£ = 1l{mag = 0
ag

Luego > ay converge =Y aj converge.
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E6. Procederemos por comparacion.

a) Nos serviremos de un limite conocido.

lim Smk(k;% —1>0
Luego, >_ k=2 converge = >_sink~2 también.
b) Nos serviremos de un limite conocido.
In(k~2(k2 + 1)) In(1+ k=2)

2 = lim =

Luego, Y k=2 converge = > In(k~2(k% + 1)) también.

lim =1>0

¢) Notemos primero que, cuando n crece mucho, a, = (v/n(1 + /n))~! se va pareciendo mucho a

(vVnyn)~t =n~L. En efecto
VELEVE) Lk

lim im = lim =1>0
-1 T
k k+Vk 1+ -
Luego, > k~! diverge = 3" aj, también.
d) Nos serviremos del limite conocido para sin(z).
tan(k™2) sin(k~2) 1
lim ——— =1l =1>0
T 1m ( k=2 cos(k—2) ~

Luego, >_ k=2 converge = >_ tan(k~2) también.

e) Nos serviremos de un limite conocido.

1/ky—1 1 1
1im(’“(’“]2_1):11mwzﬁm’\“/;:1>o

Luego, S_k~! diverge = > (k(k)/*¥)~! también.
f)

T h _k_(k:2+k:)—k2_ k _ 1 N
VE +k+k VEP SR+ 4 14l 2

Luego, como no converge a cero, »_ Vk? + k — k diverge.

a a
E7. Para ), H’;k, como ag > 0, basta notar que 1+I:1k < ay y recordar que > aj converge, por lo

que se tiene la convergencia por mayoracion.

Para ) & - recordemos que la convergencia de ) ay implica que a; — 0. Luego, por comparacién

por cuociente tenemos:

a
, 1= ,
lim —2& = lfm

ag 1—a

=1>0

Luego, ) ay converge = ) 1% - también.

1—
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E8. Procedamos por el criterio de la raiz n-ésima.

a)

1 \V* 1 1
lim (e\/m> = lim o = < 1= converge.
e

1/k
lim <qkk“> =1limq(Vk)* =q-1*=¢< 1= converge.

1/k
lim <k:k> = h’m% =0 < 1= converge.

E9.
a)
k 1 k
‘ws}ﬁ:) < 42 due converge, luego Z cos(k: ) converge.
b)
L1 1 .
(—1) == conocidamente convergente para « > 1.
c)
(_l)k (k')2 — (k')2 —q
k)|~ @k F
Veamos por criterio de cuociente.
Capp o ((REDD?(2K) (k+1) o k+1 1
e T ek 2T M@k )ek ) Makre 40

Luego ay converge y por ende > (—1)F Ek )), es absolutamente convergente.

E10. Usando el criterio de la raiz n-ésima, tenemos:

lim |a*&*|Y/* = 1im |a| (VE)* = |a] - 1* = |a]

De donde
la| <1 = Z la¥k?| converge.
la| >1 = Z la® k4| diverge.
Para el caso |a| = 1 tenemos que > [a*k?| = 3" k?, que diverge tanto para a = 1 como para a = —1.

Luego, Y a*k® converge absolutamente solamente para a € (—1,1).
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E11. Es aplicacion directa del criterio de Leibnitz. En efecto:

a) Es inmediato que a; = — 0. Ademaés,

1
VEk+vVk+1

akr1 . VE+VE+1 _VEHT+VEFT
ay VE+1+VE+2 = VE+1+VE+1

=1= agy1 < ag

Luego, como a converge a cero y es decreciente, por Leibnitz Z(—l)kak converge.
b) Anélogamente al anterior, ay = sin(1/k) - 0y

% sin(1/z) = ———+—2 Coigl/x)

Expresién negativa cuando « > 1, con lo que sin(1/z) decrece para esos valores de x. Luego, ay
decrece, y por Leibnitz > (—1)Fa;, converge.
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P1.

a) El Hint deberfa decir (se invita a confirmarlo simplemente separando en fracciones parciales):
1 1 1 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 * 2(k +2)
Siguiendo con la resolucién del problema, basta notar que:
1 1
< —
E(k+1)(k+2) — k3
Donde ) % es conocidamente convergente. Luego nuestra serie es convergente, y para calcular su
valor notemos que (usando el Hint):
1 1 1 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 * 2(k +2)
1 1 1
T <2(k+1) + 2(k+1)) HETCE)

- G-+ ()]

Es decir, tenemos dos telescopicas. Se sigue entonces que:

k”I k(k+1§(k:+2) :;Kl_n-lu) * (ﬁrz‘éﬂ

Y tomando el limite se llega a:

1 1 1 1
k(k+1)(k+2) :2<1_2> 1

b) Sea la serie ) 77 Por el criterio de la rafz n-ésima tenemos:

en\n e ek
lim (n") = lim o= 0<1l=> Z Tk converge.

Luego, por el criterio de la integral impropia, esto equivale a la convergencia de [, Zz
c¢) Notemos en primer lugar que kz(iﬂ) — 0. Ademss es decreciente. En efecto veamos que:

2k + 1 2k +3 - 2k + 2
k(k+1)  (k+1)(k+2) k(k+1)(k+2)

Luego, por Leibnitz > (—1)* kZ(ZE) converge. Veamos ahora la convergencia absoluta. Esto es, ver

ap — Q41 = > 0= ar > ags1

2k+1
siy) RU-ETy converge.

Note que cuando k crece mucho, ap = ,f(iﬁ) se va pareciendo mucho a i—’g = 2%. En efecto,
comparando tenemos que:
2k+1 i
i KD L5
1/k k+1
Luego, como > 1/k diverge, se tiene que ) k”,iil también.

En conclusion,

2k +1
Z(_Dkk(kj—_l) es condicionalmente convergente.
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P2.

a) (al) Notemos que eP” > 0, Vp € R, por lo que podemos usar criterios para series de términos no
negativos. Luego (recuerde que eP es una constante):

. Opy1 o, €PPTPR) . eP
lim =1 = lim

—lm = —0<1
an 1m err(n+1)! n+1

Por lo tanto, por el criterio del cuociente, > 6%1 converge Vp € R.

(a2) Notemos que:
2
10\" 10\™M\"
n n

Esto puesto que se vié en el curso anterior que, para = € R, la sucesiéon a,, dada por:
X n
an = (1 + —)
n
Es convergente con limite e®, correspondiente al supremo del conjunto:

A= {(1+2) [nen]

(1 + m)"Q elon

n

Dicho esto, tenemos que:

n! - nl

610n

Como vimos en la parte (al), tomando p = 10 se tiene que » converge, y por lo tanto

n!

2
n
(1+2) y
g ———— converge por mayoracion.
n!

f(z) = g — arctan(z), x>0
(b1) Es fécil ver que f(n) — 0, puesto que arctan(n) — 5. Veamos que f(n) es decreciente:
f(n) = f(n+1) = arctan(n + 1) — arctan(n)

Pero arctan(x) es creciente. Luego arctan(n + 1) — arctan(n) > 0 = f(n) > f(n + 1). Es decir,
f(n) es decreciente. Por el criterio de Leibnitz se concluye que:

Z(—l)"f(n) converge.

(b2)
i
, - , 5 —arctan(z)
A
1
—>L/H lim —1t=
T—r00 4755
2
= lim —— =1

z—o00 1 —|—qj2
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Veamos que » (—1)"f(n) no converge absolutamente. Se tiene que [(—1)"f(n)| = f(n), y por
comparacion tenemos:
f(n)

hmT—limnf( n)=1>0

Luego, como Y 1/n diverge, tenemos que »_ [(—=1)" f(n)| = >_ f(n) diverge, por lo que Y (—1)"f(n)
no converge absolutamente.

P3.

a) Por el criterio de la raiz n-ésima, tenemos que

, EAY N
lim _— = lim|—— = lim
kE+1 kE+1 (k+1)"f

Luego

EY
Z (]{;—i—l) converge.
b) Veamos que /(k —1)! = v/1v/2...Vk — 1. Esto lo abreviamos como:
k-1
VE-D=T] Vi
j=1
Luego:

(k-D! H?Zi\/i 1 H e
T+ avi) (1 +avh) (TI2H (1 +avi)) T 1t avk 1+ayj

Como se cumple que
b <1 Vi N
1+avk — 1+ a7 \% +«

Tenemos el siguiente acotamiento:

]_[] f(?—i—a\f 1;[;< >k1

1
<=
«

. k—1 . .,
Gracias a que a > 1 = é < 1, tenemos que » (é) converge. Finalmente, por mayoracién de

series se concluye que:
Z (k=1
H§:1(1 + av/j)

converge para o > 1.
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¢) Usando la indicacién, demostraremos que arctan(z) < x, Vo > 0. Para ello sea la funcién
f(z) = arctan(z) — =

Cuya derivada vale:
=" _owier
T14a2 0 142 7

f'(z)
Luego f(x) es decreciente en todo R. De ello se concluye que:
x>0= f(z) < f(0)
Pero (puesto que f(0) =0) f(z) < f(0) significa que arctan(z) — 2 < 0. Luego hemos probado que
arctan(z) <z, Vo >0

Usando esto tenemos que:

1 1
< < —=
arCtan<1+k+k2) Ik R R

Donde > k% es convergente. Se sigue finalmente que

1
Z arctan <1—|—k:—|—/~c2> converge.

10



