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P1.

a) Notemos que:

/2 dv u=Inz /ln@)du
1+ z(lnx)2’ du:df Jor u?

/2 dr u=uz-1 _/1du
v (@ =12 du=dx  Jor u?

Es decir, son integrales de segunda especie de la forma:
@1
0o ¢
Con a =2 > 1. Por lo tanto divergen.

b) En primer lugar tenemos que:

[ N £ TN U
z(nz)2 du=% — N N

/ dx _ 1 Lo
(x—1)2  z-1
1

1
Luego tenemos que f(z) = 2 a)? — @1 tiene por primitiva:

1 1
Ji= et
La integral pedida la separamos en:

/loof=/:f+/:°f=agrg/;f+bggo/:f

/Oof 1f L ! Y L 1
= lim - — im - —
1 a1t \x—1 Inzx/)la bt2cc\x—1 Inzx

Por lo tanto:
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Donde:
1 1 In(a) —a+1 r i_ / =
lfim < —>: jm RO e+l pa e a = lim 2 =
as1¥\a—1 Ina a—1+ (a —1)In(a) a=1+1—21 +1n(a) a1t 541 2
1 1
1i ————1]=0
b0 <b —1 lnb)
Asi que finalmente tenemos:
&° i 1 1 L i 1 1 1
= — lim - — m|(———— ) ==
1 a—1t \a—1 Ina b—oo \b—1 Inb 2

Lo que prueba simultdneamente que la integral converge.

¢) Comparemos por cuociente con x%,

cuando 8 > 1. Asi que resolvemos:

cuya integral impropia f01+ xiﬂ converge para 3 < 1 y diverge

xlB

1m —F—— =
z—0+ pa(l-2) z—0+ ¢ x—0+

3

Pero tenemos que lim,_,o+ zIn(xz) = 0. En efecto:

1
) In(xz) o =
lim zln(z) = lim S ) — 1 - = lim (—2) =0
z—0t z—0t P z—0t -z z—0t+
Asi que si tomamos 5 = « el limite se vuelve:
xﬁ
lim ——— = lim 277%**™@) = Jim ¢**®) = exp (@ lim zIn(z) | =1
20+ zo(1-2) z—0t z—0t z—0t

Por el teorema de comparacion por cuociente, las integrales se comportan igual. Recordando que
la integral de comparacion converge para 5 < 1, a = [ y que se pide a > 0, se concluye que para
a € (0,1) la integral converge.
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P2.

a)

f es claramente continua en R\{0} debido al algebra de funciones continuas. Para la continuidad
en r = 0 necesitamos que:

lim f(x) =
z—0
Para ello calculamos:
1/1 1 sinh(z) — x
1i = lim-(-- = lim ———~———
L'H i cosh(z) — 1 L'H -, sinh(z)
— lim - > Im — :
2—0 2z sinh(z) 4+ 22 cosh(x) 2—0 2sinh(x) + 42 cosh(z) 4+ 22 sinh(x)
L'H cosh(z) 1
— lim = -

2—0 6 cosh(z) + 6z sinh(z) + 22 cosh(z) 6
Por lo que para k = % la funcién f es continua en todo R.
Notemos que como f es continua en todo R, la funcién es acotada en todos los intervalos cerrados

[a, b]. Por lo tanto no posee integrales impropias de segunda especie. De aqui se extrae directamente
la convergencia en fol f. Para la integral hacia el infinito notemos que:

[-12Cmm) - = (-mm)

3 T 3 2x . x 2
lim — =lm ———=1lim ———-=0
z—oo gsinh(z) z—00e® —e T zooo et ]l — e

Pero

Por lo que lo que domina a la integral en el infinito es el término x% En efecto, comparando con
la integral impropia floo x—IQ tenemos:

ttm £ — 1 (1— — >:1
z—oo L T—00 smh(x)

x2

Por lo que las integrales se comportan igual en virtud del teorema de comparacién por cuociente.
Como [ -5 converge, se tiene que fl f también.

Para fo f basta notar que fo f= fo f+ fl f, v ya que las tltimas dos integrales son convergentes,
la integral en cuestién es convergente.
Para la dltima integral, es directo que f(—z) = f(z), es decir, la funcién es par. Por lo tanto

podemos hacer:
o0 o0
| =2y
—00 0

Por lo que converge. Otra forma mas rigurosa de verlo es que:

[oo=L ol s

Donde la dltima ya sabemos que converge. Para la otra veamos que:

/_f—hm f@) = Jim [ p=o)

a—r0o0 a—o0

Donde se usé la paridad de f. Haciendo el camb10 U= —x, du = —dx concluimos que:

[ o=t [ = [T [T

Que converge y se deduce lo mismo que antes.
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P3. f(z)=er (1 - 1)

X

a) Claramente su dominio es Dom(f) = R\{0}. Ademads, por algebra de funciones continuas, tenemos
que f es continua en todo su dominio.
Sus ceros son (recordando que la exponencial siempre es estrictamente positiva):

f(a:):0<:><1—;>:0<:>m:1

Limites importantes:

1
lfim ex <1 - ) = lfm (1 —u) = —o0
z—0t x U—00
P, 1 P . 1+u
limez ({1——=) = lime “(1+4+u)= lim =0
r—0— T U—00 u—oo eu
1
lim er <1 - ) = lime“(l—u)=1
T—rFoo X u—0

Por lo tanto, f posee una asintota vertical en = = 0 (por lo que su discontinuidad no es reparable),
en donde la funcién decrece sin cotas solo por la derecha. Ademads, la recta y = 1 es asintota
horizontal de f hacia ambos infinitos.

Para el crecimiento y la concavidad primero calculamos:

)= et = (P0)

5

Crecimiento: Es directo ver que f'(z) >0sixz >0y f'(x) <0six <0. Se sigue que en (—o0,0)
la funcién es estrictamente decreciente y que en (0, 00) es estrictamente creciente.
Concavidad: Notando que:

(1432)>0 si z>—

(143z)<0 si z<—

22>0 si x>0
<0 si <0

Se tiene por intervalos que f”(z) < 0 en (—oo,—3%), f”(z) > 0en (—%,0) y f”(z) < 0 en (0,00). Se
sigue que en (—oo, —%) y (0, 00) la funcién es céncava y en (—1,0) es convexa. Ademds en zg = —3,
1" (z9) = 0, por lo que zy es punto de inflexién (cambio de concavidad).

Notemos para el recorrido que por la desigualdad fundamental para la exponencial se tiene:

1
er <

11:>f(a:):e;<1—1>§1

X

x

Donde la desigualdad fundamental se aplica solo si 2 < 1 2 € (—00,0) U (1, 00). Pero es directo
de la expresion (1 — %) que en (0, 1] la funcién es no positiva, por lo que la tltima desigualdad de
aplica para todo el dominio. Es decir:

f(x) <1, Yz € Dom(f)
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M4ds atin, nunca se tiene que f(x) = 1, ya que ello solo es posible si % = 0, lo cual es imposible.
Gracias a la continuidad de f en Ry podemos ver lo siguiente: cuando  — oo, f(x) — 1 y cuando
r — 0T, f(z) = —o0, por lo que en virtud del TVI, todos los valores entre —co y 1 son tomados
por la funcién. De todo lo anterior se concluye que Rec(f) = (—o0, 1).

Aqui un gréfico de la funcién:

o

=
o
o
——t
LSS
w—
.
w

b) Nos piden determinar:

0~ 1 00
Ry :/ (1 - f(x))dz Ry :/0 (1 - f(x))dr Rs /1 (1— f(x))dz
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Antes de calcular, encontremos [(1 — f(z)).

fustonie = o [ o GII

1
= x—xf(x)—i—/:vf’(x)dx::r—xeal: (1—> —|—/Cc3caolcdx
T T
1
zd 1 d
= x—ealv(x—l)—i-/ex;c; == du= -2

1

= w—ez(w—l)—/eudu:m—ei(m—l)—e“—}—c:x—enlc(a:—l)—ealc+c
1

= —z(ez —1)+c¢

Sera de utilidad por lo tanto analizar los siguientes limites de x(e% —1):

, 1 , et —1
lim z(e= —1) = lim =1
T—Fo00 u—0 U
, 1 , et —1 ,ooet 1
lim z(ez —1) = lim = lim ——-—-=+40c0
r—0+ U——+00 u u—>+00 U u
, 1 ,oev =1
lim z(ex —1) = lim =0
x—0~ U——00 u

Es directo entonces que como R; depende de z — —oo y x — 07 entonces converge; que como Ry
depende de x — 0T entonces diverge; y que como R3 depende de z — 400 entonces converge. En
efecto:

0~ —1 0~

R, = / (= fa)a = / (= fla))da+ / (1= f(@)da
—1 b

= lfm (1= fa)de+ M [ (1-f(z))dr=lim z(ex — 1)

a——oco /., 1 a——00

a 1 -1
+ lim z(e= — 1)
-1  b=0- b

= lim a(e% —1)— lim b(e% -1)=1
b—0—

a—r—00
1 1 a
Ry = / (1— f(z))dr = lim (1= f(z))dz = lim x(e% —1)| =400
0+ a—0t Jq a—0+ 1

o) b 1 1
Ry = /1 1 f(a))de = lim | (1— f(z))de = lim a(er — 1)}

b—oo J1 b—oo b

= (e—1)— lim b(e%—l):e—2
b—ro0
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P4.

a)

Deseamos calcular:

In(2) 1
/_OO e’ 4 4e~%

Notemos que la integral es continua en todos los reales, por lo que no forma integrales de segunda
especie. Por lo tanto tenemos la integral impropia de primera especie dada por:

In(2) 1 In(2) 1 In(2) e
oo €Y+ 4de™*  a—m-—oo J, et +4e %  a—=-o0 J, e*r +4

Tomando u = e*, du = e*dx tenemos que:

n(2) ¢z 2 du 1 w\ |2 T 1 el
L e%+4:i£fw+22:2a“wnﬁﬂeazs‘ga“w“<2>

Puesto que e* — 0 cuando a — —oo, aprovechamos la continuidad de arctan(z) para obtener:

In(2) P T
lim - —

, 1 e’ T 1 , e T
- = Iim —arctan| — | == — —arctan| lim — | = —
a——o0 J, e + 4 8 a—»—02 2 8 2 a——o0o 2 8

In(2) 1 T
Se concluye entonces el resultado: / —_ =
et +4e % 8

—0o0

El denominador se anula en x = 0 y en x = 7 para el intervalo de integracién, por lo que separamos
la integral a calcular como:

37/2 T w/2 z ™ T 3r/2 .
Al R T
0 sin(x) o sin(x)  Jrpsin(z)  Jr  sin(z)

Notemos que la primera integral no conforma una integral impropia, puesto que lim, . snfﬁ =1

y por lo tanto la integral esta bien definida por ser % continua en el intervalo. Para la segunda
integral, hacemos una comparacién con la integral impropia:

[

Que converge para o < 1 y diverge para o > 1. Veamos que:

T

, sin(x)
lim —
(r—z)*

A\
lim W, u=mr—x, u— 0"
T si(x

T—T

« —
—  lm u(m — u)

Jim £ sinr ) = sin() cos(u) — sn(u) cos(r) = sinu)

. u(m—u) . . .
= lim —— =, tomando o = 1 se tiene un limite conocido
u—0t  sin(u)
3 U
lim (m—u)=m

u—0t Sin(u)

Por el criterio de comparacién, las integrales se comportan igual. Pero como o = 1, la integral
de comparacién resulta ser divergente, y se concluye entonces que la integral en cuestién también
diverge.

Puesto que una de las integrales de la descomposicién de la integral pedida es divergente, la integral

3r/2 T
original / ——— también es divergente.
0 sin(x)



Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

c¢) En primer lugar veamos que para x € (0, 1] la funcién f(z) = |In(z)| cumple con:

(@) = (@) = (- (@) = —* = (F@)’ = L

T T

. La integrales a analizar son (con indefinicién de f en z = 0):

1 1
Aox = 271'/ f\/1+(f’)2:—271'/ ln(x)“l—i—%dx
0 o+
1 1
Aoy = 27r/ x\/1+(f’)2:27r/ x“l#—%dm
0 o+ x

La integral Apy es trivialmente convergente puesto que:

1 2
lim x\/1+ lim =z —|—a: lim 1—1—372—1
z—0t x—>0 :c—)O

Es decir, la funcién es continua en el intervalo de integracién de forma acotada, y por lo tanto no
produce una integral impropia de segunda especie.

Para la integral Apx, notemos que para x € (0, 1] se cumple (recordemos que el criterio de com-
paracion es para funciones no negativas):

)14 & = ) g me) | @)

2 x z x

Pero la integral de comparacion resulta ser divergente. En efecto:

1 —_—
/ ln(x)dx, u=—In(x), du = _dz
0+

T Z

0 +o0
= / udu:/ udu — 0o
+o0o 0

Por lo tanto, Apx diverge.



