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Control 3

(3,0 ptos.) Una esfera de radio R se perfora mediante un cilindro cuyo eje coincide con un didmetro
de la esfera (ver figura).

Determinar el radio a que debe tener el cilin-
dro para que se mantenga la mitad de la su-
perficie de la esfera, después de la perforacion
(Use que Sesfera = 47 R?).

—

(3,0 ptos.) Calcule qué parte del volumen de la esfera queda luego de la perforacion anterior (Use
que Vogtera = %WRB)-

Sea I' una curva regular simple parametrizada por r(t).
(i) (1,0 pto.) Pruebe que

dr ds d?r ds\? d’s
—=T— — =kN | — T—.
at ~ ar Y oae " ( dt ) dt2
ii) (1,0 pto.) Calcule 4= x i«? y concluya que

dt * dr

d d>
|% < %
p(t) =121l

%I

: _ (42 3 2
(4,0 ptos.) Para la curva parametrizada por r(t) = (t R T

s(t), T(t), N(t), (t), parat € R*.

) con t € [0, 00) se pide calcular

(2,0 ptos.) Encuentre la masa total del alambre parametrizado por r(t) = (cos(t), sen(t), cos(t)) con
t € [0, 3], cuya densidad de masa esta dada por p(z,y,2) = yz.

(4,0 ptos.) El solido de la figura, de base cuadrada, se construye de modo que cada plano paralelo a
la base corta al s6lido en una seccion cuadrada cuyos vértices se apoyan en los arcos de circunferencia

AV, BV,CV y DV.

Cada arco corresponde a un cuadrante de circunferencia de radio R (ver esquema)
Se pide calcular el volumen del s6lido ABCDV .
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P1. a) Para obtener la superficie de la esfera que queda después de la perforacion rotamos en torno al eje
QY el area achurada que corresponde a la seccion no perforada.

NERY

~_| —
Sigue que
R R
S:2'27T/$d‘9:47r/331/1+(y’)2dx
donde:z:2—|—y2:R2:>y:,/R2_$2:>y/:_\/h
Asi

R

—r 2 8 2

a

R
x R
—arR [ — Ly = 4xR[- /R — 2° ‘ — 4rRVRZ — a2 [2,0
| = [ I, [2.0)

Se pide que S = %Scsfcra = %47TR2 = 27 R?, entonces

R 1 3 3
ITRVRP =@ = 2R = = = 5 = R = (R = a® = (R s a— %R. [1,0]

b) Para el volumen remanente rotamos la seccién anterior en torno al eje OY con z € [a, R] y a = @R.
Asi

R

R
V:2'27r/:1:f(3:)dx:47T/33\/R2—332d33

a



sea u? = R? — 22 asi 2udu = —2xdx, entonces [1,0]

0 iR
4 R/2 4 R 1[4
:4w/m(—udu) :47T/u2du: §u3 . = ; T =3 <§7TR3>
3R 0
Como Vesfera = 7TR3 se concluye que V = £ Visfora- [2,0]
P2. a) (i) Usando regla de la cadena 9 = 9242 donde 4 = T'. Asi 4 = T'9. 0,3
d*>r  ddr d,.ds dT' ds d?s
dt?  dt dt dt( dt) dt dt + dt?
y
ar _dr is
dt  dsdt
donde 4L = kN = 4L = kN9 Sigue que % =r(%)2 4 Tf;z [0,7]
(i)
dr  d*r ds ds d%s ds d?s
— X — = (T— T— T x N+ —TxT
T dr ~ ) < WGP+ To) = w()’ atae "

donde Tx N=By T xT=0.][0,5]

dr o d®r _ _(ds\3
Ast G x G = k()" B

Tomando norma ‘ % dt2 = || 3B|| — K || Z_)SH' [0,5]
Sigue que r(t) = ?;d‘? donde 2 = |4 ||.
a

b) r(t) = (t2 t+ 5t — —) con t € [0,00)

dr
") = (26,1 +¢%,1—t2 — =/ 42+ (1 +2)2 + (1 — 12)2
()= (201421 = 17) = |2 = 42 4+ (14 2)2 4 (1 - 2)

‘dr
i -

= VA F 20 12 = V21 4212 + 1 = V2 /(12 +1)2 = V2(1 + %) [0,5]

¢
d 1
5= r dr = \/_1+T dT_\/_(T+ ) =V2(t + zt%)
dt 3 3
0
Entonces s(t) = v/2(t + %t3). [0,3]
T dr 1 12 1—t?

2 1+t21 -t = —(——1,——)[0,5
2(1 + ¢ 21+ +
[ = vaa e ot 0= Fare b



por otra parte

entonces calculemos

() 0 (55 ) - (e ) wa

)2 1662 2 02 1 a2
\/_ 1 —|—t2 (T4+2)*  2(1 + t2)2
V2

- Ja+e)2=
R

\/5(1 +2)2 Tre M)

Sigue que

1 [21-17) —4at \1+t2 [ 1+ —2t
vz (G onrem) = (et weme) 19

Por altimo

1

H =1 +tQ/\fu )= gy 05
P3. a) 7(t) = (cos(t),sen(t),cos(t)) con t € [0, 5], y p(z,y,2) = yz.
La masa total es M = ”/2 p(x,y, 2) | %] dt. donde
% = (—sent,cost,—sent) = ‘ d_r = /1 +sent [0,5]
Asi
/2

M= /sentcost\/l—l-sethdt
0

Por sustitucion u = 1 +sen?t, du = 2sentcostdt, t =0 = u =1, t = 7/2 = u = 2, entonces

2 73 13
1

2 2
2
M = /%\/ﬂdu: 1/ulﬂduz 121 _ 1(\/5—1) [1,5]
1



b) En el corte segun la diagonal AC' del cuadrado base, se ven los arcos de cuartos de circunferencia
AV y CV.

La ecuacion del arco OV seré (x — R)? + (y — R?)? = R? |0,5]

Ademas A’C" es la diagonal del cuadrado de la figura y A’C’" = 2z. Entonces, si a denota el lado del
cuadrado, entonces av/2 = 2x = a = v/2x = Area Cuadrado = a? = 222. [0,5]

Por otra parte, de la ecuacion del arco, se tiene que z(y) = R—/R? — (y~ R)?. Entonces el volumen
pedido sera V = fOR A(y)dy donde A(y) = 2[x(y)]?. Sigue que

R
V= / 2[R — /R2— (y — R)2Pdy [1.0)
0
R
= 2/ {R*+ R* — (y — R)?> = 2R\/R2 — (y — R)2}dy
0
R
= 2/ {R?* + Ry —y*> —2R\/R?2 — (y — R)?}dy
0
1 . |R R
— 2[R%y + Ry? — g,7;3]‘0 . 4R/ VR — (y — R)?2dy
0
10 _, R
= ER —4R/ \/R? — (y — R)2dy
0

Sustitucion y — R = Rsent, dy = Rcostdt, y=0=>t=—-n/2,y=R=>1t=0

0

10
V="R>—4R / R2 cos® tdt
5 —m/2
_ 1005 s /0 1 + cos(2t) "
5 /2 2
10, 5 1 0 10 5
= R} 2R3t + = 2t =(=— — 1
5R R[+2sen( )]4/2 (3 7)R3 [1,0]
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