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Nota: El drea del manto del sélido de revolucién producido por la rotacién de una curva f(z) en
torno al eje OX entre a y b estd dado por:

b b
A=2n [ J@VTF @ =2 [ /172

En cambio, si se rota en torno al eje OY, el drea estd dado por:

b b
A:27r/ @ 1+(f’(:v))2dx:27r/ zy/1+ f7

Esto es Semana 10 pero por alguna razén misteriosa lo preguntan acd. Otras férmulas ttiles, que son
de la semana 9, son:

AZ(R)Z/:!f\ Voxzw/abe Voy:27r/abxf

E1l.

2 2 / 2
xT Yy €T

Luego el area de la elipse es la comprendida entre y; y y—. Notemos que, por la simetria de la
elipse, basta calcular el area bajo la curva de y; entre 0 y a para obtener exactamente un cuarto

del area pedida. Es decir,
a a .’132
A=4 dxr =4 b\/1——
[ sl = [o1-%

Haciendo z = asin(v) — dz = acos(v)dv; v = arcsen (£), tenemos:

bl
A = 4ab/ cos®(v)dv
0

jus

= 2ab(v + sin(v) cos(v)) ; = abrm
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b) Sinos restringimos a los primeros dos cuadrantes, el drea del sector circular lo obtenemos integrando
el circulo desde zy = Rcos(a) hasta R (drea B, pintada en gris) y suméndo la integral del rayo
del dangulo « desde 0 hasta z( (drea C). Notemos que esta segunda integral se hace negativa en el
segundo cuadrante (puesto que en este caso xy < 0), por lo que es consistente con lo que queremos.

« en el I cuadrante « en el II cuadrante

Luego, teniendo en cuenta que el rayo del déngulo a es y = z tan(a),
To R
Ay = / ztan(a) + / V R? — a2 ;& = Rcos(v) = dr = —Rsin(v)dv
0 o

2 | Rcos(a 0
° ‘ ( )—RZ/ sin?(v)dv

Ay = tan(a); o
R%cos’(a) R? a

A, = tan(a)T + 7(2} — sin(v) cos(v)) .

1
Aa = iRQOé

Es facil extrapolar el resultado al tercer y cuarto cuadrante considerando que podemos usar
a=m+(a—m)

Donde claramente (a — ) es un dngulo del primer o segundo cuadrante. Como en estos casos el
area del sector circular se puede calcular como la suma del sector circular de esos dos angulos,
tenemos:

1 1 1
Ay = Ar +Ag—r = §R27T + §R2(oz —7) = §R2oz



Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

E2.
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Corte en el plano XY

Corte en y = y; visto desde arriba

Consideremos el método del disco en torno a OY. El toro de revolucién en y; tiene un area
transversal A(y;) = m(23 — 23). En la primera figura se ve que |R — 21| = |R — 22| = A, donde A se

Mayl=r?= A= /r2 -y}

calcula con pitdgoras,

Luego 11 = R — /12 —y}, 20 = R+ /12 — 4 y

Aly) = 7(R =/ =42 = (R+\/r2 —2)) = 4R\ 12 — o

Luego el volumen lo encontramos integrando y; desde —r a r. Por la simetria de la figura podemos
simplemente integrar desde 0 hasta r y obtendremos la mitad del volumen. Es decir,

VvV = 2/ A RA\/1? — y2dy
0

jus

= 8mRr? /2 cos?(v)dv = 4m Rr? (v 4 sin(v) cos(v))
0

E3.
22
Y1 = 3

;y = rsin(v) — dy = rcos(v)dv

Sy

= 22 Rr?

22

Yo =4 - —

3

Las funciones se intersectan en x = +2, por lo que el drea buscada es:

A

2 2 2
/ |y1—y2|d$=/ |x2—4\dm:/ (4 — 2%)dx
—9 _9 _9
3\ |2
_ <4x_$), _ 32
3 -2

3



Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

E4. Es directo de ocupar la férmula mostrada al inicio.
b
A= 277/ /14 (f'(x))%dx
a
Donde f/(z) = x. Luego:
1
A = 2r | zvV1+22dx cu=14 22— du=2zdx
0
2

2
= 7T/ u%du:iu%
1 3

= 2%(2\/5— 1)

2

1

E5. Llevemos la rotacién en torno a y = —1 a una en torno al eje OX. Para ello cada funcién debe
trasladarse 41 verticalmente. Luego la region estard acotada por:

y1:5_$2 Yo =4

Usaremos el método del disco para estas dos funciones:

b
V= 77/ ly5 — yilda
a
Determinar a y b es trivial, dando como resultado a = -1y b = 1.
1
Vo= 7r/ 15— 2?)2 — 42|da
-1
1
= 7r/ 1(9 — 2% (1 — 2?)|dx .y como (9 —z)(1 —2%) > 0en [-1,1],

1 1
= T _.:UQ —.%2 xr =T .1’4— .’L'z XL
_ /(9 )(1— 22)d /_1( 1022 + 9)d

x® 1023 Lo ‘1 1767
pr— —_— :C —_— ———
"\ 5 T
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P1.

(1+2%)y? = 22(1 — %)
En la ecuacién se ve que necesariamente el lado derecho es no negativo, ya que el lado izquierdo
lo es. Luego = € [—1,1]. Ademds, como ambas variables x e y estdn al cuadrado, se deduce que

la curva es simétrica respecto a los dos ejes. Luego, basta con multiplicar por 4 el drea del primer
cuadrante. En este cuadrante tenemos la funcion:

11— 22
= _—
Y+ 1+ 22

Por lo que el area buscada corresponde a:

1 1_ 2
A:4/ x\/%dx
0 1+£L'

En un intento por hacer que la expresion al interior de la raiz sea un cuadrado perfecto, hagamos

5 1—22
Vo= ———
1+ 22
Y calculando el diferencial A
—4x
(*) 2'Ud'U = mdﬂf
Pero
2 ]. — .'1:2
vl = et
2
PHl = 2 (P
4
2 2
1 = —
@+ 1) 1+ 22
Por lo que reemplazando en (*) tenemos
—4x
2Ud'U = mdl’
udv = —(v? +1)%zdx
—2v
md’l) = .’Ed.’I}

Y como v(0) =1y v(1l) =0, la integral nos queda:

1 1_ 2
A = 4/ xwixdaz
0 ].+£U2

v |0 /0 dv
— 4 ‘7 o
1+0v2l Jy 1402
( v

0
- arctan(v)’1> =7 —2



Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

b) Como el conjunto de puntos es simétrico respecto al eje O X, basta rotar y; para obtener el volumen.

Luego
1 1 2 1,2 4
1—2z ¢ —x
— 2 —
V—W/(y+) dx—ﬂ/1:z1+x2d 7r/1 1+$2daz

Notemos que 22 —z* = (1+22) +(1—2*) -2 = (1+2)+(1-22)(1+2?) -2 = (1+2?)(2—2?) -2,
por lo que podemos hacer:

v o= Tr/l (+aH@-ah -2,
-1 1+$2

1 2
= 7r/ <2—x2—2>d:1;
-1 ].—|—£U

3 1 1
= 7r<2x—5;—2arctan(a?)>‘ . E—H

3

P2.
a) f(z) =av1—2?

1
A = /:U\/l—ﬂ:2 u=1—22— du=—2xdzx
0

0,1 1
1
= —/ Wdu:/ u%du
1 2 2 Jo

b) Usamos el método del disco

1

1 1
V = 7 [ (zvV1—2?) d.’E:ﬂ'/ :U2(1932)d35:7r/ (2% — 2h)dx
0 0

0

I ‘l_zﬂ
- "\3 75 ) 15

P3.

2 2
g+y2:1:>y:iﬁ : & se mueve en [—v/2, V2]

Recordemos que el area del manto por una rotacién OX estd dada por:

b
A:27r/ f@)V1+ (f'(x))?dx

Para el caso de la elipse, dada su simetria, basta rotar y, .

2 —x 4 — g2

flz) = 1—*—>f,(l‘):7m—>1+(f,($))2:m

2
6
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Luego tenemos que:

1 x2 [ 4—x? L4 —222\/4 — 22
A:ﬂ/ 21— T[22
—1 2 4—2zx —1 \/4—21’2

Pero como z € [—1,1], V4 — 222 # 0 y por lo tanto:

1 1 2 d
A = 7r/ \/4—fv2d:v:27r/ \/1—<£) dz ,u:£—>du:—aj
-1 -1 2 2 2

1
= 47T/2 V1 —u2du
—1
=z

/ V1—22dx ,x = sin(v) — dx = cos(v)dv; v = arcsen(x)
1 1
= /COS2(U)dU = 5(1} + sin(v) cos(v)) + ¢ = i(arc sen(x) +xv1—122) +¢

Luego tenemos que

1
A= 477/2 V1 —u2du = 2w (arcsen(u) + uyv 1 — u?)
1
Ea

2

3 2w
2
. :77\/3‘1'?

2

P4. f(z)=vV1—-22yg(x) =3 —V1— 22
a)
A= / |d:c—/ 12¢/1 — 22 — V/3|dx
El término encerrado en valor absoluto se anula en z = :i:§, por lo que:

-1, 5, 2vV1— 22 — V3| = V3 —2V1 — 2?2
sz e[S 3], 2VI—22— V3| =2V1—22 -3
»ze[4,1], 2vV1I—22— V3| =v3-2V1—2?

Por lo tanto:

—1

A = /12(\/5—2M)dx+/ (2v1— 22 — \fdx—i—/ (V3 —2V/1 - 2?)dz

2—2/ \/ﬁdxm/ VI—2de — o3| . 311—2/11de
) 2 3

= -2 / V1= 22dx + 2 / V1—22dz — 2 / V11— 22dz (Calculado en P3)

= —(arcsen(z) + zv/1 — 22) B + (arcsen(z) + 2v/1 — 22) i (arcsen(x)—%xﬂ)ll

-1 - 3
SN .

= [IJ
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b) h(z) = min{f(x),

137r

137
3

P5.

g(z)}

Del anélisis de signo del valor absoluto de la parte a), podemos obtener que:

— 7

(1-2%)(x )dac+7r/ (4-= —2\f\/ﬁ da:+7r/

_&
3

d$+7r/ 2(x)

: (1 — 2?)(z)dx

2

=1 I’3
2

dg — -
_1+7T<.CE 3>

S

V1 —22dz

%+ 3
_717['.'13 3

11—2mf/

1
—21V/3 21 V1 —22dx (Calculado en P3)
2
1
3(arcsen(z) + zv/1 — 22) :

2

%(1 — 21V/3)

a) El caso a = 0 es trivial. La recta que pasa por Py y P, con a > 0, es:

fla) =1

a

y1 =1+

Luego el area buscada es:

A

() e = [ <f(a:) TR 1> "

’ f(z)dz + (1 - f(a)) /Oa zdT — a/oa dm)

2
(=622 4 52 + 1)dx + (6a® — 5a)%‘z —ax

S

a
0
a

+ (6a* — 5a))£ —a?
0 2

S

/\c\g%

A/?\/—\

5%
2x3++x>

5a’ 5a’
2a3+%+a+3a —;—a>

Qw/_\ Q= Q| @\?ﬂo\
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b) Las curvas se intersectan en 0 y m, por lo que:

Vox = 7r/ (m?2? — z%)dx
0

Luego ambos volimenes son iguales si:

/ (m?2? — 2b)dx
0

1 1
3 = 5
A2, 1
15 6

La solucién m > 0 corresponde a:

Voy = 27T/ z(mx — %) dax
0

2 1
§m4 — 57714
0

15

12



