Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

SEMANA 8

Autor: Nicolds Igor Tapia Rivas

Use este material con responsabilidad.

Observacién: Antes del desarrollo probaremos un resultado muy til. Sea f : [a,b] — R continua y
u, v funciones derivables. Definimos:

v(x)
G(z) = / f(t)dt [Notar que el integrando no depende de z]

Entonces aseguramos que se cumple:

Demostracion:
Definamos H(z) = [ f(t)dt. Tenemos por TFC que H'(x) = f(z). Luego:

C

v(z) v(z) v(z) u(x)
G(z) = / f(tydt = / fodt+ [ fe)d = / F(t)dt - / F(t)dt = H(u(x)) — H(u(x))

G'(x) = [H(v(z)) — H(u(z))]" = v'(2)H'(v(z)) — o' (2) H' (u(z)) = v'(x) f(v(z)) — u'(x) f(u(z))

Que era lo que se queria probar.

El. Sea G(a) = faa+p f(t)dt. Lo que nos piden es equivalente a probar que G(a) no depende del valor
de a. Esto es lo mismo que G’(a) sea cero. En efecto, notemos que:

G'(a) = (a+p) fla+p)—d f(a) = fla+p)— fla) =0

Lo dltimo puesto que f(a + p) = f(a). Luego G(a) es constante para todo valor de a. En particular
podemos evaluar en a = 0 y obtener que G(a) = G(0), Va € R, con lo que se tiene lo pedido.
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E2.

a a 0
/f(:c)d:v = /Of(:v)dx—i— 3 f(z)dzx Ju=—x — du=dx

h - /Oaf(x)dx—Lof(—u)duz/()af(x)daf+/0af(—

En resumen, y recordando que las variables del integrando son mudas:

af@xw=<47f@>+f<aﬁMx

—a

Caso par: En este caso f(—z) = f(z) y por lo tanto:

' f(z)dx = Q/OCL f(z)dx

Caso impar: En este caso f(—x) = —f(x) y por lo tanto:
a
f(w)d =
—a

Nota: Hay que darse cuenta de que las variables son mudas en el integrando. En nuestro caso, lo
esencial es que se integra desde 0 hasta a, sin diferenciar si se escribié f(x)dz o f(u)du, ya que las
variables se mueven a través del mismo intervalo de integracion y por ende solo son etiquetas.

E3. Si a = b el problema no tiene sentido, puesto que el dato de que f;f(x)dx = 0 no aporta
ninguna infomacién. Supongamos entonces que a # b. Como f es continua en [a, b], por el TVM para
integrales tenemos que 3¢ € (a,b) tal que:

b
/f@ﬂx—ﬂaw—@

Pero ya que f; f(x)dx = 0, tenemos que f(£)(b—a) =0 = f(§) = 0. Luego basta tomar ¢ = £ y se
tiene lo pedido.

E4.

> dz , f(z) es constante en la integral interior

f
b
= ( / Y) y> dx , / g(y)dy es constante en la integral exterior
a a
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E5.
F(x) = /Ox zf(t)dt = w/()x ftydt = F'(z)=2a /Om f)dt +x (/Ox f(t)dt)l

Y por el TFC se tiene finalmente:

F'(z) =zf(z) + /Offf f(t)dt.

E6.

Glx) = /0 (/Ouf(t)dt> du

Gracias a que f es continua, podemos usar el TFC para afirmar que ( fou f@®)dt) = f(u). Luego,
integrando por partes G(z) tenemos:

ow = [([ rwa)ac (580 b=

dg=du—qg=u
= u/ouf(t)dto—/Owuf(u)du:/Oxmf(t)dt—/oxuf(u)du

Recordando que no hay distincién entre u y ¢ tenemos:

G($):/Ozxf(u)du—/Oxuf(u)du:/:f(u)(x—u)du.

E7. En otras palabras, buscamos z € [a, b] tal que:

/fo+/gcbf=/amf+/axf - /abf:2/amf - /abf_Q/;f:O

Definiendo H(x) = fab f—2[" f, buscamos x € [a,b] tal que H(z) = 0. Notemos que H(z) es continua
puesto que, como f es integrable, la funcién faz f es continua. Adem4s:

M@—LU‘y H@——AU

H(a)H(b) <0 =TV 3z € [a,b]: H(z)=0.

Luego:

Que es lo que se queria probar.
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E8. Es aplicacién directa de la observacion inicial. Recuerde que para que la propiedad demostrada
en la observacién sea vélida, la funcién que se esta integrando no debe depender de la variable de la
funcién global (en este caso ).

flz) = /;E sin(tYydt = f'(z) = 2xsin(z®)

2

T 2 $5 T
f@= [ it = f@) = - g

Vi L+ 1422 2(1+a9)
cos(x) cos(x) cos(x)
f(a) = / (2 — t)sin()dt = / sin(£2)dt — / tsin(#2)dt
23 3 3

cos(x)
= f/(z) = sin(z) sin(cos(z?))(cos(z) — x) + 3z%sin(z%) (2> — z) + / sin(t?)dt.

3

E9. Me parece que el ejercicio deberfa pedir Muestre que f"”(x) = 2f(x). Si es asi, entonces proce-
demos a derivar por TFC.

flz) =
fix) =

() =
@) =

/0 (x — 2 F(t)dt /0 F(t)dt — 2 / FF()dE + / £ F(t)dt

0 0

T ) T ) ) oy T B T
2 /0 FO)dt + 22 f () — 2 /0 LE(E)dt — 202 () + 22 f () = 2 /0 F(#)dt— 2 / LF(E)dt

0
2/0 f(t)dt+2$f(x)—2xf(x):2/0 f(t)at
2f(x)
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P1.

_/0 f(t dt—l—/ (x)ffl(t)dt

= 4'(2) =L@+ f'@)fH(f(@) = fx) +af (x)

TFC Observacién inicial

Como (zf(x)) = f(x) +zf'(x), se tiene por propiedad de primitivas que g(x) — zf(x) = ¢, con ¢ una
constante real. Luego g(z) = zf(z) + ¢. Evaluando en 2 = 0 tenemos ¢(0) = ¢, pero sabemos que:

o o e
0)—0—/0 f(t)dt+/0 f (t)dt—/o FL ()t

Solo nos basta saber cudnto vale f(0). El enunciado nos dice que
f:[0,00) = [0,00); biyectiva y derivable (y por ende continua) en (0, c0)

Ello basta para conocer el valor de f(0).

Que f sea biyectiva (particularmente inyectiva) y continua nos dice que f es estrictamente mondtona.
Una demostracién formal podria ser (*), que se muestra més abajo. Pero usemos ideas méas intuitivas
para entender. Si la funcién creciera (o decreciera) en un momento y luego se ”devolviera”, y todo en
una linea continua, claramente la funcion tendra que repetir valores en su camino de vuelta, lo que
contradice la inyectividad.

Dicho esto, y suponiendo que f(0) # 0, si f siempre creciera entonces nunca podrd tomar el va-
lor 0. En cambio, si siempre decreciera, nunca podra tomar los valores mayores a f(0). Ambos casos
contradicen la sobreyectividad de f en [0, 00). Luego necesariamente f(0) = 0. Usando esto concluimos
que

c:/of(o t)dt = /f tydt =0 = g(x) = xf(z)

(*) Veamos primero que en un intervalo [a,b], a < b, no puede ocurrir que exista una monotonia
local no estricta. En efecto,

f(@1) < f22) & f(21) < fz2) V f21) = [(22)
Inyectividad!

Ahora, supongamos que tenemos un intervalo |a,b], a < b en donde f cambia su crecimiento en
algin © = p, p € (a,b). Sin pérdida de generalidad, supongamos que primero crece y luego decrece
estrictamente. Es decir:

fla) < f(p) A f(b) < f(p)
Tomando A = maz{f(a), f(0)}, es claro que
fla) <A< fp)Af(b) <A< f(p)
Luego, por TVI en [a,p) y (p,b] tenemos que 31 € [a,p) A da € (p,b] tales que:
(@) = AN f(z2) = A

Puesto que es claro que @1 # T2 (ya que [a,p) N (p,b] = 0), tenemos que la inyectividad de f se
contradice, por lo que f nunca cambia de crecimiento.
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P2.

g(l‘) :/ arCt?n(t)dt’ con g/(x) — M por TFC.
0 T

Integrando por partes tenemos:

1 o __arctan(z)
d | p=gle) = dp=—""dx
/Og(:v)x ’[dqzdw—)q:x ‘

1

= xg(:v))

1 1
0 / arctan xdz = g(1) — / arctan xdx
0 0

Recuerde que en este caso no hay importancia si se etiqueta la integral con x o con t.

b) Hay que calcular fol arctan xdx. Para ello integremos por partes:

1
/ arctan(z)dzx
0

1 U zdx
=z arctan(:c)’ — —
0 0 1 + a

| p=arctan(z) — dp = lffrg
"ldg=dr —q==x

11 Nt
= xarctan(:p))o - §ln(1 +x )‘0

— arctan(1) — %ln(Q) =7 %111(2)
Con lo que se tiene:
1 1 -
/0 g(x)dx = g(1) — /0 arctan zdr = g(1) — i %ln(2)
P3. @)
g(x
so) = f@)+ [ e @)is (1)
0

a) Para esta parte, demostraremos mejor que tanh™*(f(z)) = g(x), puesto que la derivada de tanh ™! (x)
no contiene funciones hiperbdlicas (en cambio, la de tanh(x) si). En efecto, recuerde primero que:

(cosh(z))" = senh(x) A (senh(x))" = cosh(z)

cosh?(x) —senh?(2) = 1 = 1 — tanh?(x) = cosh™?(x)

Ambas igualdades que se obtienen simplemente con la definicién del coseno y seno hiperbdlico.
Veamos ahora que las derivadas mencionadas valen:

, _ (senh(x)\’  cosh®(z) —senh®(z) _
(tanh(z))" = (cosh(x)) B cosh?(x) = cosh™(z)
1 1 1 1

(tanh~!(x))’

tanh/(tanh—1(z))  cosh~2(tanh~'(z)) 1 — tanh(tanh(z)) 1— a2



Universidad de Chile Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Como g(x) es biyectiva y continua, es estrictamente monétona (demostrado en [P1]). Luego g~ (=)
es continua por propiedad del apunte acerca de la continuidad de las funciones inversas. Como f(x)
es diferenciable, se tiene que es continua y f2(g~'(x)), por ser composicién de funciones continuas,
es continua. Luego podemos usar el TFC para derivar ¢'(z):

¢(@) = @) 9(@) + () = o (@) @) + 1)
L e @

1— f*(z)

Veamos por otra parte que:
(bt (7)) = L0
- 2()
Luego g(z) y tanh~!(f(x)) son primitivas de la misma funcién y por ende difieren en ¢ € R. Es
decir g(z) — tanh™!(f(z)) = c. Evaluaremos en x = 0 esta igualdad puesto que es el tinico punto

en que tenemos informacién. Sabemos que g(0) = 0. Pero ademas:

9(0)
9(0) = £(0) + /0 (g™ (@))dz = F(0) +0 = £(0)

Por lo que se tiene que f(0) = 0 también.
Luego evaluando en = 0 tenemos que ¢ = ¢(0) — tanh™!(f(0)) = 0 — tanh™1(0) = 0 y por lo
tanto:

tanh™!(f(z)) = g(z) / tanh( )
= [f(x) = tanh(g(2))
Usando la indicacién tenemos que tanh?(t) = f2(g~'(t)). Notemos entonces que si g(z) =

podriamos usar que:
3

/w tanh?(t)dt = /g(w) g7 (t))dt
0 0

Y despejarla de la igualdad (1). Lo tnico que nos pide g(z) es que vaya de R en R, sea biyectiva,
diferenciable y tal que g(0) = 0. Es facil ver que o3 cumple todas esas condiciones. Luego podemos
hacer g(z) = 23 y al despejar la integral en (1) tendremos:

3

/Ux tanh?(t)dt = g(z) — f(x) = g(z) — tanh(g(z)) = 2® — tanh(z3)
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P4. -
f(z) :—/ xIn(tz)dt, definida en (0, c0)
0
a)
Ju=ht) >du=%
/ln(t)dt ’[dv:dt—m):t
= tln(t)—/dt:tln(t)—t+c ,ceR
Luego:
2
f(2) = / 21n(2t)dt sw =2t — dw = 2dt
1

4 4
f(2) = /2 In(w)dw = (wln(w) — w) = 41n(4) —4 —21n(2) + 2
f(2) = 6In(2)—2

b) Notemos que no podemos usar el TFC directamente para derivar f(z) puesto que tenemos In(tx)dt
en el integrando (depende de x). Haciendo u = tx — du = xdt, tenemos:

2

f(z) = / xIn(tx)dt = / In(u)du
1 T
Luego podemos derivar (mediante la observacidn inicial) para obtener:
F@) = (@)@ -2 )

2z In(z?) — In(x)
= 4dxIn(z) —In(z) = (4= — 1) In(x)

P5. Con g(t) = arcsen(arctan(t)) continua en [0, tan(1)], tenemos claramente que es continua en
cada intervalo [0,tan(x)] con = € [0,1]. Luego, podemos estar tranquilos al utilizar la observacién
inicial para derivar f(z).

/

tan(z)
f(z) = (/0 g(t)dt> = tan/(z)g(tan(z)) — 0'g(0) = sec?(z)g(tan(x)) = sec?(z) arc sen(z)
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P6. f:a,b] — R acotada e integrable. f(a +b—x) = f(x)
a)

/abxf(x)d:n u=atb—z - du=—do
= —/ba(a+b—u)f(a+b—u)du:/ab(a—i-b—u)f(u)du
_ (a—i—b)/abf(u)du— /buf(u)du

a

—_———

La misma del inicio

N 2/abxf(;r)_(a+b)/abf(x>dx;»/abxf(x>_“‘;b/abf(x)dx

b) Se debe notar que lo que se pide es calcado de lo demostrado anteriormente si usaramos g(sin(x))
en lugar de f(z) y el intervalo [0, 7] en lugar de [a, b]. Veamos si podemos hacer esto.
Como g es continua en [—1,1], al igual que sin(z), g(sin(x)) también lo es. Ademds esta funcién
estd bien definida en todo R puesto que sin(x) solo da valores en [—1,1]. Luego consideremos
el intervalo cerrado [0, 7], en donde g(sin(z)) por ser continua es acotada e integrable. Notemos
ademas que:
g(sin(0 + 7 — x)) = g(sin(z))

Como g(sin(z)) cumple todas las gracias de f(x), basta considerar la integral como un caso parti-
cular de lo visto en (a) con f(z) = g(sin(x)), a =0, b = .

c¢) Para poder usar la parte (b), necesitamos encontrar g(x) tal que:

zg(sin(@)) = 7 f—sézs(;:()x) =5 —Sljifa?(x)

Es directo definir g(z) = 55, que cumple con ser continua en [—1, 1]. Luego tenemos:

/0” m - /07r zg(sin(z)) = g /0 " g(sin(x)

N 72T/o HSch:lo(sx?)(:v) ;u = cos(z) = du = —sin(z)dz

- -1 _7r/1 1
T2y 14w 2 ) 14w

Esta ultima integral es bien conocida y vale:

7r/1 1 T ) ())1 T
— —— = —arctan(z = —
2 ) 4 1+22 2 4



