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P1.

a) Del semestre anterior sabemos que ¢* es estrictamente decreciente y positiva cuando 0 < ¢ < 1.
Luego en [0,n] se cumple:
P =1>¢>0 Va € [0,n]

Como ¢* estd definida para ¢ € R*, tenemos todas las hipdtesis para afirmar que ¢% es Riemann-
integrable (puesto que es definida, acotada y mondtona). Veamos que a,, es estrictamente creciente:

n+1 n n+1
Qpt1 — Gp = / ¢ dr — / ¢ dx = / q“dx
0 0 n

Sea P € Py pt1, P ={xo,...,2,} equiespaciada, luego:

n+1 I T
/ ¢"dx > ¢"|P| ;¢">0,Vz € [n,n+1],y|P| >0 luego Y ¢"|P|>0y
n i=1

i=1
.

Apt1 — Qp > Z q""|P| > 0 = a, estrictamente creciente.
i=1

b) Sea P = {xo,...,z,} una particion de [0,n] donde z; = i. Como ¢* es decreciente, M;(¢") = ¢*~1
y m;i(¢*) = ¢*'. Ademdas Ax; = 1. Luego:

n L q-— qn+1
s(@P) = D q"Aei=) ¢ =3
i=1 i=1

n n n—1 1—qg»
T _ Ti_ L i—1 _ i -
S(¢",P) = z;q 1sz—;q —z;q =1
1= 1= 1=

c) Vn € N se tiene:
n
s@.P) < [ < S, P)
0
— n . n
i g/qfdxsl i
1—gq 0 l—q¢ " 1—9¢q
Lo dltimo puesto que 0 < ¢g" <1VneN=1—-¢" < 1.

d) Luego tenemos que
1—4q" 1
<a, < ———

v N
ql—q_ ~1-q ne

Como a,, es creciente y acotada superiormente, converge. Por propiedad de las sucesiones, la misma
desigualdad es valida en el limite, y tomando en cuenta que ¢" — 0 se concluye el resultado.
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P2.

a) Sea P € P, ;. Calculemos las sumas inferior y superior:

() -Em()an 5(r) S ()

Notemos que:

Luego tenemos que:

$(5:7) =2 (77) =2 Gy~ 3m) 2= 3 Bty o

i=1 i=1

Como ¢ < f(z), Vx € [a,b], tenemos (m;(f)M;(f))~! < ¢2. Usando esto:

Z f 22 ))sz*012<s(fap)_s(fap))

Por lo que se concluye el resultado.

b) Veamos que % cumple la condicién de Riemann, es decir

Ve >0, 3P € Py S<},P>—s<},P><e

Usando la parte a), vemos que solo necesitamos que exista P tal que S(f, P) — s(f, P) < c%c. Sea

entonces € > 0. Como f es Riemann-integrable, cumple la condiciéon de Riemann, por lo que para
?e > 0 existe Py € P,y tal que S(f, Py) — s(f, Py) < c*e. Por la parte a) se tiene entonces:

s (},P()) s <J15,P0> < C%(su, Py) — s(f, ) < c%c% _ .

Luego basta tomar P = Fj y se tiene lo pedido.
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P3.

a)

Como f es no negativa y creciente, no puede tener asintotas verticales. Ademads en [1,n] se cumple:

fQ) < fz) < fn), V€ [1,n]

Como f esta definida, es mondtona y es acotada, es integrable en [1,7n]. Sea entonces la particién
P={xy=1,...,2p-1 =n} donde x; =i+ 1,7 € {0,...,n—1}.

Como f es creciente, M;(f) = f(x;) = f(i+1) y mi(f) = f(zi—1) = f(i). Ademas Az; = 1. Luego:
n—1 n—1 n
S(FLP) = Y Mi(PAwi=) fi+1)=) f@)
i=1 i=1 =2
n—1 n—1
s(f,P) = Zmi(f)Axi = Zf(i)
i=1 i=1

Luego:
[ t@ds < s(r.7)
1
n n
i) < / fl@)dz < (i) Vn > 2
1 =2
Claramente f(x) = In(z) es creciente y no negativa en [1,00). Usaremos entonces lo visto en a).

Veamos primero que:

n—1 -

Zln(i) = <H > n((n—1)!
i=1 =1

Zln(i) = In ( > = In(n!)

=2

7
1=2

/” In(z)de = (zln(z)-— x)‘? =nlnn) —n+1 (*)
1

(*) Esta integracion no es parte de los contenidos de la Semana 7, por eso el apunte les da la
solucion mediante una indicacion, pero la indicacion estd mala y anoto el resultado correcto.

Ahora juntaremos todo, pero note que la parte a) solamente es valida para n > 2. Debido a
su crecimiento, aplicar la funcion exponencial a nuestras desigualdades no las cambiara.

In((n—1)!) < nln(n)—n+1 < In(n!)
(n ) < e In(n)—n+1 < nl
(n _ 1) < enln(n)e—n—i-l < n!
n—1)! < ne—ntl < nl

El caso n = 1 se comprueba por simple evaluacién obteniendo 1 < 1 < 1. Con esto demostramos
lo pedido Vn > 1.

P4. Pendiente.
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P5.

. _ 2
a) Siguiendo la indicacién, sea P € Pjg ) con P = {0, 4 5,1}, Veamos que la funcién f(x) = ™ es
decreciente en [0, 1]. En efecto, el exponente se hace cada vez mds negativo mientras x crece, con
lo que la exponencial decrece. Luego los maximos y los minimos en cada intervalo de la particién

son M;(f) = f(xi—1) y mi(f) = f(2;). Ademds Az; = 3. Luego las sumas inferior y superior son:
2
SEP) = S mi(f)Az = Zf (e) =5 (73 )
i=1
2
S(LP) = S M)A = Zf win) =g (4et) =2 (1)
i=1

Recordemos que como son solo dos intervalos debido a la particion, [0, %] Y [%, 1], podemos evaluar
las sumatorias directamente.

L\’)M—t

Como h(x) = —2? y g(x) = €® son continuas Yz € R, f(z) = (g o h)(z) también lo es, por lo
que f(x) es integrable y tiene sentido la integral que se pide colocar en la desigualdad. Se sigue
finalmente que:

1
S(f,P) < /0 e dz < S(f, P)

1
1 (e*% + 671) < / e~ dx < 1 (1 + e*%>
2 0 2

b) Usando la indicacién, consideremos P € Pjq ), P = {z;}{_, donde z; = aq'. Como x,, = b, se tiene

b\ " 1. (b A
tpn=0aq"=b=>q=(—] =exp|—In{—))=exp|—
a n a n

Donde se definié la constante A = In (a) por comodidad en la escrltura

Como f(z) = % es decreciente en R, M; (x) = mi: y m; (i) = xi‘ Calculando las sumas:
"1 1 : = 1 n
(AP = 3w a) =3 e —af ) = (1 1) =n-
i=1 Li i=1 aq i—1 q q
n n n

s¢hp) = Y xil_l (i —zi1) =3 aq}_l (0 —ad ) =3 g 1) = ng—n

i=1 =1 =1

Sabemos que f(z) = % es continua en [a,b], 0 < a < b, por lo que su integral existe y ademas
cumple la desigualdad:

b
d
n—ng/xgnq—n Vn e N
q T

Y puesto que g = exp(%):

n_nexp< ) /<nexp(k) *)
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Calculemos los siguientes limites:

1.

n—00 n

. - A A
lim n —nexp ,u=—=>n=—, u—0
n U
h’m/\—Ae_“:h’m/\(e _1):)\h’m (6 _1)6_”:)\
u—0 u

u=0u U u—0 uev
, A

lim nexp| — | —n ,

n—oo n

h’m)\e“—)\:h’m)\<e _1>:)\
u

u—0 U u—0 u

u =

A
n

Bajo el amparo del Teorema del Sandwich de sucesiones, y ya que en la desigualdad (*) los limites
de los tres términos existen (note que el término central, es decir, la integral, es una constante),

tenemos que:

b
)\S/dxﬁx\
al’

De donde se implica claramente que la integral es igual a A. En otras palabras hemos demostrado

que:

T

Pdr <b) — In(b) — In(a).

a



