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P1.

a) Bs condicién del problema que v = 1000cm® = 1 litro. Ademads, observando la figura se concluye
que:
v = azry s=2(a+z)(a+y)

Es fécil despejar y de la expresion del volumen para obtener

s=2(a+z) (a—i—%)

b) Desarrollando la expresién de la superficie y derivando (recuerde que a no es variable):
s = 2a+ux) (a-{—i) :2(a2+ax—|—2+3)
ax T a

z = 20 5)

Esta derivada solo se anula si

)
xr=+4/—
a

Por lo que estos dos valores son candidatos a minimo. Sabemos que la soluciéon negativa no tiene
sentido para el problema. Ademads, si derivamos por segunda vez obtenemos:

d?s B 4o
dz? 3

., . 7 L .
Expresién que es positiva para z = \/g . Luego por la proposicién 2.2 concluimos que este valor de
2 es un minimo.

¢) Usando el resultado anterior, podemos escribir:

e (o) 2 (o f7) (o0 2yD) 2 (o0 )

Derivando esta expresion obtenemos:
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Dadas las condiciones fisicas del problema (a,z,y > 0), la tinica posibilidad de que esta derivada
se anule es que

1 )
1—5\/{)a—%:0(:>a3:%(:>a: 3%

Si calculamos la segunda derivada obtenemos que:

oo (e D) )
= (1 fvid) waviat (a4 f2)

Si evaluamos esta segunda derivada en a = {5/§

1> sabemos que el primer término se anula y el
segundo es siempre positivo, por lo que nuevamente por la proposicién 2.2 concluimos que este

valor de a es un minimo. Finalmente los valores éptimos de a, x e y son:

1
a={ 2:5\3/21)

Es interesante notar que la forma que minimiza la superficie es un paralelepipedo con un par de
caras cuadradas y con las restantes caras de lado menor exactamente igual a la mitad del lado
del cuadrado. Como v = 1000cm® = v = 10cm, se tiene de forma explicita que a = 5¢/2cm y
r =1y = 10y/2cm.

P2. Recordemos que una funcién f es convexa cuando f” > 0.

1) Sea h = In(f). Derivando obtenemos:

/_Ji/ //_ff”_(f,)Q
S

De donde se puede despejar f” como:

WP ()
f

Como f : [a,b] = (0,00), se cumple que f > 0. Ademds, si f es log-convexa entonces h” > 0y
por lo tanto f” > 0. Es decir, f es convexa.

Un contraejemplo sencillo para la reciproca es f(z) = 2. Vemos que f resulta ser convexa ya
que f"(z) =2 >0, pero h”(z) = =% < 0 nos dice que no es log-convexa.

f
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11) Consideremos la misma funcién h anterior y definamos g = f¢, con o > 0. Derivando g obtenemos:

g/ — afa—lf/
g// — Oé(Oé o 1)f04—2(f/)2 4 Oéfa_lf”

g// — 062fa <f,>2+04fa <f//_ (f/)2>
—_—— —_—

f =~\f f
>0
>0 h'’

Es claro que si f es log-convexa (es decir, h” > 0), entonces ¢” > 0 y por lo tanto f es convexa,
para cualquier @ > 0. Para ver el caso reciproco, es decir, cuando se tiene que f“ es convexa para
todo @ > 0 (¢” > 0), consideremos el siguiente despeje de la expresién anterior:

N\ 2
g”—OZQfa <f7>
afe

Sabemos que el denominador es positivo puesto que f > 0y a > 0. Luego advertimos que:

hl/ —

I\ 2
f es log-convexa < ¢" > o?f® <f> (2)

La idea es aprovechar el hecho de que (1) serd valido siempre para todo o > 0. Por lo tanto,
buscaremos elegir un « lo suficientemente pequeno que nos permita concluir la desigualdad que
necesitamos.

Notemos que cuando o — 0, fijando z, tenemos que a? — 0y f* — f° = 1 (gracias a que f # 0).

Luego
Y
lim o f* () =0

a—0 f
I\ 2

I\ 2
& Ve >0, 30 >0, 0<a<6:>a2f°‘<§) <e

Puesto que f“ es log-convexa, tenemos que ¢g” > 0. Usando la definicién de limite, para ¢ = ¢”

existe 6 > 0 tal que:
2 fl ? "
asf® <) <y
f

Tomando cuaquier « en (0, d) concluimos que f es log-convexa gracias a la proposicién (2) obte-
nida de (1).

Esto significa por definicién que:

Ve>0, 30 >0, Va >0, |[a—0| <= <e
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P3.  f(z)=(z+1)In(|=]), 2 € R\{0}.

a)
z+1 z+1 _q

f(m)z(ﬂt—i—l)ln(

El primer caso nos entrega x = —1, pero para este valor el logaritmo se indefine. El segundo caso

DzO@%—i—le\/

nos entrega:

1 1 1
v :1\/33jL =-1=z=——
T T 2

Luego el cero de la funcién es z = —%. Antes de ver los signos de la funcién, nos interesa saber
cuando la expresién dentro del logaritmo estd por debajo y por encima de 1.

z+1
T

z+1
T

<1

'<1 & -1«
1
&S —1<l+-<1
T
1
& —2<-<0
T

Para que lo ultimo ocurra necesitamos que x < 0. Considerando esto podemos despejar z y obtener:

x + 1‘ 1

<lszr<—

z 2

Luego se cumple que:
(=00, 1) | (=1,-1/2) | (=1/2,0) | (0,00)

m(==D ] - - + +
x+1 — + + +
f(x) + - + +

b) Primero veamos las asintotas horizontales (los limites hacia —oo y 00).

z—+o00 r—+o0o

lm f(z) = lim (z+1)In <‘1+iD

Cuando x — oo podemos asumir que x > 0 y sacar simplemente el valor absoluto. Notemos que
r — —o0 = % — 0. Por definicién de limite esto significa particularmente que Im < 0 tal que
Vr < m se tendra necesariamente que —1 < & <1 =0 <1+ % Luego en el limite podemos

1
deshacernos del valor absoluto de la misma forma hacia ambos infinitos.

1
> = lim (x—i—l)ln(l—i—)
X T—Fo00 X
In(1+1
i z+1 n( +x)

r—Fo00 x

=1

1
Iim (z+1)In <’1 + =
r—>3o0

8|~

Es decir, posee asintota horizontal y = 1 hacia ambos extremos.
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Veamos ahora los limites hacia 0 y —1. Sabemos que:
1 1
r— 0" == - +o0 r—0" = -5 -
x x
Gracias al valor absoluto podemos afirmar que:

1
r— 0= ‘1+’H+oo
x
Puesto que u — 0o = In(u) — oo, esto se traduce en que:

1
lim(z+1)In (‘1 + - ) = 400
z—0 T
Es decir, existe una asintota vertical en x = 0 hacia +oo por ambos lados. Por otro lado tenemos
que:

1
lim (z+1)In < 1+1D = lim w
z——1 T r——1% oy

Sabemos que u — 07 = In(u) — —oo, por lo que:

1 1
x—>—1:>’1—|— —>O+:>ln<’1—|—‘>—>—oo
X x

Y ademds z — —1F = (z +1) = 0F = x%rl — #o00. Puesto que tanto por la izquierda como
por la derecha tenemos una indefinicién oco/oco, podemos analizar ambos casos simultdneamente
utilizando la regla de L’Hoépital. Recordemos que % In|z| = % Veamos entonces el limite de las
derivadas:
+1 1)/ z 1)/
() ()
/ 1
z——1% (%-1—1) z——1% RS
_z =1
= lim =z
- 1
R Cu Y
P () I e
a1+ 22(x +1) 251
=0

Puesto que el limite de las derivadas existe, por la regla de L’Hopital concluimos que:
lim f(z) =0
rz——1
Podemos reparar esta funcién para que sea continua en x = —1 definiendo f(—1) = 0.

¢) g(z) = In|z|. Esta funcién es diferenciable en R\{0}, por lo que sera diferenciable en intervalos que
no contengan al cero. Si queremos intervalos de la forma [z, z + 1], necesitamos que x ¢ [—1,0].
Podemos usar el TVM entonces en [z, x + 1] para obtener que existe ¢ € [z, + 1] tal que:

g,(c):g(ﬂerl)—g(x) 1 ($11’)©1:1n<x—;—1>

& —=In
(x+1)—= c

Lo ultimo gracias a que ITH > 0 cuando x ¢ [—1,0]. Luego, gracias al decrecimiento estricto de %,

tenemos que %_H < % < % Se concluye que:

1 1 1
<In <x+ > < —, Vz € (—o0,—1) U (0,00)
r+1 T T
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d) Calculemos f’.

fl@) = m+1)ln<‘1+;>
fl(z) = ar—i—l’ln(‘l—i—i) a;+1< (|1+;>)/
o - ) e

e) En (—o0o,—1) U (0,00), f'(z) =In (14 1) — 1. Como se cumple que:

1 rz+1 1 r+1 1
<In < —=1In ——<0
z+1 T T x x

Tenemos que f'(z) < 0 en (—oo, —1) U (0,00), es decir, estrictamente decreciente.

f) Calculemos f”.

1 1
flx) = In|1+—|—=
| @
vy L1
Fi) = x+1x2+x2
B 1
22 (x4 1)

Observamos de inmediato que el signo de f” depende del signo de (z + 1). Entonces:

z€(-00,—-1) = (x+1)<0 = f’(x)<0 = Cébncava N
re(-1l,00) = (z4+1)>0 = f’(x)>0 = ConvexaU

g) Veamos en primer lugar que:

1 , 1
lim In|l + = —00 Im ——=1
z——171 z——1t T
1
lim In |1 + = +00 lim —— =400
z—0~ z—0~- X
El dlgebra de limites nos permite concluir que:
lim f'(z) = —o0 lim f'(z) = +o0
z——171 z—0~

De la parte anterior sabemos que f” > 0 en (—1,00), por lo que en (—1,0) f" es estrictamente
creciente. Debido a los limites calculados recientemente, sabemos que cerca de —1 la derivada es
negativa, y cerca de 0 la derivada es positiva.

Podemos aplicar el TVI en algun intervalo [a,b] C (—1,0) donde f'(a) < 0y f'(b) > 0 para concluir
que existe xg € (—1,0) tal que f/'(z9) = 0. Si existieran dos ceros distintos 1 y xo con 1 < xg,
entonces aplicando el TVM en [z1, z2] llegamos a que existe ¢ € (z1, z2) tal que:

()@ —x1) = fl(@2) = f(21) =0= f"(c) =0
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Lo que es una contradiccién puesto que f” > 0 en este intervalo. En definitiva existe un tinico cero
de f’, y por lo tanto un tinico cambio de signo. Todo esto significa que la funcién f en un principio
decrece estrictamente (f' < 0) hasta alcanzar un minimo local (donde f’ se anula), cuya naturaleza
de minimo es justificable gracias a que f” > 0. Después de alcanzar este minimo la funcién crece
estrictamente (f’ > 0).

Aqui se debe bosquejar la funcién con toda la informacién reunida pero simplemente adjuntaré una
grafica de la funcion.

-4
-3
-z
1
o
1
z
3
4
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P4.

a) Tenemos que x: cobre corriente, y: cobre fino. Sabemos ademads que, siendo p el precio de venta del
cobre corriente:

40 — 5z
r+y<9 e T

1
I=3,6py+pr=—-—=3,6y+=x
p

Para maximizar el ingreso, maximizaremos I /p. Reemplazando y en la expresién, obtenemos:

I 40 — 5z

AN (40 — 52)'(10 — x) — (40 — 52)(10 — )’

-] = 3,6- 1
<p> ’ (10 — z)? "

() -

Esta derivada se anulara si:

—36

Ao t1=06 W0-2)" -6 =06 (16 -2)(d-2)=0

Debido a la restricciéon de capacidad instalada, la soluciéon x = 16 queda descartada. Una candidata
para maximo es la soluciéon x = 4. Al derivar nuevamente obtenemos:

(;)l = —36(10—xz) 241

<z€>” = —36-(=2)(10 - 2) (10 — 2

<I>” = —T72(10 —x)~°

p

Donde la segunda derivada es negativa cuando x = 4. Luego este valor es un maximo. La producciéon

de cobre fino correspondiente es:
40—-5-4 10
y=——"""="7

10 —4 3
Por lo que la produccién diaria es de 7,3 toneladas.
b) Puesto que la funcién f es continua y diferenciable en (0, z), con x € R*, podemos ocupar el TVM
para obtener que existe ¢ € (0, z) tal que:

! p— =
Puesto que f’ es creciente en R, se cumple que f’(c¢) < f/(z). De aqui concluimos que f'(z) > @
Si tomamos la funcién g(z) = @ y la derivamos, obtenemos:
oy aff@)—fl@) 1/, o fl2)
gy = LT L (g I

Puesto que z > 0y f'(z) > @ gracias a lo demostrado anteriormente, concluimos que ¢'(z) > 0,
esto es, g(z) es creciente.
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P5.

a) Esta parte es aplicacién directa de las propiedades de derivacién. Para estudiar la monotonia
serd conveniente calcular f’(z). Antes de ello calculemos la derivada de la funcién arctan(z). Para
ello, usaremos la derivacién de una funcién inversa. Derivando primero la tangente:

sin(x) )l _ cos?(z) + sin?(x)
cos(z) cos?(x)

= sec?(z) = 1 + tan?(x)

tan’(r) = (

Lo tltimo se obtiene simplemente usando la identidad cos?(z) + sin?(z) = 1 y dividiendo por
cos?(x). Derivando ahora la arcotangente:

1 1 1
t / — — =
arctan () tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z)) 1+ 22

Ahora procederemos a derivar f.

(z) = g(b—az®)- h(arctan(cz))

(z) (g(b — az3)) - h(arctan(cz)) + g(b — az®) - (h(arctan(cz)))’

"(z) = ¢'(b—az®) - (b—az®) - h(arctan(cz)) 4 g(b — az®) - I/ (arctan(cz)) - (arctan(cz))’
(z)

(z)

= ¢ (b—az®) - (=3ax?) - h(arctan(cz)) + g(b — az®) - B’ (arctan(cz)) - arctan’(cz) - (cx)’

= —3a2?¢ (b — az®)h(arctan(cz)) + g(b — axg)h'(arctan(cx))ﬁ

Sabemos por el enunciado que ¢ < 0 y A > 0. Ademads las funciones son crecientes, por lo que
g >0y h' > 0. Sabemos también que a,b,c > 0. Luego tenemos término a término:

—3azx® < 0
gdb—az®) > 0
h(arctan(cxz)) > 0
gb—az®) < 0

B (arctan(cx)) > 0
> 0

1+ (cx)?

Es directo entonces que f’(z) < 0, es decir, la funcién es decreciente.
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b) Separando las desigualdades y recordando que z > 0, podemos ver que:
l+In(z)<(z+1)In(x+1)—zln(z) & 1< (x+1)(In(z+1)—In(x))

=

o <In(zx+1) —In(x)
(x4+1)In(z+1)—zln(z) <1+In(z+1) < z(n(zx+1)—-In(x)) <1

1
< In(z+1)—In(z) < —
T

Por lo tanto lo que nos piden demostrar es equivalente a que:

1
o <Iln(zr+1) —In(x) < p
Esto sugiere el uso del TVM en la funcién f : (0,00) — R con f(z) = In(x), cuya derivada vale
f(z) = % Gracias a la continuidad y diferenciabilidad de f(x) = In(z) en (0, 00), podemos aplicar
el TVM en un intervalo [z, 2z + 1] con z € (0,00). Luego tenemos que existe ¢ € (z,x + 1) tal que:

f(55+1)_f(x)@lzln($+1)—ln(af)

file) =

(x+1)—=z c
Y debido al decrecimiento estricto de la funcién 1/z y ya que ¢ € (z,x + 1), se cumple que:
1 1 1
r+1 c T

Uniendo ambos resultados concluimos que:

1
pory <ln(x—|—1)—ln(x)<;

Que ya vimos que era equivalente a lo que nos pedian demostrar.

Una forma algo més directa era considerar inmediatamente la funcién f(z) = zIn(z) cuya derivada
vale f'(z) =1+ In(z). Aplicando el TVM en el mismo intervalo [z, z + 1] llegamos a que:

1+In(c)=(x+1)In(x+1) — zln(x)
Utilizando el crecimiento de la funcién 1 + In(x) se concluye el resultado.
c¢) De la parte anterior tenemos que se cumple:
1+Ink)<(k+1)In(k+1)—kIn(k) <1+In(k+1), keN

Tengamos en cuenta que In(1) = 0, por lo que su presencia en sumas es indiferente (se puede
agregar o quitar sin ningin problema).
Si hacemos la sumatoria desde 1 hasta n en la primera desigualdad obtenemos:

n

Zn: 1+ In(k) <Y (k+1)In(k+1) — kIn(k)
1

1
& n+ zn:ln(k) <(n+1)ln(n+1)—In(1)
1

& iln(k‘) <(n+1)nn+1)—n
1

10
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Si hacemos ahora la sumatoria desde 1 hasta n — 1 en la segunda desigualdad obtenemos:

n—1 n—1
> (k+Dn(k+1) - kln(k) < > 1+1In(k + 1)
1 1
n—1

& nln(n) —In(1) < (n—1)+» In(k+1)
1

& nln(n) — (n—1) <> In(k) = In(k)
2 1

Uniendo ambos resultados concluimos que:

nln(n) —(n—1) < iln(k) <(n+1)lnn+1)—n
1

11



