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P1. Tenemos que se cumple:

g(x)=af(z)+1 lim f(z) =1 gla+b)=g(a)g(b)
Luego vemos que:
oy glx+h)—glx) . g(x)g(h) —g(z)
glw) = Jim h = fm h
= gt im P gy i 2T ) i )
= g(v)

P2. Solo para abreviar, se define h(x) = w, definida en R\{0}. Note que:
oy — e 48 = F0)
7 = tin L9 =00 = i

Por lo que la afirmacion f es derivable en 0 es equivalente a la existencia del limite anterior. Veamos
primero que:

flex) - f(x) flex) = f(2) + f(0) = £(0) _ flez) = f(0)  f(x) — f(O)

= ch(cx) — h(z) = L = lim ch(cx) — h(x)

z—0

Si f es derivable en cero, entonces lim, o h(z) = f'(0) existe. Ademds tomando u = cz:

lim h(cz) = lim h(u) = f'(0)

z—0 u—0

Luego por dlgebra de limites, L existe y de hecho vale:

L = lim ch(cz) — h(x) = ¢ lim h(cx) — lim h(z) = (c — 1) f'(0)
z—0 z—0 z—0
El caso reciproco, es decir, si L existe entonces f'(0) existe, queda pendiente. Solo quiero hacer notar
que la propiedad lim(a,, + b,) = lima,, + lim b,, solo es cierta si los limites de a,, y b, existen, por lo
que la separacién de limites en L solo es posible si lim,_,o h(z) existe. Evidentemente esto no se puede
ocupar para probar justamente que f’(0) = lim,_,q h(z) existe.
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P3. Siguiendo la indicacién, sea g(z) = e~ f(x). La funcién g es derivable por dlgebra de funciones
derivables. En efecto, —ax es derivable y la funcién exponencial es derivable, por lo que la composicion
e~ también lo es. Ademas, f es derivable, por lo que el producto de ambas funciones también lo es.
Derivando g obtenemos:
d@) = (e f(z)+e “f(r) Derivada de un producto.
f(x)+e T f(x) Regla de la cadena.
ae” " f(x) + ae” " f(x) Ya que f'(z) = af(x).

0

Es decir, g es una funcion constante. Luego en particular podemos evaluar en cero para obtener que
g(x) = ¢g(0) = f(0), para todo = € R. Es decir:

e f(x) = f(0) & f(x) = f(0)e”

P4. Primero observemos que G, es efectivamente derivable puesto que es composicién de funciones
derivables. El hecho de que lo que se pide demostrar depende de n € N sugiere usar induccion.
Demostremos entonces por induccién que:

= [ (fessCcfal))-)), Vm €N
i=1

El caso n = 1 es de fécil verificacién. Supongamos que se cumple para un n arbitrario. Usando la regla
de la cadena obtenemos:

Gny1 = Gu(fat1(z))
;H—l = (fn+1(1'>)' n+1( )

n+1 Hf fz—l—l fn fn—H( ))) ))

(2

=1
Pero f) i(x) es justamente igual a fi(fir1(...(fn(frns1(2)))...)) cuando i = n + 1. Luego podemos

hacer:
n+1

i1 = Hﬁﬁﬂ (falfn1(2)))--))

Con lo que se concluye la induccién. Luego la propiedad que se buscaba demostrar resulta ser cierta
para todo n € N.

P5. Lo que se usard a continuacion es la derivada de un producto y la regla de la cadena.

;= coskg)
" = —kgsin(kg) = g/ = —ksin(kg)
£ = (kg sin(kg) = kg’ sin(kg) - (kg )? cos(ka) = "L, ~ (kg

/"

= ﬂ—f%ﬁ%@yf:o
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P6. Recordemos en primer lugar que la derivada de f en xg corresponde al limite:

o) = pim L0 = S0

Luego tendremos que:

f(xo + ah) — f(zo + Bh) (f (w0 + ah) — f(xo)) — (f (20 + Bh) — f(20))

lim = lim

h—0 h h—0 h
o flwo+ah) = f(xo) |, f(xo+ Bh) — f(x0)
= jma ah -p 8h

Es inmediato ver que, haciendo un cambio de variable adecuado u = ah y v = Bh:

mf(330+04h)—f(330) f(zo +u) — f(z0)

@ IIL%O ah B mlblg%) u = f'(x0)
(i) ;111_% f(wo + Bﬁhf)L — flzo) _ tim f(zo + Ul)} — fxo) _ F(0)

Por lo que tenemos finalmente por dlgebra de limites:

L @+ ah) — (o + Bh)
h—0 h

= af'(z0) — Bf'(z0) = (a — B)f (x0)

P7. Tenemos que se cumple:

‘f(l‘) - f(y)’ < CL(Z’ - y)27 any €R
Sean x,y € R con z # y. Dividiendo por |z — y| la expresion anterior tenemos que:

’f(w)—f(y)‘
-y

<alz -yl

—alr <alr —y|

€r —

<t W)
N Yy

Considerando el limite x — y, vemos que ambos extremos de la desigualdad tienden a cero. Luego, en
virtud del Teorema del Sandwich, el limite

o F@ = 1)

T—Y T —y

= f'(y)

Existe y vale cero Vy € R.



