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IN3701 - Modelamiento y Optimizacion
Pauta Auxiliar N2 5 - SIMPLEX

Profesores: Fernando Ordonez, Andreas Weise.
Auxiliares: Oscar Jara, Tomas Lagos, Camilo Levenier, Macarena Osorio.

P1. Considere el siguiente problema de minimizacion:

(P) min —10z; — 1229 — 12z3
s.a. 1 + 229 4+ 2z3 < 20
2r1 + ro + 223 < 20
2r1 + 20 + r3 < 20

x1, T2, v3 >0

i) Resuelva el problema (P) utilizando el Algoritmo Simplex en su forma matricial.

ii) ;Es posible que Simplex resuelva el problema en 2 iteraciones partiendo desde (0,0,0), siguiendo por
(10,0,0) y finalizando en (4,4,4)?

Pauta Pregunta 1:
i) Inicializacidn:
Agregando variables de holgura, tenemos que el nimero de variables es n = 6 y el de restricciones es m = 3.

Sea

A:

NN
[N )
NN

1
0
0

O = O
= o O

la matriz de restricciones,
b = (20,20, 20)’

el lado derecho y
¢ = (-10,-12,-12,0,0,0)"

el vector de costos. Las variables de holgura nos entregan a

10
B=10 1
0 0

_ o O

como base, formada por las columnas A4, A5 y Ag. Los indices bésicos y no béasico son respectivamente
B={4,56}, N =1{1,23}
de modo que B(1) =4, B(2) =5y B(3) = 6. El vector de variables béasicas es
20

xg = | 20
20



26 de Octubre de 2016

5%, Ingenierfa Industrial Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas
c FACULTAD D CIENCIAS Universidad de Chile
4 UNIVERSIDAD DE (7#\,E

mientras que el vector de variables no basicas como siempre es igual a 0. Lo anterior quiere decir que partimos
desde el punto (0,0,0) del poliedro del problema original.
Iteracion 1:
Calculamos los multiplicadores simplex
p'=(0 0 0)

Con ellos obtenemos los costos reducidos de las variables no bésicas:

c1 =-—10
co = —12
c3 = —12

y vemos que no son todos mayores que 0. Luego, la solucién bésica factible actual no es éptima. Los candidatos
a entrar a la base son {1,2,3}. Escogemos a 21 (j = 1). Calculamos

1
u=B1A;,=|2]| I=1{1,23)}.
2
y con esto, obtenemos los cuocientes

TB() _ g TBOR) _ 4, TBO) _
uy U2 us

10.

Los posibles valores de ¢ son {2,3}. Escogemos a la variable xp9) (¢ = 2) para que salga de la base. A
continuacién, actualizamos B:

1 0 0
B={(1 2 2
0 01
con lo cual los indices cambian a B = {4,1,6}, N = {5,2,3}. Luego, calculamos B~!, que resulta ser
1 -1 0
B'=(0 1 o0
0 -1 1

Las variables basicas correspondientes a la nueva solucion factible son entonces

10
rp = 10
0

lo que significa que nos hemos movido al punto (10,0, 0). Notar que esta solucién es degenerada.
Iteracion 2:

Calculamos los multiplicadores simplex
p'=(0 -5 0)
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Con ellos obtenemos los costos reducidos de las variables no basicas:

c1 =5
Co = —7
c3 = —2

y vemos que no son todos mayores que 0. Luego, la solucién bésica factible actual no es éptima. Los candidatos
a entrar a la base son {2,3}. Escogemos a x3 (j = 3). Calculamos

1
u=B1A =1 7=1{1,2}.
-1
y con esto, obtenemos los cuocientes
S TR T)
U1 u9 '

Los posibles valores de ¢ son {1,2}. Escogemos a la variable xg() (£ = 1) para que salga de la base. A
continuacién, actualizamos B:

2 10
B=12 2 0
1 21
con lo cual los fndices cambian a B = {3,1,6}, N = {5,2,4}. Luego, calculamos B~!, que resulta ser
1 -3 0
Bl=(-1 1 o0
1 -3 1

Las variables béasicas correspondientes a la nueva solucién factible son entonces

10
zg=10
10

lo que significa que nos hemos movido al punto (0,0, 10).
Iteracion 3:
Calculamos los multiplicadores simplex
pr=(-2 -4 0)

Con ellos obtenemos los costos reducidos de las variables no basicas:

c1=4
co = —4
c3 =2



s, Ingenierfa Industrial Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas
c oAy MATE AS Universidad de Chile
' o : 26 de Octubre de 2016

y vemos que no son todos mayores que 0. Luego, la solucién basica factible actual no es 6ptima. El tnico
candidato a entrar a la base es {2}. Escogemos a z3 (j = 2). Calculamos

3
2
u=B1'Ay=|-1| I={1,3}.
5
2
y con esto, obtenemos los cuocientes
) _ 20 TBE) _
Ul 3 us

4.

El tinico posible valor de ¢ es {3}. Escogemos a la variable xp3) (¢ = 3) para que salga de la base. A
continuacién, actualizamos B:
2 1 2
B=(2 2 1
1 2 2
con lo cual los fndices cambian a B = {3,1,2}, N = {5,6,4}. Luego, calculamos B~!, que resulta ser
2
Bl = ’

2
5

2
3
5

_3
5

[S2{[o%}

[SULSSHIN SN

Las variables béasicas correspondientes a la nueva solucién factible son entonces

4

o

rg =

B

lo que significa que nos hemos movido al punto (4,4,4).
Iteracion 4:

Calculamos los multiplicadores simplex

o f 5 )

y vemos que no todos mayores que 0, lo que nos permite concluir que el punto

O OO =
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wa éptimo del problema con variables de holgura y (4,4,4) es éptimo para (P).
ii) La base inicial y la final difieren en 3 columnas, por lo que no es posible llegar a la solucién en 2 iteraciones,
requiere por lo menos tres.

P2. Condiciones de Optimalidad Considere el problema de minimizacién ¢

2 en el poliedro P, pruebe lo

siguiente:

(a)
(b)

Una solucién factible x es éptima ssi ctd > 0, para toda direccién factible d en z.

Una solucién factible z es la tinica solucién 6ptima ssi c'd > 0 para toda direccién factible d # 0 en x.

Pauta Pregunta 2:

(a)

=) Por contradiccién. Sea x solucién 6ptima (cfx < cly Vy € P). Supongamos que existe d direccién
factible tal que ctd < 0.

Sea z € P, tal que z = x 4 6d, con > 0. (todo z € P puede ser descrito como z = x + 6d, ya que P es
un conjunto convexo).

Como x es éptimo, se tiene que ctx < clz = clx < ct(:n +0d) = e < ctx 4+ 0ctd = 0 < 0ctd.

Como 6 >0, se tiene que 0 < c!d. Lo cudl es una contradicién.

Luego toda direccién factible d en x (punto éptimo) cumple con c'd > 0.

< ) Sea x € P. Se tiene que ctd > 0 Vd direccién factible en z.
Sea y € P tal que y = x + 0d, con 6 > 0.
Aly—z)=c(x+0d—1x)=0cd>0 (yaque §>0y c'd > 0).
= c(y—x) > 0= cly > clz = x es solucién 6ptima.

=) Por contradiccién. Sea z la tinica solucién éptima (c'z < cly Vy € P). Sea d # 0 direccién factible en
x, tal que ¢td < 0.

Sea y € P\{z} tal que y = z + 0d, con §>0. (todo y € P\{x} puede ser descrito como y = z + 0d, ya
que P es un conjunto convexo).

Ad<0=0ctd<0=ctz+0cd<czx= ct(x + QCZ) < clz = cly < cfx. Lo cudl es una contradiccion.
Luego toda direccién factible d # 0 en 2 (dinico punto éptimo) cumple con ctd > 0.

< ) Sea y,x € P tal que y # . Se tiene que c'd >0 Vd # 0 direccién factible en .

Como P es un conjunto convexo se tiene que y = = + 6d, con 6 > 0.

dd>0= 0cld>0= clx +0c'd>clz = ctxv + 0c'd > clz = c(z + 0d) > 'z = cly>clx = z es la tnica
solucién 6ptima.

P3. Condiciones de Unicidad del Optimo Sea z una solucién bésica factible asociada con alguna matriz
bésica B, pruebe lo siguiente:
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(a) Si el costo reducido de todas las variables no bésicas es positivo, entonces x es la tnica solucién 6ptima.

(b) Si x es la tnica solucién 6ptima y es no degenerada, entonces el costo reducido de todas las variables no
bésicas es positivo.

Pauta Pregunta 3:

(a) Sea y # z una solucién factible arbitraria. Como el conjunto factible (poliedro en forma estantadar) es
convexo se tiene que existe alguna direccién d # 0 tal que y = = + d.
Como y € P, se tiene que Ay =b= Az +d)=b=>Ar+Ad=b=b+Ad=b= Ad=0.
Lo anterior puede ser escrito de la siguiente forma:

Ad = zn:Aldz = ZAzdz + ZAzdz = Bdp + ZAzdz =0
=1 i€eB iEN ieN

En donde B y N son los conjuntos de indices basicos y no béasicos, respectivamente.
Como la matriz B es invertible (por ser matriz basica), se tiene:

BdB + Z Azdl =0= dB = — Z B_lAidi
ieN ieN
Por otro lado,
cdd= CthB + Z cd; = —ctB Z BflAidi + Z c;d; = Z(CZ — C%BflAi)di
ieN ieN ieN ieEN
Recordando que el costo reducido para la variable ¢ corresponde a ¢; = ¢; — C%B_lAi, se tiene que:
dd=Y"cd;
ieN

Se tiene que ¢; >0 Vi € N. Por otro lado d = y — x, como « es solucion bésica factible z; =0 Vi € N =
d; =y; Vi € N. El vector y € P,porloque y >0=4d; >0V: € N.

Veamos que no se puede cumplir d; = 0 Vi € N. Por contradiccién, sea d; = 0 Vi € N = y; =
z; =0Vi e N. Como y € P debe cumple Ay = b:

Ay=b=> Awi+Y Awi=b=Byp+Y Aw;=b=Byg=1>
i€eB ieN ieN
Como B es invertible, se tiene yg = B~'b = 2, = y = z, lo cual es una contradiccién. Luego se debe
cumplir que al menos un indice ¢ € N cumple con d; >0, con lo que se obtiene:
cd = Zc‘id¢>0 =cdy—r)>0=cdy>cae
ieEN

Con lo que se demuestra que x es la tinica solucién éptima.
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(b) Por contradiccién. Sea x la tinica solucién éptima, ademas = es no degenerada y existe j € N tal que
¢; < 0. La solucién x cumple con c'z < c'y Vy € P\{xz}

Como x es no degenerada, la j-ésima direccién basica d; € R" es una direccién factible en z. Esto quiere
decir que existe 6 >0 tal que  + 0d; € P. Sea y = x + 0d;.

cdy=c(x+ Gd_;) =clz+ Gctd_;- =clo+ Z Oc;d; = o + Z Oc;d; + Z Oc;d; = ctx + Ocpdp + Oc; =
i=1 ieB ieN
=ca —0cgB 'A; + 0cj = 'z0(c; — cg B~ A)) = 'z + 0¢;

Como >0y ¢; <0 ,se concluye que c'y < ¢fz. Lo cual es una contradiccién, por lo que ¢; >0Vj € N.



